Practica 1

Medida Producto

A lo largo de esta guia fijaremos dos espacios de medida o-finita (X, Mx, u) v (Y, My, v).
1. Sea en el producto cartesiano X x Y la clase R de rectangulos
R:{AXBZAGM)(,BEM)/}.

Demuestre que la clase A formada por finitas uniones disjuntas de elementos de R
constituye un éalgebra.

Definicién. Definimos la o-dlgebra producto como la menor o-algebra que contiene
a la clase de rectangulos R. La denotaremos por F; ® Fs.

2. Demuestre que si (4;)1<i<n, (C})jen € Mx ¥ (Bi)i<i<n, (Dj)jen € My son familias
de conjuntos tales que

i=1 Jj=1

donde la unién es disjunta en cada caso entonces vale
> w(A(B) =) ul(Cyv(D;).
i=1 j=1

3. Sea la aplicacién 7 : A — [0, +00] definida por la férmula

W(CJAi X Bi) = iM(Ai)’/(Bi)

donde la unién es disjunta. Mostrar que 7 estd bien definida y que es g-aditiva.

Notar que como p y v son o-finitas también lo es la aplicacion 7. Por el Teorema
de Extensién de Caratheodory-Hahn podemos extender a 7 a una medida definida
sobre todo M x ® My que denotaremos por p ® v. Observar que y ® v es la tnica
medida definida sobre My ® My tal que

(h®v)(Ax B) = u(A)v(B)

para todo A € Mx y B € My. Por este motivo la medida p ® v recibe el nombre
de medida producto sobre X x Y.



4. Principio de Cavalieri. Demuestre que para todo A € M x ® My las secciones
A, ={yeY:(z,y) € A}
Ay ={reX:(z,y) € A}

son medibles y que ademas vale
o) = [ua)dr = [via)du

5. Teorema de Fubini-Tonelli. Sea f : X x Y — [0,400] una funcién medible
no negativa. Para y € Yy # € X definimos las aplicaciones f, : X — [0,400] y
fz Y — [0, 4+00] como

fy(@) = flz,y) = fuly).
a) Probar que para todo y € Y y x € X las aplicaciones f,, y f, son medibles.

b) Probar que las aplicaciones

x—>/fo(y)du

%%Lh@@

son medibles.

c¢) Probar que

XxY f(:v,y) d('u@”/) - /Y [/Xfy(x) d“} dv :/X [/fo(y) dl/] dp.

6. Teorema de Fubini. Sea f : X XY — [—o00, +00] una funcién integrable respecto
de p ® v.

a) Probar que f, es integrable para casi todo y € Y con respecto a la medida v y
que f, es integrable para casi todo x € X con respecto a la medida pu.
b) Probar que las aplicaciones
Sy fey)dv st [y | fa(y)l dv < 400

r —
0 en caso contrario

fX fy(x) du s1 fx|fy<m)|dﬂ< +00
Yy —
0 en caso contrario

son integrables.

c¢) Probar que

XxY fey)duor) = /Y [/Xfy(x) d“} dv :/X [/fo(y) du] dp.



