Ecuaciones Diferenciales - 2° cuatrimestre 2010
PrAcCTICA 4 — ECUACION DEL CALOR Y ECUACION DE ONDAS

Ecucién del Calor

1. Sea u una solucién regular de uy — Au =0 en R™ x (0, +00).

(a) Mostrar que uy(z,t) = u(Ax, \?t) también resuelve la ecuacién del calor para cada A € R.

(b) Mostrar que v(x,t) = x - Vu(z,t) + 2tus(x, t) también resuelve la ecuacién del calor.

2. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las hipétesis de regularidad sobre u necesarias para
su validez.

(b)

Combinaciones lineales: Si uy y us son funciones caldricas, entonces au; + Sus es caldrica.
Traslaciones: Si u(x,t) es caldrica, entonces u(x — &, t — 7) es caldrica.

Diferenciacidn respecto a pardmetros: Si u(x,t, «) es calérica para cada «, entonces g—g(x,t,oz) es caldrica

para cada a.

- . . - b (.
Integracion respecto a pardmetros: Siu(x,t,a) es calérica para cada a, entonces [ u(z,t,a)do es caldrica.

) L . . Il +m .
Diferenciacidn respecto a x y t: Si u(x,t) es caldrica, entonces W(I,t) es caldrica.

Integracion respecto x y t: Si u(z,t) es caldrica, n = 1, entonces f;o u(&,t)d€ es caldrica si ug(zo,t) =0y
ft u(zx, 7)dT es caldrica si u(x,a) = 0.

a

Convoluciones: Si u(x,t) es caldrica, entonces [u(x — &, t)p(€)dE y f; u(x,t — 7)p(7)dr son caldricas.

Si ¢ = ¢(x,t), * € R3 t > 0, es una solucién con simetria esférica de la ecuacién del calor en R? (i.e.
¢(z,t) = w(|z],t) con w: R3 — R), entonces ¢ satisface

2
Gt —Gr=¢¢ t>0,7>0. (1)

Mostrar que la ecuacién (1) puede reducirse mediante el cambio 1) = r¢ a la ecuacién del calor unidimen-
sional.

4. Para i =1,...,n consideramos u; = u;(z,t), € R, ¢ > 0, soluciones de

{ (i)t = (Ui)az

Probar que si definimos para z € R”, ¢t > 0,

u(z,t) = uq(z1, t)ua(ze, t).. un (2, t)

p(z) = p1(z1)p2(T2)...on(Tn)

entonces u es solucién de la ecuacién del calor en R™ x (0,00) con u(z,0) = p(x).

5. Sea

1 T N
u(x,t)—ﬁv (t—ﬁ) (x e RY, t>0),

donde « y 3 son constantes.

(a) Verificar que u satisface la ecuacién del calor si y sélo si v satisface

at™ @ Wo(y) + gt~y - Do(y) + D Av(y) = 0,

para y = t= Pz

(b) Verificar que si 8 = 1/2, v satisface

1
av+§y~Dv—|—Av=O.



(c) Verificar que si v es radial, i.e. v(y) = w(|y|) para w : R — R, entonces w satisface

1 -1
aw+§7“w’+w”+7n w' =0,
r

donde r = |y|, ' = d%.
(d) Tomar o = n/2 y hallar la solucién fundamental de la ecuacién del calor.

6. Método de similaridad.

(a) Hallar todas las soluciones de la ecuacién del calor unidimensional que satisfacen
oz, t) = Az, \%t), VA € R.

(b) Mostrar que el método de similaridad dado en (a) también puede aplicarse a la ecuacién del calor no lineal

0 Ju\  Ou 1

7. (a) Sea a(t) > 0 una funcién continua y sea u(z,t) una solucién regular de u; = aAu. Muestre que existe un
cambio de variables ¢ = ¢(7) tal que U(x,7) = u(z, #(7)) es solucién de la ecuacién del calor.

(b) Sea b(t) € R™ continua y sea u(z,t) solucién regular de us = Au+b- Vu. Muestre que existe un cambio de
variables x = ¥ (y, t) tal que U(y,t) = u(1(y,t),t) es solucién de la ecuacién del calor.

(c) Sea c(t) € R continua y sea u(zx,t) solucién regular de u; + cu = Au. Muestre que existe ¢(t) derivable, tal
que U(z,t) = u(z,t)p(t) es solucién de la ecuacién del calor.

8. Principio de Duhamel

Sea u la solucion del siguiente problema

Uy — Uge = g(z,1) en (0,L) x (0, +00),
u(0,t) =u(L,t) =0 ent >0,
u(z,0) =0 en (0,L).

Probar que u puede ser representada en la forma

¢
u(x,t):/ D(x,t;s)ds,
0

donde @ es la solucién del problema

& —d,, =0 en (0,L) X (s,+00),
O(0,t;8) = P(L,t;8) =0 ent>s,
O(x,s;5) = g(x, s) en (0,L).

9. Usar la transformada de Fourier para resolver el problema

up — kg = g(z,t), z€R t>0,
u(z,0) = f(z), z € R,

donde f y g(-,t) para cada t fijo, son funciones de S.

10. Mostrar que la solucién acotada de

Ut — Uge = 0, z>0,t>0,
u(0,t) = 0,
u(x,O) = f(x)v

viene dada por la férmula

) = [ G0 f()de,

donde G(z,&,t) = K(x — &,t) — K(x + &,t) y K es la solucién fundamental de la ecuacién del calor. (Pista:
Extender f por imparidad a —oo < x < 0 y resolver el problema de valores iniciales para la f extendida.)



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Mostrar que la solucién acotada de

Up — Uge = 0, z>0,%t>0,
U(O,t) = g
u(w,O) = f(l‘),

viene dada por la férmula

ety = [ Genr@ie -2 [ O et~ gtrar
donde G(z,&,t) = K(x — &,t) — K(x +&,t) y K es la solucién fundamental de la ecuacién del calor, si
|f(x)] < Crexp{Calz|"T*}, 0<a<l,
lg(t)] < Cit™, 0<t<e
donde C4, 5 son constantes positivas y € > 0.

Sea u(x,t) solucién del problema

U = Upz, <TER, t>0,
u(z,0) = ¢(z), z€R

dada por la convolucién de ¢ en la variable x con la solucién fundamental. Probar que si ¢ € L!(R), entonces
u(t) e LR)VE>0y

/Ru(x,t)dx:/Rgo(:c)dz, Vit > 0.

Sea U C R™ abierto. Notamos Uy = U x (0,T] y I'r = (U x {0}) U (OU x [0,T)) la frontera parabélica de Ur-.
Decimos que v € C%1(Ur) N C(Ur) es una subsolucion de la ecuacién del calor si

vy — Av < 0en Urp.

(a) Probar que
maxv = maxuv.
Ur Ir
(b) Sea ¢ : R — R un funcién suave y convexa. Probar que si u es solucién de la ecuacién del calor y v = ¢(u),
entonces v es una subsolucién.

(c) Probar que v = |Vu|? + u? es una subsolucién si u es una solucién de la ecuacién del calor.
Sea Ur = U x (0,T] y sean u,, soluciones regulares del siguiente problema

(up)t — Au, = 0 enUr
Up = fn en FT?

donde I'r es la frontera parabdlica de Up. Probar que si f,, — f uniformemente en I'p, entonces existe u regular
tal que u,, — u uniformemente sobre Ur y u es solucién de

u—Au = 0 enUr
u = f enlyp.

Sea u una solucién acotada de la ecuacién del calor en RV x (—o0,T]. Probar que u es constante. {Es cierto el
resultado si eliminamos la hipétesis que u sea acotada?

Definimos
- 0%u " ou
Lu= 7ACZ) t bi ) t a_
Y ijzzlaj(x )81328173 +; (CL’ )31‘,
donde los coeficientes a;j, b; son continuos, a;; = aj; y la matLiz A = (ai;) es definida positiva. Dado U C R”
abierto, conexo y acotado, definimos Ur = U x (0,T] y I'r = Ur — Ur la frontera parabdlica de Ur. Probar que
siu e C*Y(Ur) N C(Ur) satisface
ug — Lu=0 en Ur,

entonces

max u = maxu.
UT T'r



17. Con la notacién del ejercicio anterior, sea u € C*(Ur) N C(Ur) la solucién de

U — Au = f(:E) en (]j“7
u = 0 en I'r.

Probar que si f < 0, entonces u; < 0.

(Hint: Definir w(x,t) = u(z,t + €) — u(z,t), calcular wy — Aw y aplicar el principio del médximo.)

Ecuacién de Ondas

18. Utilizar la transformada de Fourier para resolver el problema

U — CUze = h(x,t)  en R x (0, 00),
u(z,0) = u(x,0) =0 enR.

19. Verificar el que cambio de variables £ = x + ¢, n = x — t transforma la ecuacién de ondas uy — ugz, = 0 en
Ugn =0.

Usar este cambio de variables para hallar la férmula de D’Alembert para la solucién de la ecuacién de ondas
unidimensional.

20. Encontrar una férmula explicita para la solucién de

Ut — Ugpy = 0 $>O,t>0
u(0,t) = 0 t>0
u(z,0) = g(z) >0

ug(x,0) = h(x) z>0.

21. Sea u la solucién de la ecuacién de ondas

g —Au = 0 en R? x (0, 00)
u(z,0) = g(z) enR3x {t=0}
ug(2,0) = h(x) enR3 x {t =0}

dada por la féormula de Kirchhoff, donde g, h son suaves y tienen soporte compacto. Mostrar que existe una
constante C tal que

fu(, t)] < &

" para todo z € R?, ¢ > 0.

22. Se define una solucién débil de la ecuaciéon de ondas unidimensional a una funcién u tal que
| utw0utwt) = buulat) dudt 0

para toda ¢ € CZ(R?).

(a) Mostrar que toda solucién cldsica de la ecuacién de ondas unidimensional es una solucién débil y que toda
solucién débil regular de la ecuaciéon de ondas es solucién clésica.

(b) Mostrar que las funciones discontinuas
ui(z,t) = H(x —t), wuo(x,t)=H(z+1)
donde H es la funciéon de Heaviside

0, <0
x>0

() = {

son soluciones débiles de la ecuacién de ondas unidimensional.

)

23. Probar que si u es una solucién clésica radial de la ecuacién de ondas en dimensién 3 (i.e. u(z,t) = w(|z|,t) = €
R?), se tiene que existen F y G tales que

F(lz| —t) + G(Jz| + 1)
||

u(z,t) =



24. Sea u la solucién clasica de
Ut — Au =
u
u =
U =

Q -+ O O

Probar que si f y g son radiales entonces u es radial.

en B1(0) x {t >0}
en 0B1(0) x {t > 0}
en B1(0) x {t =0}
en B1(0) x {t =0}



