ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2010

PRACTICA 6: ESPACIOS LP

Ejercicio 1. Sean £ C R"” medible y 1 < p; < ps < 4o00.
(a) Probar que si |E| < oo, entonces LP?(E) C LP'(E).
(b) Mostrar con un ejemplo que la inclusién puede no valer si |E| = +oo.

(¢) Mostrar que si vale la inclusién de (a), entonces |F| < 4o00.

Ejercicio 2. Sean ¥ C R" medible de medida finita y f : F — C medible.
(a) Probar que:
Jo [1F1l, = 11l -

(b) Mostrar que eso puede ser falso si la medida de E es infinita.

Ejercicio 3. Sean E CR" y f : R" — R medibles, 1 <p< ooy 1/p+1/p’ = 1. Probar
que

1£], = sup /E f(@)g(x)dz,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g : E — R medibles tales que
Jg f(2)g(z)dz existe y ||g||,, < 1.

Ejercicio 4. Probar que el conjunto de las funciones continuas de soporte compacto es
denso en L'(R™).

Ejercicio 5. Sea ¥ C R™ medible y 1 < p < o0.
(a) Probar que el espacio LP(E) es completo.

(b) Decidir para qué valores de p el espacio LP(E) es separable.

Ejercicio 6. Dada f € LP(R"), 1 < p < oo, y h € R", definimos la funcién f; por
fn(z) :== f(z — h), (z € R™). Probar que f;, — f en LP(R") cuando h — 0. ;Es esto cierto
para p = oo?

Ejercicio 7.

(a) Mostrar que la funcién h : R” — R definida a continuacién es C'°.

1
h(z) = el i ], < 1,
0 ,sifx)y > 1.



(b) Probar que si f,g € L'(R") y alguna de las dos funciones tiene soporte compacto,
entonces sop(f*g) C sop(f)+ sop(g). ;Qué ocurre si ninguna de las funciones tiene
soporte compacto? Concluir que si f y ¢ tienen ambas soporte compacto, entonces
f * g también.

(c) Probar que si A, B C R™ son abiertos tales que A C B y A es acotado, entonces
existe una funcion f : R” — R, de clase C'*° y de soporte compacto tal que f =1
en Ay f=0en R"\ B.

Ejercicio 8. Sean £ C R" medibley 1 <r < p < s < oo. Probar quesi f € L"(E)NL*(E)
entonces [ fllp < [LFI7 + /115

Ejercicio 9. Probar que:
(a) Si f, — f en LP(E) para algin p (1 < p < c0), entonces f,—f sobre E.
(b) Si f, — fen LP(E), g, — gen LI(E) y % + % =1, entonces fng, — fg en LY(E).

(¢) Si|E| <0y fn— fen L®(FE), entonces f, — f en LP(F) , para todo p > 1.

Ejercicio 10. Dadas las funciones f, : [0,1] — R,

er, 0<z<1/n
fn:

0, en otro caso,

probar que f, — 0 a.e. y f,—0, pero f, no converge en LP([0,1]) para ningin p con
1<p< oo

Ejercicio 11. Sean F C R™ medible y p tal que 1 < p < +00. Sean (f,)n>1y f en LP(E).
Probar que

(@) Ilfo— f”LP(E) -0 = ||fn||Lp(E) - ||f||LP(E)-
(b) Si f,, — f a.e. sobre E, entonces

| falleeey = W flleey = lfa = fllee) — 0.

Sugerencia: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesién

gn(@) = 27| fu(@)P + [f(2)P) = |ful@) — f(2)IP.

Ejercicio 12. Sea k : R?" — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:

swp [kwldy<e v sw [ hylds<e
z€eR™ yeR”
Probar que si 1 < p < +o00, entonces K : LP(R") — LP(R™) dada por

K(f)(z) = / Kz, y) f(y)dy
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estd bien definida y es uniformemente continua.

Ejercicio 13. Para 1 < p < 400y 0 < |E| < +00, definimos:

win= (s f1e)”"

Probar que

(a) p1r <p2 = Ny [f] < Np,f].

(b) Nplf +g] < Nplf] + Nplg]-

() 1z S |fgl < Np[fINylgl, 1/p+1/p' =1.
)

(d) Tm Np[f] = |[flloo-

p—-+00

Ejercicio 14. Sean £ C R" medible con 0 < |E| < 400y f € L®(E) que verifica || f||o >
0. Para cada k € N, consideramos a; = [ |f(z)|"dz. Demostrar que kh’m ag41/ax =
——+00

[1f1loc-
Ejercicio 15. Supongamos que f, — f a.e. y que fp, f € LP, 1 < p < oo. Si |[fpnllp <

M < oo, demostrar que ffng — ffg, para toda g € Lp/, 1/p+1/p’ = 1. jEs cierto este
resultado para p = 17

Ejercicio 16. Si f,, — fen LP, 1 <p < +00, g, — g puntualmente y ||gn||cc < M, para
todo n € N, probar que f,g, — fg en LP.

Ejercicio 17. Demuestre la siguiente generalizacién de la desigualdad de Holder.

Si E L — 1 con p;,r > 1, entonces

11 frlle < L fullpy - 1kl

Ejercicio 18. Muestre que cuando 0 < p < 1, los entornos {f € L”(0,1) : || f|l, < €} de
0, no son convexos.

Ejercicio 19. Sea f tal que para todo a > 0,
wla)=Hz eR": [f(z)] > a}| <c(1+a)7P

Probar que f € L"(R™) para 0 < r < p.

Ejercicio 20. Sea p con 0 < p < +0c0. Probar que f € LP si y sdlo si

+o0o
> 2PPw(2F) < 4o

k=—00



Probar, ademads, que existen constantes positivas ¢; y ¢a que no dependen de f tales que

+oo 1/p +o0 1/p
o ( ) 2’%(2’“)) <l < e ( ) 2’“%(2%)

k=—00 k=—00
Ejercicio 21. Sea E = [0,1/2]. Probar que
(a) f(z) =2 YP(lnz=1)~2/? ¢ LP(E), (1 <p < 4+0), pero f & L"(E) si r > p.
(b) g(x) =Inz~! € LP(F) para todo p con 1 < p < 400, pero g & L™(E).

Ejercicio 22. Sea E = [0,400). Probar que f(z) = z~Y/2(1 + |Inz|)~! € L*(E) pero
f & LP(FE) para ningtn p tal que 1 <p < +oo y p # 2.

Ejercicio 23. Dada f € LP(R"),1 < p < +o0, probar que:

@ ([ mssepa)” 2,

|hfl=+o0

W ([ 15 n s swpa) 2,

[[R]|—0

Ejercicio 24.

(a) Dadas funciones f € LP(R") y g € L” (R") donde 1/p + 1/p/ = 1, probar que la
convolucién f * g(z) existe y es finita para todo x € R™. Probar, ademds, que define
una funcién acotada y uniformemente continua.

(b) Dado E C R" tal que 0 < |E| < 400, probar que
E - FE={z—-y:x,y€ FE}

contiene un conjunto abierto no vacio.

Sugerencia: Considerar xp * X_E-

Ejercicio 25. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea
1 t+h/2
mo = [ s
¢

—h/2

Si f € LP, probar que
(@) [l falloo < A7VPI .

(b) fn€ Ly [ fnllp <[ fllp-
(c) Para cadar>p> 1, | fullr <A77V £l



(d) Sip < oo, [lfo—fllp —0.

Ejercicio 26. Sean 1 < p < +o0, 1/p+1/p' =1y f € LP(R™). Probar que si (fj)x>1 es una
sucesién de funciones de LP tal que para toda g € L? vale que i lm o, frgde = [g. fgdz,
—400

entonces || f|l, < Hminfy o || fxllp-

Ejercicio 27. Sean F C R" medible y p > 1. Definimos:

LP(E)={f: E — R medible : supt(|{z € E: |f(z)| > t}|)'/? < +00}.
t>0

Probar que
(a) LP(E) C LE(E),

(b) si |E| < 400y p > 1, entonces LE(E) C L'(E).
Ejercicio 28. Dados [a,b] un intervalo acotado y f € LP([a,b]) 1 < p < +00, definimos

F(x):/xf(t) dt , x € [a,b].

Probar que existe una constante K tal que para toda particién
a=x9g<x1 <...<xy=>bresulta:

n—

< F(wig1) — Fi)P

(g1 — x;)p~ 1

< K.

=0



