Vitali con medida exterior 1

Nos proponemos construir un conjunto V* C [0,1) con las siguientes propiedades:

1. Vz existe y € V* tal que z — y es racional.
2. Siz,y € V* luego = — y no es racional.
3. V¥, =1

Es claro que alcanza hallar un conjunto que verifique 2 y 3, pues en tal caso lo podemos com-
pletar (via lema de Zorn) hasta obtener uno que verifique 1 y como la medida exterior es mono-
tona...jganamos!.

1. Preliminares

Lema 1: Sean A CR, z <y <z € R, luego |[AN[z,2)|, = [AN[z,y)|. +[AN[y,2)],.
Demostracion: Recordemos la condicion de Caratheodory, E es medible si y solo si VB:

Bl, = [BNE|, +|BNE,

Basta entonces aplicar lo anterior para B= ANz, 2) y E = [z,y). {

Corolario: YA C R vale que

[AN[0,n)], = AN [0, D), + [AN[L2)], + ..+ [AN[n — Ln)],

Necesitamos un lema mas:

Lema 2: Si A, / A entonces:

lim [A,|, =
n—oo

= |4l

e

lim A,
n—oo

2. Bases de Hamel

Sea 3 = {v;};c; una base de R como Q-espacio vectorial, definimos entonces:

Vs=<(z/z= Zajvj, a; € ZVj,J C1,J finito
jed



Vamos a demostrar que Vo < y € R, |V3 N [z,y)|, = y — x. Supongamos que 1 € 3, esto no es
necesario pero simplifica las cuentas. Ademas pongamos V' = V3.

eComole g, VNI0,1)+n=VNn,n+1),puesz € VN[0,1)siysolosiz+n € VNin,n+1).
Luego [V N[0,1)], = VN [n,n+1)|,.

e Sea:

e Probemos que |V,,|, = |Vi],:
1
1
Vale =~ (IVN0, 1] +... + [V [n = 1,n)],)

n
Vol ==|vnlo,1
[Val. =21V 01 [0, 1),
|Vn|e:‘vl|e

e Notemos que Vz € [0, 1) existe n tal que nz € V (basta limpiar todos los denominadores de las
coordenadas de x en la base ), luego nz € VN [0,n) y z € V,.

e Por ultimo, Vn, V,, C Vi C Vi1 (ya que podemos pensar a V,, como los x € [0,1) cuyas
coordenadas (en la base [3) se pueden escribir con denominador n).

Las observaciones anteriores las podemos resumir en V,,; /" [0,1), de donde por el Lema 2:

=1[0,1)], =1

e
Como VN0,1)+n=VNnn+1),sia<beZluego |V Nla,b)|, = b— a. Pero entonces lo
anterior vale para z < y € R. Pues si tomamos a < x < y < b, con a,b € Z, luego:

‘V1|E: lim |V"!|e: lim an!
n—oo n—o0

b—a=[Vnlab)l, =VNaz)l +[VOlzyl +IVNOlyb).
b—a<zr—a+y—z+b—y=b—a
De donde todas las desigualdades deben ser en realidad igualdades, en particular:

VNzyl, =y—z Ve<yeR

3. Vitali al fin

Sea 3 una base de R como Q-espacio vectorial con 1 € 3. Construimos V' y V; como antes. Ahora,
siz,y € Vi, con x —y € Q luego = e y tienen las mismas coordenadas en la base [ salvo por la
coordenada racional (la del 1)(pues 1 € ). Si estas son r, y ry, entonces x —y = ry —ry € Z pues
como z,y € V entonces 74,7, son enteros. Pero —1 < x —y < 1, luego = y. Ademas ya hemos
probado que [Vi], =1, de donde podemos extender V; a un V* que verifique 1,2,3.

Pregunta: ;Porque definir V' como los que tienen coordenadas enteras y no como los que tienen
su coordenada racional (la del 1) entera, de forma que V; ya queda un Vitali y no dar tantas vueltas?
Respuesta: Porque me parecia mas natural.

Problema: Construir un Vitali V** que tenga medida exterior maxima en cualquier intervalo
de la recta.



