Algebra 1
Segundo Cuatrimestre 2010
Practica 7 - Polinomios

1. Calcular el coeficiente de X?° de f en los casos
D f=(X -3
i) f=(X-DYX+5)9+ X3 -5X04+7
iii) f=X9(X°+4)
2. Calcular el grado y el coeficiente principal de f en los casos
) f=(4X%—2X54+3X?2-2X +7)7
i) f=(-3X"+5X3+X? - X +5)'— (6X*+2X3+ X —2)7
iii) f = (—3X°+ X%~ X +5)" — 81X + 19X
3. Hallar, cuando existan, todos los f € C[X] tales que

i) fP=Xf+X+1

i) f2-Xf=-X2+1
i) (X +1)f?=X>+Xf
iv) f#0y f°>=gr(f)X*f

4. Hallar el cociente y el resto de la divisién de f por g en los casos

i) f=5X*+2X3—-X+4, g=X%2+2

i) f=8X*+6X%—-2X?2+14X -4, g=2X3+1

i) f=8X*+6X3—-2X?+14X —4, g¢g=2X+1

iv) f=6X°+3X2—-9X +1, ¢g=3X+2

V) f=X?-3XT+ X0 -2X54+3X3 - X243, ¢g=X°+4X -1

5. Determinar todos los a € C tales que

i) X3 +2X2 42X + 1 sea divisible por X2 +aX + 1
i) X4 —aX?+2X?2+ X + 1 sea divisible por X2 + X +1
iii) el resto de la divisién de X® — 3X3 — X2 — 2X + 1 por X? +aX + 1sea —8X + 4

6. SeaK = Q, R 6 C. Dado h € K[X], se define la relacion = (mod h) en K[X] como
f=g(mod h) <= h|f—g.

i) Probar que = (mod h) es una relacion de equivalencia
ii) Probar que f; = g1 (mod h)y fo = go (mod h) implica
fitfa=g1+g2 (mod h)y fi- fo=g1- g2 (mod h)
iii) Probar que f = ¢ (mod h) implica " = g™ (mod h) paratodon € N
iv) Probar que r = 1,(f) & f=r (mod h)yr=06gr(r) < gr(h)
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Hallar el resto de la divisién de f por h en los casos

) f=X"-X—-1, h=X%-2

i) f=XP4+ X% X313 h=X7+5

iii) f= X100 _ x40 4+ 11X20 4 12X2 -2, h=X%+1
iv) f=X"%-3X"" 42, h=X"-X+1

. Sean € N,seaK=0Q,R6Cyseaa € K. Probar que

)X —a|X"—a"
ii) sin es impar entonces X +a | X" 4 a”

iii) sin par entonces X +a | X" —a”

calculando los cocientes en cada caso

. Calcular el maximo comun divisor entre f y g y escribirlo como combinacién lineal de f

y g siendo

) f=X+X3—6X2+2X+2 g=X'—X>-X2+1

i) =X+ X'+ X2+1, ¢g=X3+X

i) f=X°+X* - X34+2X -3, g=X*4+2X+1

i) Sea f € Z[X]ysean a,b € Zy m € N. Probar que si a« = b (m) entonces
f(a) = f(b) (m)

ii) Probar que no existe f € Z[X|talque f(3) =4y f(—2)=7

Hallar todos los f € Z[X] tales que

i) f es ménico de grado 3y f(v/2) =5
ii) f es monicode grado3y f(1) = —f(—1)

Hallar todos los f € Q[X] y luego en Z[X] de grado 3 y 4 cuyas tnicas raices complejas
sean 1, —2y 3
» 725

Sea f € Q[X] tal que f(1) = —2, f(2) = 1y f(—1) = 0. Hallar el resto de la divisién
de fpor X? —2X% - X +2

Sean € N, n > 3. Hallar el resto de la divisién de X" +3X"* +3X" —5X2+2X +1
por X3 — X
1) usando congruencias
i1) evaluando en puntos convenientes
Hallar todas las raices complejas de X* 4+ 3X — 2 sabiendo que tiene una raiz comiin con
X4 +3X3-3X +1
i) Hallar todas las raices racionales de
(a) 2X° +3X*4+2X3 - X
(b) X° —$X*—2X3 +1X2 - 1X -3
(c) 3X* +8X? +6X* 43X —2
ii) Probar que X* + 2X3 — 3X? — 2 no tiene raices racionales

i) Hallar todas las raices complejas de f = X° —4X* — X3 +9X? — 6X + 1 sabiendo
que 2 — V/3 es raiz de f
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ii) Hallar f € Q[X] ménico de grado minimo que tenga a 1 4+ 2v/5y a 3 — v/2 como
raices

iii) Sea f € Q[X] un polinomio de grado 5. Probar que si v/2'y 1 + v/3 son raices de f
entonces f tiene una raiz racional

iv) Sea f € Q[X]tal que f(1++/2) =3, f(2—+3) =3y f(1++/5) = 3. Calcularel
resto de la divisién de f por (X? —2X — 1)(X? —4X + 1)(X? — 2X —4)

Hallar f € Q[X] de grado minimo tal que
D f(1)=3,f0)=1 f(3) =3y f(-1) =1
ii) f(2)=0,f(=3) =3 f3)=—-1y f(-2) =1
Sea (f,,)nen la sucesion de polinomios definida por
fi=X?+2X —1, fonn = X[+ X%f, (neN)
Probar que gr (f,,) = 2" — 1 paratodon € N
Determinar la multiplicidad de a como raiz de f en los casos
D Ff=X—2X*+ X, a=1
i) f=4X*+5X*-7X+2, a=3
i) f=X6—3X*14, a=i
iv) f=(X-2(X?—4)+ (X —-23%(X—-1), a=2
Sea n € N. Hallar todos los f € C[X] tales que (X — 1)"*1 f/ = f?

i) Determinar todos los a € C para los cuales f = nX"" — (n + 1) X" + a tiene todas
sus raices simples

ii) Determinar todos los a € R para los cuales f = X?"™! — (2n + 1) X + a tiene al
menos una raiz multiple

Hallar todos los a € C tales que X° —2X° + (1 +a)X* —2aX?+ (1+a)X* —2X + 1
es divisible por (X — 1)3

Hallar todos los a € C tales que 1 sea raiz doble de X* — a X3 —3X? + (2 +3a)X — 2a
Sea n € N. Probar que

n
1) E X" tiene todas sus raices simples
k=0

"o oxk
. X" . .
1) E T tiene todas sus raices simples
k=0

Sea (f,,)nen la sucesion de polinomios definida por
R=X142X2 41, fun=(X—)(fat f) (nEN)
Probar que 7 es raiz doble de f,, paratodon € N

Sea f € C[X]. Probar que a € C es raiz miltiple de f si y sélo si es raiz de (f : f').
Deducir que si f € Q[X] es irreducible entonces tiene todas sus raices simples
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Factorizar el polinomio f en Q[X], R[X]y C[X] en los casos
D f=X1— X34 X2_3X—6
i) f=X*—6X241
i) f=X%—2
iv) f=X5— X34+ 17X?% - 16X + 15, sabiendo que 1 + 2 es raiz de f
v) f=X°+2X*+ X34 X? — 1, sabiendo que —1 + \/75 es raiz de f
Hallar todos los a € C tales que f = X* — (a +4) X3 + (4a +5)X? — (ha + 2) X + 2a

tenga a a como raiz doble. Para cada valor de a hallado, factorizar f en Q[X]|, R[X]y
Clx]

Factorizar el polinomio f = X® + X° + 5X% +4X3 + 8X? +4X + 4 en Q[ X|, R[X] y
C[X] sabiendo que v/2 1 es raiz miltiple de f

Factorizar el polinomio X% + 2X? + 3X? + 10X — 10 en Q[X], R[X] y C[X] sabiendo
que tiene una raiz imaginaria pura

Hallar todos los a € C para los cuales al menos una de las raices de
=X+ X°-3X* 12X+ X? -3X +a

sea una raiz sexta primitiva de la unidad. Para cada valor de a hallado, factorizar f en
Q[X], R[X]y C[X]

Sean a, by c las raices complejas de 2X3 — 3X? +4X + 1.

1) Hallar
@ a+b+c (d) a®+b* + 2 () a?b® +a’c? + b3
(b) ab+ ac+ be e) a®>+0b+c3 (h) L+1+12
(c) abe 6 a*+0v*+c i) S+5+25

ii) Encontrar un polinomio de grado 3 cuyas raices seana + b, a +cy b+ c

Factorizar el polinomio X* + X3 — 3X? + 4X — 2 en Q[X], R[X] y C[X] sabiendo que
la suma de tres de sus raices es —3 + ‘/75 ?

Hallar todas las raices complejas del polinomio X6 — X5 —7X*4 - 7X3 - 7X2 -8X —6
sabiendo que tiene dos raices cuya suma es 2 y cuyo producto es -6

Sean € N. Usando que w € G, siy solo si w es raiz del polinomio X" — 1, dar una nueva
demostracion de que la suma de las raices n-ésimas de 1 distintas de 1 es —1. Calcular

H’weGn w.

Sea f un polinomio de grado n con raices distintas aq, . . ., «,. Probar que el coeficiente
de gradon —1de fesOsiysolosi ). a; = 0. ;Qué se puede decir si hay raices
repetidas?

Sea f = X" + an 1 X" 1+ - 4 ag € Z[X]. Sitodas las raices de f son enteros pares,
probar que 27 | a,_; Vj =0,...,n.
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