Numeros complejos
Susana Puddu

1. El plano complejo. En el conjunto € = IR x IR definimos la suma y el producto de
dos elementos de C de la siguiente manera

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Dejamos como ejercicio verificar que estas operaciones son asociativas y conmutativas,
que (0,0) y (1,0) son los elementos neutros para la suma y el producto respectivamente,
que (—a, —b) es el inverso aditivo de (a,b) para todo (a,b) € C y que vale la propiedad
distributiva, es decir, z.(w; + wy) = z.wy + z.ws para todo z,wy,wy € C.

Ademis, todo z € C, z # (0,0) tiene un inverso multiplicativo, es decir, existe w € C tal
que z.w es igual al elemento neutro del producto. En efecto, si z = (a,b) cona #00b#0

entonces a’ +b* # 0 y vale (a, b). <0J2L+l)2, ﬁ) = (1,0). Por lo tanto w = <a2¢+b2, ﬁ)

es el inverso multiplicativo de z.
Notemos que, por la definicién de suma y producto,

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0).(0,1)

Luego, denotando por i al elemento (0, 1) resulta que i* = (0,1).(0,1) = (—1,0). Ahora,
identificando los elementos de la forma (a, 0) (es decir, que tiene segunda coordenada nula)
con el ntimero real a, de lo anterior resulta que (a,b) = a + bi donde i2 = —1.

Luego, C = {a + bi /a,b € R} donde i> = —1 y la suma y el producto se traducen en

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a + bi).(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

Ademas los elementos neutros para la suma y el producto son 0 y 1 respectivamente, el

inverso aditivo de z = a+ bi es —2z = —a — bi y, si z # 0, su inverso multiplicativo es
-1 _ a—bs

Llamaremos niumeros complejos a los elementos de € y llamaremos forma binomica a la
escritura de un numero complejo z € C en la forma z = a 4 bi con a,b € IR. Con esta
escritura puede verse a IR como un subconjunto de C: R={z=a+bic C/b=0}.
Dado z = a + bi con a,b € IR diremos que a es la parte real de z y que b es la parte
imaginaria de z y escribiremos a = Re(z), b = Im(z). Notemos que la parte real y la
parte imaginaria de un nimero complejo son nimeros reales. Ademads, dados z,w € C se
tiene que z = w si y sélo si Re (z) = Re (w) e Im (2) = Im (w).
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Dado z = a + bi, con a,b € IR, definimos el conjugado de z como el nimero complejo
Z = a — bi y definimos el mddulo de z como el ntimero real no negativo |z| = Va2 + b2.
Observemos que |z| = 0 si y sélo si z =0y que, si z # 0, entonces el inverso de z respecto
del producto es 271 = % Notemos ademds que |z| es la distancia del niimero complejo
z = (a,b) al origen de coordenadas (0,0). En general, si z,w € C, |z — w| es la distancia

de z a w.

Observacion. Si a € IR entonces el médulo de a visto como niimero complejo es igual a
a sia>0
\/@2—1—02:\/@2:{ .=
—a sia<0
es decir, coincide con el valor absoluto de a visto como numero real. Por lo tanto la
notacién |a| no es ambigua.

Ejemplos. 1) Grafiquemos en el plano complejo z =1+ 2i, w =4+ 3i, —2,Z, 2+ w y
Z—w.

e ZtwW

2) Grafiquemos en el plano complejo {z € €/ |z — (1 + 2i)| = 3}. Este es el conjunto de
los z cuya distancia a 1 4 2i es igual a 3, es decir, la circunferencia de centro en (1,2) y
radio 3.
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3) Hallar todos los z € C tales que 2iz = |z + 2.
Sean a = Re(z) y b = Im(z). Entonces z = a + bi con a,b € IR. Luego, Z =a —bi y
z+2i =a+ (b+ 2)i. Por lo tanto

27 = |z + 2i| <= 2i(a — bi) = \/a% + (b+ 2)2 <= 2b+ 2ai = \/a® + (b+ 2)?

Luego, a = 0y 2b = y/(b+ 2)? de donde resulta que a =0, b >0y 20 = b+ 2. Por lo
tanto a = 0 y b = 2. Luego, hay un tnico z € C que satisface lo pedido, z = 21.

4) Grafiquemos el conjunto {z € C/|z+1—1i| <2y Re(z) +Im(z) <1}.

Primero graficamos los z que satisfacen cada una de las condiciones por separado. Los
z/|z—(=141)] <2es el circulo de centro en —1 + ¢ y radio 2, los z /Re (z) + Im (2) < 1
es el semiplano determinado por la recta x + y = 1 que contiene al origen.

=
=

lz4+1—1i| <2 Re(z) +Im(z) <1

Luego, los z € C que satisfacen ambas condiciones simultaneamente son los que pertenecen
a la interseccién:

5) Grafiquemos el conjunto {z € C/ |z — 1| = |z + 1|}
Este conjunto esta formado por todos los niimeros complejos z cuya distancia a 1 es igual
a su distancia a —1.
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Primero hallemos los z que satisfacen lo pedido. Como |z — 1| y |z + 4| son ntimeros reales
no negativos entonces

lz—1|=|z+i| <= |z —1)> = |z +i]?
Luego, si z = a + bi entonces
lz—1=|z+il<= (a— 1)+ =a’>+ (b+ 1) <= 20 =2+ a=—b

Por lo tanto los z que satisfacen lo pedido son los que pertenecen a la recta x = —y. Notar
que esta es la recta perpendicular al segmento que une 1 con —¢ y pasa por el punto medio
de dicho segmento.

Propiedades. Sean z,w € C. Entonces se verifican

i)z+w=z4+w

v)z€Rsiysélosi z=7%
vi) si 2z # 0 entonces ()~ = 21

vil) 2.7 = |z|?

viil) |Z| = |2]
ix) [Re (2)] < [2] y [Im (2)| < |z
X) |z.w| = |z].|w]

xi) |z +w| < |z| + |w| (desigualdad triangular)

xii) si z # 0 entonces |2 71| = |z| 71

Demostracion: S6lo demostraremos vi), ix) y xi) y dejamos la demostracién de las restantes
propiedades como ejercicio.
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vi) Debemos ver que el inverso multiplicativo de Z es z=1, es decir, debemos ver que

1:

zZ.z—1 = 1. Usando ii) se tiene que zZ.z7! = z.2~

ix) Sea z = a + bi, con a,b € R. Entonces, como ambos miembros de la desigualdad son
numeros reales no negativos resulta que

Re (2)| < 2| <= [Re (2)* < |2 <= a? < a® +b* <= 0 < ?

cosa que ocurre pues b € IR. De manera andloga se ve que |Im (z)] < |z|.

xi) Veremos que |z + w| < |z| + |w|. Gréficamente la desigualdad significa que en un
tridngulo la longitud de un lado es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros
dos:

Z+W

Probemos la desigualdad. Como |z+w| y |2|+|w| son nimeros reales no negativos entonces
[z +w| < J2] + w] == |2+ wl* < (J2 + [w])? <= |2+ w < [ + [w]* +2/2] Jw|
y usando ahora las propiedades anteriores resulta que

|z +w| <|z| + |w| = (z+w).(z +w) < 2.7 + WD + 2|z|.|w| =
— (z4+w).Z4+w) <22+ ww+2z|.|w| <=

= 2Z+wW+ 20+ wzZ < 2.Z+ww+ 2z |w| <=

= zw+wz <2zl |w| = 2w+ 2w < 2z|.[w| <=

<= 2Re (z.w) < 2|z.wW|

lo que es verdadero por ix). o

Ejercicio. Usando la desigualdad triangular, demostrar que para todo z,w € C vale
|z] — |w|| < |z —w|. (Sugerencia: |z| = |(z — w) + w|).
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2. Forma trigonométrica.
Dado z € C, z # 0, existe un tunico dngulo a € [0,27) tal que cosa = x = Rlez(f) y

I : o
senq =1y = % Diremos que « es el argumento de z y escribiremos o = arg(z).

Im(z)

El argumento de z es el angulo que forma el segmento que une z con el origen y el eje x

positivo.

Ejemplos. 1) Si z =r, con r € IR entonces arg(z) = {0 sLT > 0
™ sir<o0

2) Si z = i entonces arg(z) = 2 y si 2 = —i entonces arg(z) = &

3) Si z =1+ entonces arg(z) = I y si z = 2 — 2i entonces arg(z) = F
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Observaciones. i) Sea z € €, z # 0. Si a = arg(z) entonces z = |z| (cosa+isena). Esta
expresion se llama la forma trigonométrica de z.

ii) Si z =7r(cosfB +isenf) con r € R, r > 0 entonces r = |z| y f = arg(z) + 2km para
algun k € ZZ. Notar que si ademds [ € [0, 27) entonces debe ser = arg(z).

iii) Dados z,w € € no nulos, z = w si y sblo si |z| = |w| y arg(z) = arg(w).

RTZ(‘Z) + I‘TZ(lz) @> = |z|.(cos a + i sen «)

Demostracion: i) z = Re (z) +Im (2) i = |z|. (

ii) Siz =r(cosf+isenf) conr € R, r > 0 entonces Re (z) = r.cos § e Im (z) = r.sen (z).
Luego

|z| = |r|.|(cos B +isen3)| = T.\/COSQB +sen2B=r1=r
Ademis, si o = arg(z) entonces

Re (z) _ Re (2)

||

I I
=cosf y sena = IT(’Z) = m (2) = sen (3
z r

COS &x =

Luego, cosa = cos 3 y sena = sen 3 de donde 3 = a 4 2kn para algin k € Z

iii) Es consecuencia inmediata de i). o

Notar que, por las observaciones anteriores, un nimero complejo z no nulo queda deter-
minado conociendo |z| y arg(z).

Ejemplos. Hallemos el moédulo y el argumento de z en los casos

i) z=5i

i) 2= o5 + 51
iil) z = 1 + /3

i) Si z = 5i entonces |z| = V02 +52 = 5. Ahora calculemos a = arg(z). Sabemos que

cos a = RTT({Z) =0ysena= IITZ(f) =1. Luegoa = %

i) Si z = \/Li + \/Liz entonces |z| = /3 + 2 = v/1 = 1. Calculemos a = arg(z). Sabemos
que cos o = R'fz(f) = % y sena = % = \/Lg Luego a = %

iii) Si 2 = 14 /37 entonces |z| = v4 = 2. Calculemos a = arg(z). Sabemos que
cos o = RTZ(|Z) =1 ysena= Infz(f) = ‘/75 Luego oo = %

3. El teorema de De Moivre.

Teorema. (De Moivre) Sean z, w € €, no nulos. Entonces arg(z.w) = arg(z)+arg(w)—2km
para algun k € 7.

Demostracion: Sea a = arg(z) y sea § = arg(w). Entonces

z = |z| (cosa + isen )

w = |w| (cos B + isen f3)
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Luego,

zaw = |z|(cosa + isena) |w| (cosf +isen3) =
= |z|.Jw| ((cosa cos 3 —senarsen ) + i (cosarsen B + sena cos 3)) =

= |z.w| (cos(a + B) + i (sen (a + [3))

Luego, por la observacién ii), o + 8 = arg(z.w) + 2k para algin k € ZZ, y por lo tanto
arg(z.w) = arg(z) + arg(w) — 2km para algin k € Z. o

Observacién. Notemos que si k € Z satisface arg(z.w) = arg(z) + arg(w) — 2k7 entonces
k debe ser tal que 0 < arg(z) + arg(w) — 2km < 2m. Luego, el valor de k € 7 del
teorema anterior queda determinado por esta condicion: k es el inico entero que satisface
0 < arg(z) + arg(w) — 2km < 27

Corolario 1. Sea z € C, z # 0, y sea n € IN. Entonces arg(z") = n arg(z) — 2km para
algin k € Z.

Dejamos la demostracién como ejercicio. Sugerencia: usar el principio de induccién.

Corolario 2. Sea z € C, z # 0. Entonces arg(z~!) = — arg(z) + 2km para algtin k € Z.

Dejamos la demostracién como ejercicio. Sugerencia: z.z71 = 1.

Corolario 3. Sea z € C, z # 0 y sea m € Z. Entonces arg(z") = marg(z) — 2km para
algun k € 7ZZ. Luego, si a = arg(z), entonces 2™ = |z|™ (cos ma + i sen ma).

Dejamos la demostracién como ejercicio.

Observacion. Sean z,w € C, ambos no nulos. Si z = r.w con r € IR, r > 0, entonces
arg(z) = arg(r) + arg(w) — 2km = arg(w) — 2km pues arg(r) = 0. Y como 0 < arg(w) < 27
2.1

entonces debe ser k = 0. Luego, como Z = |z , entonces arg(z) = arg(z~!). Por lo

tanto, arg(z) = — arg(z) + 2kn para algin k € 7.
Ejemplos.

1) Hallemos los argumentos de —1 — /34, 1 —v/3iy —1 + /3.
Sea z = 1+ +/3i. Vimos antes que arg(z) = %. Luego

arg(—1 — V/3i) = arg(—z) = arg(—1) + arg(z) — 2kr = 7 + g — 2k

donde k es el tnico entero que satisface 0 < w + % — 2km < 2mw. Entonces £ = 0 y por lo
tanto arg(—1 — v3i) =m+ Z =1

Anélogamente,
arg(l — V/31) = arg(z) = — arg(z) + 2km = _g + 2k

donde k es el tinico entero que satisface 0 < —% + 2km < 27. Entonces k = 1 y por lo
tanto arg(l — v/3i) = —% + 27 = 5F
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Finalmente,

arg(—1+ \/52) = arg(—2) = arg(—1) + arg(z) — 2knr =7 + 5?7r — %%km
donde k es el tnico entero que satisface 0 < m + %’r — 2km < 27. Entonces k =1 y por lo
tanto arg(—1+ V3i) =7+ 3 — 27 = 3¢
2) Hallemos (1 + 7)3523

Como |1 +i| = V2 y arg(1 +14) = T entonces |(1+1)32%| = |1 +i|%23 = 21761/2 v por el
corolario 3,

2
35237 ok —

arg((1 +14)%°?%) = 3523 arg(1 + 1) — 2km =

(8440 + 3)m

B 4
donde k es el tinico entero que satisface 0 < 2.4407 + 37” —2km < 27. Luego k = 440 y por
lo tanto arg((1 +)3°23) = 3x,

Luego, (1 +1)3923 = 21761\/_(COS 3T 1 jsen 3T = 21761\/_(\71 + \/Li i) = 21761 (—1 4+ 4)

3
— Ok = 2.4407 + Zﬁ Y-

[\

4. Raices enésimas de un nimero complejo.
Primero veremos un ejemplo y luego veremos el caso general.

Ejemplo. Hallemos las raices cuartas de 1 + /314, es decir, todos los z € C tales que
2 =143
Observemos que z = 0 no es soluciéon. Dado z € C, z # 0,
A =14V3i= |24 = 1+V3i| y arg(z*) = arg(1 + V31i) <=
3+ 2kT

—|zI* =2y darg(z 1

)—2k7r—§<:>|z| V2y arg(z) =
) 5+ 2km
donde k debe satisfacer 0 < =——
cuartas de 1 + /37 son

< 2m. Luego, k =0, 1, 2 o 3. Por lo tanto, las raices

20 = (l/i <cos% -I—zsen%)

Z1=\/_

+ 7
cos — +isen —
12

12

4 1
2o = \/5 (cos—%—zsenﬁ)
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Veamos ahora el caso general: sea 2y € C, 29 # 0 y sea n € IN. Queremos hallar todos los
w € C tales que w™ = zy. Sea r = |zp| y sea a = arg(2o).

Como antes, w = 0 no es solucién pues zy # 0. Dado w € C, w # 0,

w" = 2 = [w"| = |z0] v arg(w") = arg(z) <=

2k
< |w|" =r y narg(w) — 2k7 = a <= |w| = Yr y arg(w) = o+ 2k
n
2k
donde £ debe satisfacer 0 < at ohm < 2m. Luego, k =0,1,2,...,n — 1. Por lo tanto, las
n

raices enésimas de zp son

2k 2k
wi = /20 (Cos arg(z0) + 2km +isen arg(z0) + 2km W)
n

n

donde k = 0,1,2,...,n — 1. Dejamos como ejercicio verificar que estas n soluciones son
todas distintas.

Ejemplo. Las raices quintas de zyg = —27 son

\5/5

+ 3
CcoS — + isen —
10

w1:\5/§

+ 7
cos — + isen —
10

10

wng’/ﬁ

w4:\5/§

(5
(T
wy = V2 (Cosll—w —l—lsenll—?r)
(o3
(o3

pues |z9| =2y arg(zo) = 2.
5. Raices enésimas de la unidad.

Sea n € IN. Cuando zg = 1, se tiene que |z9| = 1 y arg(zp) = 0. Luego, aplicando lo
anterior obtenemos las raices enésimas de la unidad, que son

2k 2k
wk:cos—w—l—isen—w (0<k<mn)
n n

10
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Denotaremos por G,, al conjunto de raices enésimas de 1, es decir,

2 2
Gn:{w6(D/w”:l}z{cosﬂ+isenﬁ/0§k<n}
n n

Ejercicio. Verificar que

1) Ga = {17 _1}
i) Gy ={1, 3 + %03 — 91
i) Gy = {1,4, -1, —i}

V) Go = {1, 3 + i, 5L+ 8 1,50 — 8, 1S3y

Ejercicio. Sea z € GG,, y sea m € ZL. Probar que si m = ng + r entonces 2" = z".

Ejercicio. Sea n € IN. Probar que

i) Si z,w € G,, entonces z.w € G,
i) 1 e G,

iii) Si 2 € G,, entonces 27! € G,
iv) Si z € G, entonces z € G,

v) Si z € G,, entonces Z¥ = 2% = 2"~F para todo k € Z.

Observacion. Las raices enésimas de 1 son los vértices de un poligono regular de n lados
inscripto en la circunferencia de centro cero y radio 1. Por ejemplo, para n = 6, las raices

- 1, V3, 14 V3, 1 =1 _ V3,1 V3, Arti
sextas de la unidad son 1, 5 + %% i, 5 + %54, —1, 5 571y 5 — 5 @ que son los vértices
de un hexagono regular inscripto en la circunferencia de centro cero y radio 1

Las raices octavas de la unidad son 1, \/75—#\/75 i,1, %i%—\/?g i, —1, %ﬁ - \/75 i,—1y \/75 - ‘/75 i
que son los vértices de un octégono regular inscripto en la circunferencia de centro cero y
radio 1

11
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Observacién. Sea n € IN y sea w; = cos 2% T+ sen T ¢ G,. Entonces, por el corolario 3

del teorema de De Moivre, w* = cos 2£% 2’” —|— isen 2ET Luego

Gn={w*/0<k<n}
Diremos que w € Ces una raiz enésima primitiva de la unidadsiw € G, yVz € G, dr € IN

tal que z = w".

Ejercicio. Sea w € C. Probar que w es una raiz enésima primitiva de la unidad si y sélo
si G, ={w*/0<k<n}

Ejemplos.
1) wy = cos 2& "~ +isen =t 2 es una raiz enésima primitiva de la unidad para todo n € IN.
2) Las raices cubicas primitivas de la unidad son w; = _71 + \/ng y Wy = _71 - */731
3) Las raices cuartas primitivas de la unidad son wy =iy ws = —i
4):L , e e d_ 1 ki d 1 vg'. _ 1 3
as rafces sextas primitivas de la unidad son w1 = 5+ 57 iy ws = 5 — 57 @
5) Las raices octavas primitivas de la unidad son w; = \/75 + ‘/752', wsy = _TZ + \/Tgi,

Ejercicio. Probar que w € GG, es una raiz enésima primitiva de la unidad si y sélo si
"=1ywkF#1paratodoktal que 1 <k<n-—1

Observacion. Sea wjp = cos =& 2’” + 7sen &% 2’” € G,. Entonces wy, = wi*. Sid = (k :n)
k n
entonces ; y ; son enteros y
n n k k
wkd s (wlk)d s (wln)d s ld s 1

Luego, si d # 1 entonces wy no puede ser una raiz enésima primitiva.

2k7r 2k

Ejercicio. Probar que wy = cos =T +isen =T es una raiz enésima primitiva de la unidad

si y sélo si k y n son coprimos.

12
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Observacién. Sea w una raiz enésima primitiva de 1. Luego G,, = {1,w,w?,...,w" !}
y como w"™ = 1 entonces

Zz—Zuﬂ—n—_llzo

z€Gp

Ejemplos. 1) Calculemos la suma de las raices onceavas primitivas de la unidad.

Sea wy, = Cos%—7r + isen =5° 2’” (0 < k < 11). Entonces G11 = {1,wy,wa,...,wip} y las

raices primitivas son wq, wg, ...,wyg. Luego, la suma de las raices onceavas primitivas de
la unidad es

w1+w2+---—|—w10:1—|—w1—|—w2—|—~-—|—w10—1: 22—1:0—1:—1
2€G11

2) Calculemos la suma de las raices 35-avas primitivas de la unidad.

Sea wj, = cos S 2’” +isen <2* 2]” (0 < k < 35). Entonces Gg5 = {1, wq,ws,...,wss} v las raices
primitivas son todas menos wy, Ws, Wig, W15, Wag, Was, W3g, W7, W14, W1 y Wag. Notando
que
2.5qm | 2.5qm 2qm . 2qm
Wsq = COS 35 + i sen 5 = COST —l—zsenT
y
2.7qm . 2.7qm 2qm 2qm
Wr7q = COS 35 + 1sen 35 = COS? +zsenT

se tiene que {wg, ws, w10, W15, Wag, Was, w30} = G7 'y {wo, wr, w14, w21, was} = Gs. Luego,
la suma de las raices 35-avas primitivas de la unidad es

Zz—Zz—Zz—i—wo:l

z€G3s5 z€Gs z€Gr
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