L6cicA Y COMPUTABILIDAD
Primer Cuatrimestre — 2024

Practica 2 — Semantica de la Logica Proposicional

Recordar que dos férmulas a y 8 son (semdnticamente) equivalentes, y se nota o = 3, si
y s6lo si v () = v () para toda valuacién v.

1. Sea v : Form — {0,1} una valuacién. Sabiendo sélo que v (p1) = v (p2) = v (p3) = 0,
decidir si es posible calcular v () en los siguientes casos:

a) a=(=p1), d) o= (-ps),
b) a= ((psVp3) = p1), e) a=((ps = ps) — (ps Apo)),
¢) a=((p1Vp2) = p3), f) a=(p1—p1).

2. Demostrar que los siguientes pares de férmulas son equivalentes:
a) (p1Ap2)y (= ((=p1) V (=p2))),
b) (pr A (p2Vps))y ((p1Ap2)V(p1Aps3)),
¢) (pr = p2); ((mp2) = (=p1))-
3. Decidir si las siguientes formulas son tautologias, contradicciones o contingencias.

a) (=(p1Vp2) = ((p3 Ap1)V (p2 = p3))),

b) = ((p1 — p3) = ((p2 = p3) = ((p1 V p2) — p3))),
¢) ((p1Vp2) = (p3 — ((p1 Ap3) V (p2 Ap3)))),

d) ((===(p1 Ap2) VDp3) = pa),

e) (((p1 = p2) = p1) = p1).

4. Construir férmulas que se correspondan con las siguientes tablas de verdad:

pP1 | P2 | P3|« P1 | P2 | P3| & P1 | P2 | P3| &
0 |0 |0 |1 0 |0 |0 |1 0O |0 |0 |O
0O |0 |1 |0 0O [0 |1 |0 0|0 |1 |1
O |1 |0 |1 0O |1 |0 |1 O |1 |0 |O
a)l1 [0 |0 |1 b)|1 [0 [0 |0 ¢)|1 [0 [0 |1
O |1 |1 1|0 O |1 |1 0 O |1 |1 0
1 10 |1 |0 1 ]0 |1 |1 1 ]0 |1 |1
1 (1 |0 |1 1 (1 10 |1 111 (0 |0
1 |11 |1 (0 1|1 (1 |0 1|1 (1 |0

5. Probar la validez de las siguientes afirmaciones para «, § € Form arbitrarias.
a) Si (aA ) es contingencia, entonces « es contingencia o 5 es contingencia.

b) Si Var(a) N Var(5) = 0, entonces (a A ) es contingencia cuando v y S lo son.

6. Sean vy [ dos férmulas sintdcticamente equivalentes (ver Practica 1).
a) {Son necesariamente equivalentes?
b) Si « es una tautologia, jes 8 una tautologia?

¢) Si a es una contradiccién, jes § una contradiccion?
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d) Si « es una contingencia, jes [ una contingencia?

. Un conjunto de conectivos se dice adecuado si toda tabla de verdad puede representarse

con una férmula construida utilizando sélo conectivos de dicho conjunto.
a) Probar que son adecuados los conjuntos {—, A, V}, {=, A}, {=,V}y {—, =}
b) Demostrar que no son adecuados {—}, {V,A} y {V,—}.

. Hallar todas las valuaciones v con v (o) =1y v (p;) = 0 para p; & Var («) si:

a) a=((=p1) = (p3 vV ps)),
b) a=(=(p2 —~ (p3 Ap1))),
¢) a=(((=p2) = p3) = (p2V (p5 — p3)))-

;Cuéntas valuaciones hay en cada caso? /Y si se elimina la condicién de que v (p;) sea
cero para toda p; que no aparezca en

. Construir las tablas de verdad correspondientes a las formulas:

a) el o exclusivo (XOR) de p1 y pa,
b) (pr = (P2 = p1)),
¢) ((p1 = p2) = ((=p2) = (=p1)))-

Sea a € Form tal que para toda p; € Var(a) resultan ser (aV p;) una tautologia y
(o A p;) una contradiccién. Probar que en « aparece sélo una variable proposicional.

Sean aq,...,a € Form y sea ~ la relacion binaria en Val definida por
v ~ vy siy s6lo si vy (o) = v9 (o) para todo i € {1,2,...,k}.

a) Probar que ~ es una relacién de equivalencia en Val.
b) Probar que el conjunto cociente Val / ~ tiene a lo sumo 2¥ elementos.

Sea a € Form tal que V es el inico conectivo que figura en «. Probar que existe una
férmula v equivalente a a y tal que — es el Gnico conectivo binario que figura en +.

Sea Form / = el conjunto cociente para la relacién de equivalencia seméntica y notemos
[a] a la clase de una férmula a. Definimos en Form / = la siguiente relacién:

[a] < [B] siy sélo si o — B es una tautologia.

a) Probar que Form/ = es infinito y que < estd bien definida, es decir, que si [a] = [7]
y [B] = [0] entonces [a] < [B] siy sblo si [y] < [4].

b) Probar que < es una relacién de orden en Form / =.

c) Sean A* | V* —=* definidas por

[ A" [B] =[aAB], [o] VI [B]=aVvp] v —"[a] =[-al.

Probar que A*, V* y =* estén bien definidas y que [a] < [B] siy sblosi [a] = [a]A*[f]
si y sélo si [a] V* [B] = [B].

d) Probar que si « es una tautologia y 8 es una contradiccién, entonces para toda
férmula « se cumplen las siguientes propiedades:

i) 18] <l < o, i) v =" = [al, iii) [y AT =] = (8]

Comentario: el conjunto Form / = se conoce como el dlgebra de Lindenbaum del célculo
proposicional y resulta ser un algebra de Boole con el orden < definido arriba.
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Si a y B son férmulas, se define a|8 como ((—«)V (—f)), conocida como barra de
Sheffer (NAND); y se define a | 8 como ((—a)) A (—=f3)), barra de Nicod (NOR).

a) Construir las tablas de verdad de |8 y a ] .

b) Mostrar que {|} y {]} son adecuados.
Sea L el lenguaje del calculo proposicional y consideremos £/ = LU { L}, donde L es
un conectivo 0-ario caracterizado por v (L) = 0 para toda v € Val.

a) Probar que {1, —} es adecuado.

b) Si en lugar de agregar L, le agregamos a £ un conectivo 0-ario T caracterizado
por v (T) =1 para toda v € Val, jqué podria decirse de {T,—}?



