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1. Propiedades elementales de los nimeros complejos

Definiciéon 1.1. E/ conjugado de = = = + iy € C es el naimero complejo z = x — iy. Por otro
lado, se define la norma o médulo de = como |z| = /zZ.

Notar que 2z = 2% 4+ y? > 0. Mas aln
2] = |[(z, y) [|ge-

Si z = x + iy € C entonces se dice que © = Rez e y = Im z. Cuentas elementales muestran que:

z+Zz Z—Z
xTr = e =
2 (Y
Como |z| = |z +iy| = ||(z, y)||r2, entonces |z| es una norma en C: dados z,w € Cy A € R

Como es usual, a partir del médulo se puede definir una distancia en C como
dec (2, w) = |z — w].
A partir de operaciones elementales se pueden obtener las desigualdades:
max{|Rez|,|Imz|} <|z| <|Rez|+ |Imz|.
Dicho de otro modo, si z = x + iy entonces:

max{|z], |y|} < Va2?+y? < |z| + |yl

2. Propiedades topolégicas del plano complejo

Como espacio métrico, (C,| - |) se identifica con (R?,|| - ||), de modo que los abiertos, cerrados,
puntos interiores, clausura, etc., de C son los mismos que en R?. En particular, las nociones de
convergencia coinciden.

Proposicién 2.1. Sea f(z) una funcién definida en un abierto A C Cy 2z, € A. Entonces son
equivalentes:

(i) lim f(z) =¢,

(i) lim Re(f)() = Re(¢) y lim Tm(f)(2) = Tm(0).

Idea de la demostracién. Basta recordar que

max{|Re(f(z) = O, [Im(f(2) = O} < [f(2) =€ < [Re(f(2) = O +[Im(f(z) = O)].
O

Definicién 2.2. Dada una funcién f : D C C — C y zg € D, se dice que [ es continua en z si
para todo ¢ > 0 existe un § > 0 tal que si z € D:

|z — 20l <0 = |f(2) — f(20)] <e.

Diremos que es continua en D si lo es para todos los puntos de D.
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Corolario 2.3. Una funcién f es continua en z; si y s6lo si Re f e Im f son continuas en z.

Si FCCy F # @, entonces (F,dc (-, -)) es un espacio métrico, y por lo tanto, se pueden definir
los discos relativos: dado zp € Fyr >0

Dp(zg,r)={z€ F: |z — 2| <r}

Entonces, tiene sentido hablar de subconjuntos de F' abiertos, cerrados, etc, relativos a F. Recordar
que los abiertos (resp. los cerrados) relativos a F' no son otra cosa que los abiertos (resp. los cerrados)
de C intersecados con F.

Ejemplo 2.4. Sean F'={z: Rez2 <0}y A={z: Rez <0 y |2] <1}. Entonces

ZF:{Z: Rez <0 vy |z| <1},

mientras que A°() = A,

Una caracterizacion alternativa de las funciones continuas en términos de conjuntos abiertos es la
siguiente:

Proposicion 2.5. Sea f : M C C — C una funcién. Entonces f es continua siy sélo si f~1(U) es
un abierto relativo en M para todo abierto U de C. Aqui es equivalente reemplazar abiertos relativos
por cerrados relativos.

Conjuntos compactos

Definicién 2.6. Un conjunto K C C se dice compacto si para toda coleccién de abiertos U tal
que

KclJu
Ueu

existe una subcoleccion finita {Uy,...,U,} tal que K CU; U...UU,.
Una familia & como en la definicién anterior se denomina cubrimiento por abiertos.
Teorema 2.7. Dado un conjunto K C C son equivalentes:

(i) K es compacto;

(ii) Toda sucesién en K tiene una subsucesiéon convergente a un punto de K.
Puesto que (C, |- |) se identifica con (R?, || - ||gz), vale el Teorema de Heine-Borel.

Teorema 2.8 (Heine-Borel). Un subconjunto K de C es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.

Repasemos ahora como se relacionan las nociones de compacidad y continuidad.

Teorema 2.9. Una funcién continua manda conjuntos compactos en conjuntos compactos.



Demostracién. Sea K un conjunto compacto contenido en el dominio de una funcién continua f.
Dado un cubrimiento por abiertos U de f(K). Luego,

KclJr!
Ueu
Como cada f~!(U) es (relativamente) abierto, existen Uy, ..., U, tales que
K C f_l(Uk)>
k=1
y por ende
FE) < |J U ) < | U
k=1 k=1

]

Corolario 2.10 (Weierstrass). Si K C C es compactoy f : K — R continua, entonces, f alcanza
su maximo y minimo.

Ejercicio 1. Sean K C U C C tales que K es compacto y U es abierto. Entonces la distancia de
K a la frontera OU es positiva. (Sugerencia: considerar la funcién d(z,0U) = Imar(l] |z —w)).
we

Teorema 2.11. Si K C C es compactoy f : K — C continua, entonces f es uniformemente
continua, es decir, para todo ¢ > 0 existe un § > 0 tal que para todo par de puntos z,w € K tales
que |z —w| < § se tiene que |f(z) — f(w)| < e.

Demostracién. Sea € > 0. Para cada z € K existe un 0, > 0 tal que
lw—z] <0, = [f(w)— f(2)] <e/2.

Consideremos el cubrimiento por abiertos de K dado por los discos D(z,6,/2). Por la compacidad
de K existen zi, ...z, tales que
U Zka zk/2

Sea 0 el minimo de los 4., /2, y tomemos z,w € K tales que |z — w| < 0. Si 2, es tal que
|z — zk| < 6,,/2, por la desigualdad triangular, |w — 2| < d.,. En consecuencia:

1f(2) = fw)] < [f(2) = fQ)l + [ f(z) = fw)] <e.



Conjuntos conexos

Definicién 2.12. Un conjunto F C C se dice conexo si cada vez que F = AUB, con Ay B
abiertos relativos disjuntos, resulta que A= @ o B = @.

Una definicién equivalente es:

Definicién 2.13 (Definicién alternativa). Un conjunto F' C C se dice conexo si cada vez que
A C I es abierto y cerrado relativo, entonces A=F o0 A = @.

Ejemplos 2.14.
= Los intervalos son (los Gnicos) conjuntos conexos en R;
» R\ {0} es disconexo, mientras que C\ {0} es conexo.

Proposicién 2.15. Sea f : M C C — C una funcién continua. Si M es conexo entonces (M)
también lo es.

Idea de la demostracion. Sea A C f(M) abierto y cerrado relativo. Como f es continua, entonces
f7Y(A) es abierto y cerrado relativo en M. Por lo tanto, como M es conexo, f~1(A) = M o
f~Y(A) = @. En el primer caso resulta que A = f(M), mientras que en el segundo caso sélo se
puede darsi A = @. H

Corolario 2.16. Toda curva continua v : [a, b] — C tiene imagen conexa. En particular, el segmento
que une z5 € C con z; € C:
v(t) = (1 —t)zo + tz1,

para t € [0, 1], es conexo.
Observacién 2.17. El teorema de Bolzano es un caso particular del corolario anterior.
Proposiciéon 2.18. Cualquier unién de conexos con un punto en comin es conexo.

Definicién 2.19. Sea M C C y 2y € M. La componente conexa de z, en M se define como
C, = U{A CM: ze A yA es conexo}.

El conjunto C, resulta ser el conexo mas grande contenido en M que contiene al z.
Lema 2.20. Si z; € C,,, entonces C,, = C,,.

Luego, z ~ w si C, = (), resulta ser una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia son
precisamente los conjuntos C', los cuales en particular forman una particién de M.
Una clase particular de conjuntos conexos son los denominados conexos por caminos:

Definicién 2.21. Un camino o arco en C es una funcién continua v : [a,b] — C. Si ademas ~
es una unién finita de segmentos, se llama poligonal.



Supongamos ahora que a7y : [0, 1] — C son dos caminos tales que (1) = (0). Entonces podemos
pegarlos del siguiente modo:

B a(2t) sitel0,1/2]
(aVy)(t) = vt —1) site[1/2,1]]

obteniendo un nuevo camino. Notar que si v y 7y son poligonales, entonces oV también lo sera. Si los
caminos estan parametrizados por distintos intervalos, se pueden reparametrizar convenientemente,

y luego pegar.
Definicién 2.22. Se dice que M C C es conexo por arcos si para todo par de puntos a,b € M
existe un arco vy : [0,1] — M tal que v(0) =a y (1) =b.

Analogamente, si en esta definicion reemplazamos el arco por una poligonal obtenemos la definicion
de conjunto conexo por poligonales. Claramente se tiene que:

Conexo por poligonales = Conexo por arcos = Conexo.

Proposicion 2.23. Una funcién continua manda conjuntos conexos por arcos en conjuntos conexos
por arcos.

Proposiciéon 2.24. La unién de conexos por arcos con un punto en comin es CONexo por arcos.
Demostracién. Ejercicio. (Sugerencia: Pensar primero el caso de dos conjuntos). O
Teorema 2.25. Si U C C es un abierto conexo entonces es conexo por poligonales.
Idea de la demostracion. Fijemos un z, € U. La estrategia sera probar que el conjunto

F ={z € U : existe una poligonal que une z; con z},

es abierto y cerrado. Como claramente z, € F, el conjunto tendra que ser todo U. O

El teorema es falso si no pedimos que el conjunto sea abierto. Necesitaremos el siguiente lema.
Lema 2.26. La clausura de un conjunto conexo es conexa.
Ejemplo 2.27. Consideremos el subconjunto C' de R? definido por

C:={(x,sen(l/z)): = > 0}.

Entonces C' es conexo por arcos, y por lo tanto es conexo. Consideremos su clausura, la cual por el
lema anterior, también es conexa. Notar que C'=C U ({0} x [—1,1]).

Figura 1: The Topologist’s sine curve.

El conjunto C' no puede ser conexo por arcos.



3. La esfera de Riemann

3.1. La proyeccién estereografica

En muchas situaciones es necesario estudiar que ocurre en el infinito. El punto oo se puede agregar
al plano complejo, obteniendo el plano complejo extendido: C = C U {co}. Los entornos del
infinito son los conjuntos U C C que contienen

D(co,R)={2€C: |z| > R} U{oo}

para algan R > 0. Equivalentemente, U C C es un entorno del oo cuando C \ U es acotado. De
este modo, una sucesién {z,} tiende a infinito si y sélo si |z,| — oco.

El plano extendido C resulta compacto. Mas adn, es la denominada compactificaciéon de un punto
o compactificacion de Alexandrov del plano. Una manera muy conveniente de visualizarlo es
identificandolo con la esfera de R3 a través de la proyeccién estereografica, :

S% = {(z1, 79, 73) ER®: 2]+ 25 + 23 = 1}.

Para esto identificamos el plano complejo con el plano zy. Al punto (0,0, 1) lo notaremos N (el polo
norte). Luego, la proyeccidn estereografica identifica IV con el 0o y un punto Z = (1, 29, 23) # N
con el anico punto z del plano complejo que se encuentra en la recta que une N con (z1, X2, T3)
(ver figura 2).

Figura 2: Proyeccidn estereografica.

Las coordenadas del punto z se pueden calcular explicitamente en términos de Z. En efecto, la recta
que une N con Z se parametriza del siguiente modo

(0,0,1) + t((z1, 22, 23) — (0,0,1)) = (ta1,twa, 1 + t(zs — 1)).

Esta recta cortard al plano C cuando 1+ t(x3 — 1) = 0, es decir, cuando ¢ = (1 — x3)~!. Luego

( T1 T ) xl—i_iIZ
z = ~ .
1—:12'3’1—1'3 1—513'3



Reciprocamente, si partimos del punto del plano complejo z = (z,y) entonces la recta que lo une
con el polo norte se parametriza por

Esta recta pasara por la esfera cuando
(1=t + )+ =1,
es decir, cuando
11— Lt 2] — 1
(1—-t)2 1-—t IREEEE

Por lo tanto, el punto sobre la esfera es:

7 2z 2y |z —1
2P+ 17 2P+ 1 [P +1 )

Si notamos Py : S? — C a la proyeccién estereografica desde el polo norte, entonces una cuenta
muestra que si z,w € C entonces

|]* =

2|z — w|

Z,W) = Pjglz —P&lw RS = )
Ke) = I1P7C) = P )l = e e

2

V1422

X(Zv OO) = HP&l(z) - (070’ 1)HR3 =

Asi se define la métrica cordal y en C. Notar que

(i) Si £ C C es un conjunto acotado, entonces en E las métricas y y | - | son equivalentes. Por
lo tanto, los espacios métricos asociados tienen los mismos abiertos, cerrados, etc.

(i) Dada una sucesién {z,}

lim |z,| = oo = lim x(z,,00) = 0.
n—oo n—oo

(i) Py : (2 |laz) — C es un homeomorfismo.

(iv) Si L es una recta en C, entonces Py'(L) es una circunferencia que pasa por N.

Si C es un circulo en C, entonces Py (C) es un circulo en S? que no pasa por N.

En el link de youtube: https://www.youtube.com/watch?v=VX-0OLaeczgk
Henry Segerman muestra con un modelo 3D cémo las circunferencias que pasan por el polo norte
en S? se convierten en rectas cuando se proyectan sobre el plano.

Ejercicio 2. Si z,w € C, probar que con las convenciones 1/0 =00y 1/oo = 0 (sea cuidadoso

con estol), vale x(z,w) = x(%,1).

z?w



3.2. Homografias
Definicién 3.1. Una homografia es una funcién de la forma

az+b

h(z) = (1)

cz+d

donde a, b, c,d € C satisfacen ad — bc # 0.

La altima condicién es para garantizar que la funcién no sea constante. Piense por ejemplo en

_4z—|—6

1z) = 22+ 3

Ejercicio 3. La composicién de homografias es una homografia.

Existen tres tipos de homografias elementales:

Homotecias: Si A € C\ {0} entonces h)(z) = Az;
Traslaciones: Si zy € C entonces t.,(z) = z + 2o;

Inversion: Es la funcién r(z) = 27!

El resto de las homografias se pueden construir con estas tres elementales.
Proposicidn 3.2. Toda homografia es composicién de homografias elementales
Demostracién. Sea h una homografia como en (1). Veamoslo por casos

» Sia =0 entonces h(z) = hyorotyoh,

» Si c =0 entonces h(z) = ty/q 0 hoya;

h(z) = a(z+b/a _afyy b/a—d/c
c\z+d/c c z+d/c
de donde claramente se ve que también en este caso h(z) es composicién de las tres homo-
grafias elementales.

= Si ac # 0 entonces

[
Una consecuencia importante de este simple resultado es el siguiente teorema
Teorema 3.3. Toda homografia manda rectas y circunferencias en rectas y circunferencias.

Demostracién. Basta verlo para las homografias elementales. Es claro para las traslaciones y las
homotecias. Luego, sblo es necesario probarlo para r. Sea L una recta de ecuacién

Ar+ By +c=0



con A, B € R. Si z = x + iy entonces la ecuacién anterior se puede reescribir del siguiente modo:
A(z42)—iB(z — 2) +2¢ =0,
y luego, en términos de z y Z se puede escribir como
az+az+c=0,
con a € Cy c e R. Por otra parte, toda circunferencia se escribe de la forma
|z — 20> = (2 — 20)(Z — %) = &,

O s€a

2Z — 27y — 229 + | 2> = &

Sea w = r(z) = z~'. Si 2 pertenece a la circunferencia anterior entonces w satisface

1 — Zw — zow + |zo[*ww =

wWW,
o equivalentemente
(|z0]? — Aww — 2w — zow = —1

Si |z0]? — ¢ = 0, es decir si la circunferencia original pasa por cero, entonces la anterior es la
ecuacién de una recta. Si |z|? — ¢® # 0, entonces llamando

20
wy = ———
0 |Zo|2—02

se tiene que

— — — +| ’2 _]. + |ZO|2 62
WW — Wy — WoWw w = =
’ ' R N (N e L e

la cual es la férmula de la circunferencia:

|w — wo| = %
[|20]* = €|

De manera semejante se puede ver que la recta oz + @z 4+ ¢ = 0 se transforma en una recta (si
¢ = 0) o en una circunferencia (si ¢ # 0). O

Podemos pensar una homografia h como una funcién de C en C de modo que
hioo) =2 vy h(—d/c) =
c

con las convenciones de que a/c =00 sic=0y —d/c=o00sic=0.

Teorema 3.4. Una homografia h : C — C es inversible y su inversa es una homografia.



. Qe b ,
Demostracién. Escribiendo h(z) = azi—d = w, debemos despejar z.
cz

dw—b

az+b=cwz+dw & (a—cw)z=dw—-b & z2=—"—.
—cw +a

[
Corolario 3.5. La funcién h : C\{—d/c} — C\{a/c} es biyectiva y su inversa es una homografia.

El siguiente resultado es muy atil para construir homografias que manden una recta o circulo fijado
en otro/a.

Teorema 3.6. Dados tres puntos distintos 21, z3 y 23 en C y otros tres puntos distintos wq, wsy y
w; en C, existe una tinica homografia h tal que h(z;) = w; para j = 1,2, 3.

Demostracién. Con las convenciones necesarias

o0 - (222) (225)

envia z1, 22 y 23 en 0,1eo00 respectivamente. Analogamente

o) - () (25

envia wy, wo y w3 en 0, 1 e oo respectivamente. Luego, la homografia buscada es h = ™! 0 ¢.

Para ver la unicidad, supongamos que hay dos h; y hy. Luego, g = hy ' o hy fija los puntos 2, 2
y z3. Componiendo eventualmente con ¢ y ¢!, podemos suponer que dichos puntos son el 0, 1 e
oo. Si fija el infinito, entonces no es dificil ver que debe ser lineal. Pero la tnica funcién lineal que
fija el cero y el uno es la identidad. Luego, hy = hy. ]

Corolario 3.7. Sean A y B rectas o circunferencias del plano complejo C. Luego, existe una
homografia que envia A en B.

Ejemplo 3.8. Encontrar una homografias que transforme D(0,1) en {z € C: Rez > 0}.

A
N

W

Rez>0

AN

Figura 3: Del disco al semiplano.
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Por ejemplo, considerenmos una homografia h(z) que mande el 1 al infinito y el —1 al 0:

z+1
z—1’

h(z)=a

y también que mande el punto ¢ en el punto ¢:

1
=— = a=-1 = h(z):1+z.
-z

i+1  —(1+10)?
i—1 12412

Esta homografia manda el borde del disco en el borde del semiplano, pero todavia deberiamos ver
que manda el disco en el semiplanos. Para eso miramos donde manda el origen: h(0) = 1. j Es tinica?
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4. Derivabilidad y holomorfia

Definicién 4.1. Sea U un subconjunto abierto de C y f : U — C. Se dice que f es derivable en
20 € U si existe el limite

lim f(zo+h) — f(z0) (h=2—z0) lim f(2) = f(20)

h—0 h z2—20 Z— 2y

eC. (2)
En tal caso, al valor del limite se nota f'(zy) y se llama la derivada (compleja) de f en z.

Ejemplo 4.2. La funcién f(z) = z* es derivable en C y vale f'(z) = 22:
(z+h)?>—2% 4 2hz+h2—
h B h

Para n € N, la funcién f(z) = 2" es derivable en C y vale f/(z) = nz""'. La demostracién es
analoga al caso n = 2 usando la férmula del desarrollo binomial para (z + h)".

=22+ h — 22.
h—0

Al igual que en el caso de funciones de una variable real, y siguiendo esencialmente los mismo pasos,
se pueden probar las siguientes propiedades de las funciones derivables.

Proposicion 4.3. Si una funcién es derivable en z; entonces es continua en z.

Proposicion 4.4. Sean f, g dos funciones derivables en zy € C y sean «, 5 € C. Entonces
() af + Bg es derivable en z y (af + 89)'(20) = a.f'(20) + B9/ (20);
(i) fg es derivable en 2 y (fg)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)'(20);
(iii) Si g(z9) # 0, entonces f/g es derivable en zy y

/ - f'(20)g(20) — f(20)9'(20)
(f/9)(20) = (9(20))? :

Ejemplos 4.5.

n

= Un polinomio p(z) = Z arz" es derivable en C y vale p'(z) = Zakkzk’l.
k=0 k=1

» La funcién f(z) = 27! es derivable en todo su dominio C\ {0} y f/(z) = —272
» La funcién f(z) = Z no es derivable en ningin punto de C. En efecto, basta probarlo en z = 0
(i por qué?):

lim —f(h) — f0) =1 mientras que lim —f(ih) — /(0)

. = —1.
h—0,heR h h—0,heR th

Proposicién 4.6 (Regla de la cadena). Si g es derivable en zy y f es derivable en g(zy) entonces
f og esderivable en zy y

(f ©9)'(20) = f'(9(20))g'(20)-

Ejemplo 4.7. Derivar f(z) = 1/2" en un punto z # 0, donde n € N:

[(z_l)”}l =n(z )" (=12 = —nz "2 = py
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4.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Dado que C se identifica con R?, una funcién f : U C C — C se puede pensar como funcién de
dos variables reales con valores en C.

Veremos cémo la derivabilidad de f en términos de las variable compleja z = = + iy se traduce en
propiedades de f como funcién de la variables reales (z,y).

Comencemos recordando la definicion de diferenciabilidad. Una funcién v : U € R? — R se dice
diferenciable en un punto (z,yo) € U si existen A, B € R tales que

w(xo + hy, Yo + hy) — u(zo,y0) = Ahy + Bhy + a(hy, hy)
donde la funcién « esta definida en un entorno del (0,0) y satisface que

a(hyg, hy)
lim YL ), 3
(R hy)—(0,0) || (B, o) | G

En tal caso, existen las derivadas parciales y valen

0 0
A= 8_Z(I0’y0) y B= a—Z(%,yo)‘

De la misma forma se define diferenciabilidad real para una funcién a valores complejos:

Definicion 4.8. Una funcién f : U C R* — C se dice diferenciable en un punto (zg,yo) € U
(como funcién de las variables (x,y)) si existen A, B € C tales que

f(xo + ha, yo + hy) — f(z0,90) = Ahg + Bhy + a(hy, hy)

donde o toma valores complejos y satisface (3). En tal caso, A = %(xg,yo) yB= g_g(%’ Yo).

Proposicion 4.9. La funcién compleja f = u + iv es diferenciable en zy si y sélo si u y v son es
diferenciables en z

Demostracion. Ejercicio. O]

El siguiente teorema es el resultado mas importante de esta seccién.

Teorema 4.10. Una funcién f : U C C — C es derivable en zg = xg + iy, € U si y solo si es
diferenciable en (xg, o) y sus derivadas parciales satisfacen las Ecuaciones de Cauchy-Riemann:

us(20) = vy(20) ¥ uy(20) = —va(20). (4)

En tal caso,

F(a0) = S (20) = =i o)

Notar que la dltima igualdad es equivalente a (4).
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Demostracion. Notemos Af = f(zo + hy + ihy) — f(20).
(=) Si f es derivable en z; se tiene que
_ Af = ['(20)(he + ihy)

ag(hs, hy) == hy + ihy hx+ihy—>0\ 0

y despejando queda
AF = f /o) by + ihy) + ol hy) (s + i),

7

o(hz,hy)

donde « satisface (3). Esto dice que f es diferenciable en zy y

of ) of ..
8_x(20) = f'(=0) y a—y(zo) =1f"(20).

Esto significa que vale C-R (Cauchy-Riemann).
(«=) La diferenciabilidad de f y C-R dicen que

0 0
Af = 5 Galh + 5 Gy + allhy)
(por C-R) ﬁ

5 (20)(hy + ihy) + a(hy, hy),

donde « satisface (3). Luego existe el limite

/ Y Af  0f
J'(z0) = th}gLI;%O hy +ih, 8_1'(20)'

]

Desde esta perspectiva la funcién f(z) = z, que como funcién de dos variables es f(x,y) = = — iy,
no puede ser derivable en ninglin punto puesto que en este caso u, = —v,, violando una de las
ecuaciones de Cauchy- Riemann.

Notar que por ejemplo la funcién f(z + iy) = ax + biy, que como funcién de dos variables es muy
buena, resulta derivable sélo cuando a = b.

Una manera de reescribir las ecuaciones de Cauchy-Riemann de manera mas compacta es usando
los operadores diferenciales que resultan de hacer los cambios de variables z =z +iy y z = x — iy:

o _1(o 0N o _1(o 0
0z 2\0x Oy Yooz T 2\ s oy )

En términos de estos operadores las ecuaciones de Cauchy-Riemann se escriben como

of

_ : of _ 4
55 = 0, mientras que 5, f(2).
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4.2. Funciones holomorfas

A continuacién vamos a introducir la nocién central del analisis complejo.

Definicion 4.11. La funcién [ se dice holomorfa en zy € C si es derivable en algiin entorno de
2. Luego [ es holomorfa en U C C abierto si es derivable en todos sus puntos. Si U = C entonces
la funcién se llama entera.

Ejercicio 4. Una funcién f puede ser derivable en z; sin ser holomorfa en z:
2 5i 240

z

0 siz=0

es derivable en 0, pues

[ —f0) . 2

lim =lim — =0
z—0 z z—0 |z|z
Veamos que f no es derivable en z5 # 0:
£z) = £lzo) _ 2 1al = a1zl _ l20l2® = J2lad
z— 2o z— zy (z — 20)]20| | 2|
_ (\ZO,M _ 3@)
|20] |2] (2 — 20) P (2= 20) /)
— |20| =2 — |20|322

|21 = |20l

donde los limites son para z — 2. Luego basta con ver que no existe el lim . Para eso

z—z0 (2 — 2o
es suficiente con notar que si z — zy sobre la semirrecta {tzy : t € R} el limite es |z|/20, pero
cuando z — z sobre la circunferencia |z| = |zo| el limite es 0.

Veamos ahora algunas consecuencias inmediatas del Teorema 4.10.

Corolario 4.12. Sea U C C un abierto conexo y sea f : U — C. Si f'(z) =0 para todo z € U
entonces f es constante.

Demostracién. En efecto, la altima ecuacién en el enunciado del teorema implica que el diferencial
de f (pensada como funcién de dos variables reales) es cero en todos lados. O

El siguiente corolario muestra la rigidez de las funciones holomorfas:
Corolario 4.13. Sea U C C un abierto conexo y sea f : U — C holomorfa.
(1) Si Re(f) o Im(f) es constante, entonces f es constante;
(2) Si |f] es constante, entonces f es constante;
(3) Si la imagen de f esta contenida en una recta o una circunferencia entonces f es constante.

Demostracion.
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(1) Seaw =Re(f)yv=1Im(f).Siues constante entonces u,(z) = u,(z) = 0 para todo z € C.
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann esto implica que f'(z) = 0 para todo z € C. Luego
por el corolario anterior f es constante. Si v es constante, por lo ya probado, if es constante,
y por ende f también.

(2) Supongamos ahora que |f| es constante. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

|f(2)] = 1 para todo z. En particular, nunca se anula, por lo que f(z) = 70 también es
2

holomorfa. Luego, si u = Re(f) y v = Im(f) se tiene que

son funciones holomorfas a valores reales. Por el item (i), ambas deben ser constantes.

(3) Supongamos que la imagen de f esta contenida en Q C C. Si ) es una recta, existe una
homografia h(z) = az+b que manda @) en R. Luego ho f es holomorfa y toma valores reales,
por lo que es constante ¢ € C, y entonces f = h™!(c).

Si @) es una circunferencia, hay una traslacién h(z) = z 4+ b que manda Q) en alguna circun-
ferencia de la forma |w| = ¢ € Ry. Luego h o f es holomorfa y de médulo constante, por lo
que f es constante.

]

Ejemplos 4.14. Hallar el conjunto abierto mas grande U C C tal que la funcién f = u + iv es
holomorfa en U, siendo
(1) u(z +iy) = z(1 +y). Por C-R,

v, u, =14y = v=y+%+s@( ).
Por otro lado,
2 2 2
gp’(m):z}wC;R—uy:—x = go(x):—% = U:y—i—%—%.

Luego, f(z +iy) = (1 +y) +i(y + % — %) es holomorfa en C (de hecho, f(z) = z —i22/2).

(2) u(z + iy) = m

parte real de una funcién holomorfa en U. Otra vez, por C-R:

Esta funcién sélo esta definida en U = C\ {1}. Veamos si u es la

B —2(zx—1)y B B (x—1)
R e R A
Haciendo u, = —v, sale que ¢/(x) = 0. Entonces la funcién
. y - (z=1)
flz+iy) = CESERT: + Z(x e es holomorfa en C\ {1}.
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(3) u(x +1y) = 2% Por C-R:
u, =2z =v, = v=_22y+ px).

Ademas,
0=u, =—-v, =2y —¢'(z) = ¢(x)=-2y.

Una funcién de = no puede ser —2y en ninglin conjunto abierto de C (salvo el vacio). Luego no hay

ninguna funcién holomorfa en un abierto de C cuya parte real sea u(z + iy) = 2%
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5. Funciones armodnicas

Muchas propiedades de las funciones holomorfas son compartidas por un conjunto mas amplio
de funciones denominadas arménicas. El concepto de funcién arménica es de variables reales y
no necesita de las funciones holomorfas para su desarrollo. No obstante, en el caso de funciones
arménicas definidas en subconjuntos de R?, es muy atil entender la relacién que existe entre las
funciones arménicas y las funciones holomorfas. En particular, este vinculo nos permitirad encontrar
demostraciones méas simples de ciertas propiedades de las funciones arménicas.

Definicion 5.1. Dado un abierto de U de R? (o de C), una funcién u : U — C (que podria caer
en R) se dice arménica si es de clase C? y satisface la ecuacién diferencial en U :

0*u  0%u

AU::@_‘_a_yQ:

0. (5)

El operador A se llama el Laplaciano.

Sea f = w + iv una funcién C? definida en un abierto U € C, con v = Re f y v = Im f. Como
Af = Au + iAv, se tiene que

Au=ReAf y Av=ImAf,
por lo que f es arménica si y sélo si u y v lo son.

Proposicion 5.2. Si f es holomorfa en U C C implica que f es arménica en U. En particular, las
partes real e imaginaria de una funcién holomorfa son funciones arménicas.

Demostracion. Por un rsultado que veremos mas adelante (el Corolario 15.4), f es C™° como funcién
de (x,y) (en particular, es C?), y por Cauchy-Riemann, f, = —if,. Luego, derivando esta igualdad
con respecto a x y con respecto a y obtenemos

Jow = —ifyr Yy fﬂcy = —ifyy-

Como f es C', las derivadas parciales cruzadas son iguales, por lo que despejando de las igualdades
anteriores se obtiene: f,, = —f,,. O]

Por la proposicion, la parte real de una funcién holomorfa es armoénica. Uno podria preguntarse si
esta propiedad caracteriza la parte real de una funcién holomorfa. Es decir, si u es una funcién real

arménica en el abierto U C C, jexiste una f holomorfa en U tal que u = Re f7 Curiosamente, en
general la respuesta depende del abierto U, lo cual veremos mas adelante.

6. Funciones basicas

6.1. La funcién exponencial

La funcién exponencial es una de las mas importantes de la matematica.

18



Definicién 6.1. Dado z = x + iy € C, se define ¢* = e*(cosy + i seny).
Proposiciéon 6.2. La exponencial cumple

(1) e* es enteray (e*) = e%;

2

(2) e %2 = e*1e* para todo 21, 23 € C;
(3) e es periddica de periodo 27i, es decir, e* = e**27 donde k € Z;
(4)

4) la restriccion de la exponencial ¢ : H. — C\ {0} es biyectiva en cualquier banda

Hoo={z=x+iy:c<y<c+2r}, conceR

Demostracién. (1) Si notamos e* = u(z) + iv(z), con u(z) = e*cosy, v(z) = e"seny, donde
z = x + 1y, entonces como funciones de las variables reales (z,y), u y v son de clase C' (existen y
son continuas todas las derivadas parciales), pues el producto de funciones C' es C!. Por lo tanto

son diferenciables y
Uy =€"Cosy =v, Yy U, =—e'seny = —1u,,
que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Entonces e* es holomorfa en C y su derivada vale
Uy + 10, = e¥ cosy + 1€’ seny = e”.
(2) Desarrollando el seno y el coseno de la suma queda:

21 522

€T = " (cos(y1 + yo) +isen(yr + y2)) = e,

(3) Es trivial a partir de (2).
(4) Notemos T = {w : |w| = 1}. Como las funciones
e :R—R.gy L:[c,c+2m) — T, donde L(y) = cosy+iseny
son biyectivas, también lo es
et =" L(y) : R x [¢,c+ 2m) — C \ {0}.
Hc

]

Como el punto (4) establece la biyectividad de la funcién exponencial e**%, desde H, con valores
en C\ {0}, tiene una inversa, que se llama un logaritmo complejo y que estudiaremos a la brevedad.

. i‘Ei_EQ . _;iefz—u-(:

Le ¢l

Figura 4: Regién de inyectividad de e*.
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La siguiente figura muestra el comportamiento de la funcién exponencial.

I 2
—_——— £z
>
Lk
A
o

Seno y coseno complejos

A partir de la definicién de la funcién exponencial para todo nimero complejo, se define:

eiz + efiz eiz - efiz
cos(z) =—— 'y sen(z) = ——
2 21
Notar que si x € R, entonces recuperamos el seno y coseno, mientras que si z = it se obtienen el
seno y coseno hiperbdlicos. En particular se ve que

cosh(z) = cos(iz) 'y  senh(z) = —isen(iz).
Es inmediato que
(senz) = % =cosz y (cosz) = —senz.
i

Observacién 6.3. Por calculo directo podemos ver que definidas de este modo, el seno y coseno
contindan satisfaciendo las identidades:
cos(z £ w) = cos(z) cos(w) F sen(z) sen(w)

sen(z £ w) = sen(z) cos(w) £ sen(w) cos(z)

cos?(z) +sen?(z) = 1.
Veamos la altima:

%1 —12\2 iz ,—12)\2 2 12 ,—12\ __ -9 2 ,—1Z
COSQ(Z)+SGH2(Z):(€ +4€ G 46 ) :(e ) 4( - ):1.

Observacion 6.4. Una regién E C C es tal que la funcién cos z es acotada para z € E, si y solo
si la parte imaginaria de sus puntos forman un conjunto acotado. O sea,

sup{|Imz|: z € E} < C paraalgin C > 0.
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Lo mismo vale para sen z. Efectivamente, si z = x + iy € E:
2|cosz| < €] + e = e ¥ + ¢,
que estd acotada si y se mueve en un conjunto acotado. Por otro lado, si el y puede tender a +o0,

tenemos . '
2[cos z| > ||e”] — [e7*|| = e — €] —— o0.

Ejercicio 5. Probar que

senz=0&z2=Fkr vy Cosz:0(i)z:g+k’7r (con k € Z).
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6.2. Cauchy-Riemann en coordenadas polares

Siu: R*\ {(0,0)} — R, consideremos la composicién que cambia coordenadas cartesianas a
polares:

G=uop:RogxRLRX\{(0,00} R, donde p(r,0) = (rcosh,rsenb).
Es decir, si (x(r,0),y(r,0)) = (rcos0,rsen), se define

ﬂ(?”, Q) = u((ﬂ(?“, 0)7 y(?“, 0))

Ya

\6’

.
=

T cos 6 X
Figura 5: (z,y) = (rcos@,rsend)

Proposicién 6.5. u(z,y) es diferenciable en (xg, 30) # (0,0) si y sélo si @(r, ) es diferenciable en
(7"0, (90), donde (SL’O, yo) = (7”0 COS 90, To sen 60)

Demostracién. Como la funcién p es C!, entonces es diferenciable, y como % = w o p, si u es
diferenciable entonces @ es composicién de diferenciable, con lo que ella también lo es.

Esbozaremos la prueba de la implicacién reciproca. No podemos usar el argumento anterior sin mas,
dado que p no es inversible (pues p(r,0) = p(r, 0+ 2m)). Pero p es localmente inversible, con lo que
tiene una inversa local, que es C'*. Como la funcién u se escribe localmente como composicién de @
y esa inversa, y la diferenciabilidad es un fenémeno local, si @ es diferenciable también lo es u. [J

Teorema 6.6. Sea f = u + iv definida en un entorno de (z,yo) = (¢ cos By, rosenby) # (0,0).
Entonces f es derivable en el punto si y sélo si @ y o son diferenciables en (rg, 6y) y satisfacen C-R
en polares:

Up=— y U= —710. (6)
En tal caso, la derivada en zg = xg + iyo queda

0 -,
f=e"a, +iv,) = @(U@ + 10p).

6.3. EIl logaritmo complejo

Primero veamos la siguiente observacién.
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Observacién 6.7. Si restringimos la funcién exponencial e* a los conjuntos de la forma
(H)={z=z+4+1iy:c<y<c+2rn}, conceR,

resulta un homeomorfismo con su imagen, que es consiste en sacarle a C una semirrecta cerrada
que forma un angulo ¢ (médulo 27) con el semieje de los reales positivos.

Dado un namero complejo z, buscamos todos los niimeros complejos w tales que
e’ = z. (7)

Por lo visto en la Proposicién 6.2, la ecuacién va a tener solucién sélo cuando z # 0, en cuyo caso
tiene infinitas soluciones (dado que la funcién exponencial es 2im-periédica). Veamos qué forma
tienen esas soluciones. Si consideramos la descomposicién polar z = re® entonces, las soluciones
de (7) son de la forma

w = logg(r) + i(y + 2k7)

donde logg () denota el logaritmo real y k € Z. Es decir, si notamos arg z (por argumento de z) a
cualquier nimero ¢ € R tal que z = re'¥ entonces todas las soluciones se reescriben como

log(z) = logg(|2]) + i(arg(z) + 2km).

Para definir un logaritmo univaluado, consideremos una semirrecta cerrada de angulo « como en
la figura 6 y definamos una determinacién del argumento: o — 27 < argz < «a. O también
hubieramos podido elegir a — 27 < arg z < «, o cualquiera de esos mas 2kom para un kg € Z fijo.

Figura 6: Semirrecta de angulo «

Con ese argumento obtenemos un logaritmo log(z) = logg(|z|) + iarg(z) univaluado y definido
en todo C \ {0}. La funcién arg z es continua en todo 2y € C\ S,, y por lo tanto también el
logaritmo. Sin embargo, si 0 # zo € S,, la funcién arg z ni es continua ni se puede hacer continua
redefiniéndola sobre la semirrecta, pues

limarg z = a cuando z — 2 por arriba 'y
limarg z = o — 27 cuando z — zy por abajo.

23



Entonces, para obtener un logaritmo continuo sacamos la semirrecta S, de su dominio, o sea, para
2 & S, se toma a— 271 < argz < a. Cuando o = 7 tenemos —7 < argz < m, que se llama el
argumento principal (por convencién), y algunas veces se nota Argz. De la misma forma tenemos
el logaritmo principal Log z = log |z| 4 i Arg z, definido en C \ R<.

Definicién 6.8. Sea U C C\ {0} un conjunto abierto y conexo. Una funcién continua f : U — C
se denomina determinacién o rama del logaritmo si satisface que e/*) = z para todo z € U.

Proposiciéon 6.9. Sea U C C\ {0} un conjunto abierto y conexo. Si f,g: U — C son dos ramas
del logaritmo, entonces existe k € Z tal que g(z) = f(z) + 2kmi.

Demostracién. Consideremos la funcion h : U — C definida por

Como e"?) = ¢f(:)=9(2) = 1 |a imagen de la funcién h esta contenida en el conjunto discreto 2miZ.
Por otro lado, dado que U es conexo y h es continua, también h(U) es conexo, por lo que debe ser
constante. UJ

Observacién 6.10. Por definicién de logaritmo, €% = z cualquiera sea el logaritmo que uno
toma. Sin embargo, para poder definir log(e®), en primer lugar e* tiene que caer en el dominio de
ese particular logaritmo que estamos considerando, e incluso si eso sucede, sin mayores datos sélo
podemos afirmar que log(e®) = z + 2kim, para algun k € Z.

Ejemplo 6.11. Si tomamos el logaritmo asociado a /2 + 67 < arg z < 7/2 + 8, entonces
log(1 +14) = log V2 + i(m /4 + 87),
mientras que si tomamos el asociado a —7/2 < arg z < 37/2, o también el logaritmo principal,
log(1 +4) = log V2 + im /4 = Log(1 + i).
Es interesante observar que estos dos logaritmos tienen distintos dominios, y que la unién de esos
dominios es todo C \ {0}.
Proposiciéon 6.12. Para 0 < a < 27 y k € Z, consideremos el logaritmo log : C\ S, — C, con
(v — 27m) 4+ 2km < arg z < a + 2k7. Es decir, si z = re? #£0, con a — 27 < 0 < «, entonces
log z = log r + (0 + 2km).

Esta funcién es holomorfa en todo su dominio y log'(z) = 1/=.
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Demostracién. Si z = re', escribamos log 2 = u(z) + iv(z) , donde

u(re) =logr y w(re) =04 2km.
Como ambas funciones son C! entonces son diferenciables. Ademas, sus derivadas parciales son
up=0=v,, u.=1/r y vy=1,

por lo que valen las ecuaciones de C-R: wg = —7rv, y u, = vg/r. Luego, el Teorema 6.6 dice que el
logaritmo es derivable, y su derivada es
1 1

1 —if CoN _ 1
log'z=¢e (ur+wr)—rew—z.

]

Dada una determinacion del logaritmo, que notaremos log, entonces para cualquier nimero complejo
¢ € C es posible definir la funcién
2 2¢ = eclos(®)

para z en el dominio de ese logaritmo particular. Cada determinacién del logaritmo nos da una
determinacion de esta funcién. Notar que si ¢ = n € N, entonces

enlog(z) _ 6nlog\z|—i—znargz _ Zn7

que nos dan la misma funcién cualquiera sea la determinacién del logaritmo, como era de esperar.
Sin embargo,

1 1 1 .argz
A eﬁlOg(Z) = |Z|Z@L n

si depende de la determinacién del argumento elegida. En cualquier caso, podemos obtener todas
las raices n-ésimas tomando (como argumentos)

arg z + 2km
n

Ejemplo 6.13. Veamos cuanto vale (—i)" usando el logaritmo principal:

(_Z)z _ 6iLog(—i) _ 6i(()—i7\'/2) _ 671'/2.

Veamos todos los valores de (—i)" usando todos los logaritmos posibles:

(_Z>'L _ ei(Log(fi)+2k7ri) — 671‘/272](,‘71' (k e Z)

Ejercicio 6. Sea 0 < a < 27. Si tomamos a — 27 < arg z < « (o sumandole 2k7 para k € Z fijo),
probar que cualquiera sea ¢ € C, la funcién f(z) = z¢ definida con ese argumento es holomorfa
para z € C\ S,y

[ = e,

definida con la misma determinacién del argumento.
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Ejemplo 6.14. Hallar todos los z € C tales que sen z = 2i.
_2,6 =2 & P —e T 4d=0 & (%) 4467 —1=0,
1

y esa ecuacion cuadratica se resuelve si y sélo si

. —4+/16+4
(& =
2

eZZ

=—2+V5 & iz=log|—2+Vb|+iarg(—2+ V5),
donde arg varia entre todos los argumentos posibles. Entonces queda:

iz =log(vVb —2) +i2km o iz =Ilog(V5+2)+i(r+2kn), (k€ 7).

Ejemplo 6.15. Pobar que

(1) senz y cosz son funciones periédicas de periodo 27.

(2) las ecuaciones cos z = w y sen z = w tienen infinitas soluciones, cualquiera sea w € C.

Las demostraciones son iguales para el seno y el coseno, asi que sélo veremos el coseno: Como
ei(z+27r) +€—i(z+27r) () ez +€—iz
cos(z + 27) = 5 = 5 = COS 2,

donde (x) sale porque la exponencial es periédica de periodo 27i.

Para (2) planteamos la ecuacién cos z = w y buscamos sus soluciones z € C:
eiz +6—iz
2
y esa ecuacioén cuadratica se resuelve si y sélo si
1
2w + (4w? — 4)2
2

la cual tiene infinitas soluciones z = —ilog [w =+ (w? — 1)%} con sélo notar que w= (w?— 1) nunca

=w & " +e ¥ -2w=0 & (%) —2we” +1=0,

eiz

(NI

=w+ (w? - 1)z,

. 1 .
se anula. En efecto, si w = F(w? — 1)2 entonces w? = w? — 1, lo que no es posible.
En particular, los ceros del coseno se obtienen cuando w = 0, con lo cual z = —ilog ( + z) O sea,

z:—i[0+i(g+2k7r)] :g+2lm 8 z:—i[0+i(—g+2k7r)} :—g+2k7r,

con k € Z. Como —% = 7 — m, las segundas soluciones son de la forma 7 + (2k — 1)m. Es decir
que todas las soluciones son de la forma 7/2 mas un entero par o impar multiplicado por 7, lo que

da: /2 + km, con k € Z.

Ejemplo 6.16. La funcién log|z| es arménica en C, := C\ {0} pues localmente es la parte real de
una funcién holomorfa (alguno de los logaritmos complejos que definimos con anterioridad), pero
no hay ninguna funcién holomorfa en C, tal que f(z) = log |z| + iv(2), con v funcién real.

Si la hubiera, tomando el logaritmo principal Log z, tendriamos que f(z) — Log z es holomorfa en
C\ R<g y su parte real es nula. Como C \ R<( es conexo, esta funcién es constante:

f(z) =Logz+ic, (ceR) en C\ Rxy.

Luego f no puede ser continua en R_q, y por lo tanto alli no es holomorfa.
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7. Series numéricas

Hasta ahora hemos desarrollado la teoria de funciones holomorfas. A partir de aqui estudiaremos las
funciones analiticas y mas adelante veremos que ambas clases de funciones coinciden. Por lo pronto,
veamos algunos prerrequisitos elementales.

Definicién 7.1. Si {z;} es una sucesién de ndmeros complejos, se definen las sumas parciales
n o0
S, = E Zk, v la serie E zr = lim S, si existe.
n—oo
k=0 k=0

En caso de que el limite dé un nimero, se dice que la serie converge. Ademas, cuando esté claro
cuéles son los indices de sumacién, podemos escribir la serie simplemente por » zy.

Recordemos que las sumas parciales forman una sucesién de Cauchy si: dado £ > 0, existe ng (que
en general dependera de ¢) tal que si n > ny,

n-+p

Snip = Sul = | D 2| <e, Vp>1 (8)

k=n+1

Es equivalente decir que esto pasa reemplazando n > ng por nyg.

Proposicién 7.2. Sea {z;} una sucesién en C.
(1) > 2z converge si y sblo si sus sumas parciales son una sucesién de Cauchy.
(2) >_ 2k converge = limy, o0 | 4>, 26| = 0.
(3) > 2z converge = z, — 0.

Demostracién. El punto (1) sale porque C es completo. (2) sale tomando limite cuando p — oo en
(8), y (3) sale tomando p = 1 en (8). O

Definicién 7.3. Se dice que Y 2, es absolutamente convergente cuando ) |z;| converge.

Proposicion 7.4.

Z |21 < 0 < Z |z1| converge = sz converge.

Demostracién. La equivalencia sale porque una sucesién creciente es acotada superiormente si y
solo si es convergente. La segunda implicacion sale de

n+p n+p
E Zg| < E | 2|
k=n-+1 k=n+1
y de la proposicién anterior. O
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Ejemplo 7.5. En este muy importante ejemplo estudiaremos el comportamiento de >, ., z* para
los distintos valores de z € C. Primero notemos que si z # 1:

(1—2) k= Z(zk — 2Ry =1 —
k=0 k=0
Entonces "
1—2"
n S 1
o T iz #
k=0 n+1 siz=1

A partir de esta igualdad es claro que la serie converge (absolutamente) cuando |z| < 1, tiende a
infinito cuando |z| > 1 o cuando z = 1, y oscila entre distintos valores cuando |z| = 1, con z # 1.
Es interesante notar que en el Gltimo caso las sumas parciales se mantienen acotadas, lo cual serd
muy atil mas adelante.

Proposicién 7.6 (Algebra de series). Si > 2, y > w; convergen y A € C\ {0}, entonces la serie
de la suma y de los A maltiplos de z; convergen y vale

Z(zk+wk):22k+2wk y Z)‘Zk:)‘zzk'

sz converge < Z Rezy y Zlm Zx convergen.

Corolario 7.7.

7.1. Series de términos positivos (criterios)

Gracias a la Proposicién 7.4 las series de términos positivos juegan un papel destacado en la teoria
de series. Durante esta seccién todas las sucesiones son estrictamente positivas. Luego > ay
converge si las sumas parciales son acotadas, y si no, las mismas tienden a infinito, en cuyo caso se
dice que la serie diverge. Veamos algunos criterios de convergencia.

1. Comparacion: Si a; < Cby para todo k > ko (se dice que la sucesion {b,} mayora a {ax}),
entonces

Z b, converge = Zak converge.

Es equivalente a decir que si la segunda diverge entonces también diverge al primera.
2. Comparacioén por limite: Sea ¢ = lim,, a,,/b,,. Entonces
(i) Si¢#0,00: > ap converge < > by converge.
(i) Si £ =0: > by converge = > aj converge.
(i) Si ¢ =o00: Y ag converge = > by converge.

Demostracion. Claramente (ii) y (iii) son afirmaciones equivalentes. Si ¢ # oo, por definicién de
limite, dado ¢ > 0, existe ky € N tal que para todo k > ky:

(6 — E)bk < ap < (f + €)bk, Vk > ]{70.

Luego {bx} mayora {ay}, y si ¢ # 0, tomando € = ¢/2 también tenemos la mayorizacién opuesta.
[
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Recordemos las definiciones de limites superior e inferior

Definicién 7.8.

limsupa, = lim supa, y liminfa, = lim inf a.
n—00 k>n n—o0 k>n

3. Criterio de D'Alembert: Sean L = limsup “* y (= liminf “**. Entonces
(i) SSIL<1 = > a, converge.
(i) Si¢{>1 = > a, diverge, y de hecho a, /4 0.

Demostracién. Si L < 1y tomamos 0 < ¢ < 1 — L, existe ng € N tal que

any1 < (L +¢€)a,, Vn > ny.

Entonces,
Ung+p < (L +€)Pan,, Vp>1

Como L + ¢ < 1, la serie Y a,, converge. Para probar (ii), tomando 0 < ¢ < ¢ — 1, sabemos que
existe ng € N tal que
an,(l —€) < any1, Vn > ny.

Como ¢ — e > 1, la sucesién {ay }n>n, €s creciente y por lo tanto no tiende a cero. O
4. Criterio de Cauchy: Sea ¢ = limsup {/a,,. Entonces

(i) Sie<1 = > a, converge.

(i) Sie>1 = > a, diverge, y el término general no tiende a 0.

Demostracién. Sic < 1ytomamos 0 < € < 1—c¢, resulta que existe un ny € N tal que a,, < (c+¢)"
para todo n > ng. Otra vez, comparacién simple prueba (i). Si ¢ > 1 existe una subsucesién

(an, )™ = > 1,

y por lo tanto, a,, # 0. H

Las cantidades en los criterios de D'Alembert y de Cauchy esta relacionadas por el siguiente

Lema 7.9. Sea {c¢,} una sucesién de nameros positivos. Entonces

. 7 . 7’ z. C
lim inf < liminf /¢, <limsup /¢, < limsup ntl

n—oo  Cp n—oo n—00 n—00 Cp,

Cn+1

Demostracién. La primera y Gltima desigualdades tienen demostraciones analogas, por lo que sélo

demostraremos la dltima. Sea
Cn+1

«a = lim sup
n—oo cn
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Si o« = 400 no hay nada que probar. Si « es finito, tomemos [ > «. Existe N > 1 tal que
Cni1/Cn < [ para todo n > N. Por lo tanto c¢y11 < ey, e iterando esta desigualdad obtenemos

enik < Brey = BN N ey

Luego, para todo n > N
/e < BYF ey,

Como el miembro derecho converge a 5 cuando n — oo se tiene que

lim sup /¢, < .

n—oo

Dado que esto es cierto para todo 8 > «, el resultado queda demostrado. H

5. Criterio de la integral: Sea f : [1,00) — R, una funcién continua y decreciente. Entonces

Zf(n) converge < /00 f(z)dz converge.
1

n>1

Demostracién. Un vistazo a la siguiente figura

=

;‘] 2 + t t t t M- M

muestra que
M
F@) 04+ 1(M).1 < / F(x)dx < (1)1 4+ -~ + F(M — 1).1,
1

y por lo tanto la serie y la integral convergen o divergen simultadneamente. H

Una aplicacién inmediata del criterio anterior es que 2@1 # converge si y sélo si p > 1, pues
/M o 1%I)(lep—l) sip#1
r Pdr =
1 log M sip=1

En particular, la llamada serie arménica Y 1/n diverge, mientras que > 1/n? converge, lo que
muestra que tanto en el criterio de D'Alembert como en el de Cauchy, no se puede decir nada
cuando los limites dan 1.
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Ejemplos 7.10. Comparando limites contra 73—2 sale que

n®—2n+5
Z ————— es convergente.

5 _
= 4n 2n + 6

Comparando limites contra % sale que

an —2nlogn +5

es divergente.

= n* —2n + 6e™ "
Si usamos el criterio de D'Alembert con la serie }_ -, 1 obtenemos
1)! 1)(n+D) 8 1 \" 1
(DY) N 1Y 1
n!/nm n+1 n+1 e

y la serie converge.
Estudiemos la convergencia de Zn [1 — cos(1/n)]. Por la regla de L'Hopital,

n>1
1—cosz . senz 1
lim = lim = —.
x—0 [EQ x—0 2[[ 2

Entonces, llamando x = 1/n tenemos que el sumando se comporta como 1/n cuando n — oo, y
por lo tanto la serie diverge.
Ejemplo 7.11. Sean p, ¢ > 0. Probar que
1 converge sig>1 osig=1,p>1
; n (logn)? {diverge sig<1 osig=1,p<1

Efectivamente, si ¢ > 1 se tiene para todo n > 3:

1
——— < —_ cuya serie converge.
nd (logn)r — nd’ Y &

Si ¢ < 1 tomemos el promedio § = (¢+1)/2. Como ¢ < 1, la serie de término general n=7 diverge.
Comparemos entonces esta sucesién con la del ejercicio en el infinito:

_ _ ~ i i=q P
n~7(logn)™? n ni—4 n e
= = > OQ.
n—oo

n=4 ~ n?(logn)p - (logn)p logn

Entonces nuestra serie diverge. Finalmente, si ¢ = 1 podemos usar el criterio de la integral, dado
que para x > 3 la funcién x (logx)P es producto de funciones crecientes, por lo que su inversa
multiplicativa es decreciente. Vemos entonces que

/]W dr (y:lzog 2) /log M @
3 l'(log m)p log 3 yp ’

la cual converge cuando M — oo siy sélo si p > 1.

Ejercicio 7. Estudiar la convergencia de

Z n3 — 2n(logn)® + 5n*(log n)?

e 4nd(logn)3 4+ 2n + 6n*(logn)™ "
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Lema de Abel y criterio de Dirichlet

Lema 7.12 (Lema de Abel). Sea {b,} una sucesion en C cuyas sumas parciales B,, = >";'_, by, son
acotadas: | B, | < C para todo n € N. Si {a,,} es una sucesién decreciente de nimeros positivos, se

tiene
]albl+--~+anbn\ < Cal. (9)

Demostracién.

la1by + - + apby| = a1 By + az(By — By) -+ + an(Bn — Bpo1)
= |Bi(a1 — ag) + -+ + By_1(an-1 — an) + Bpay|
< |Bil(ay — az) + - - + | Bu1|(an-1 — an) + | Bula,
<C(ay —ay)++ -+ Clap_1 — a,) + Ca, = Cay.

Una consecuencia inmediata del lema es un criterio de convergencia que nos serd muy atil.

Corolario 7.13 (Criterio de Dirichlet). Si {b,} es una sucesién en C cuyas sumas parciales estan
acotadas y {a,} es una sucesién decreciente de nimeros positivos que tiende a 0, entonces Y axby
converge.

Demostracién. Veamos que la sucesién de sumas parciales S, = > _7'_, aby es de Cauchy:

n—+p
|Sn+p - Sn| = ’ Z akbk‘ < Can-i—la
k=n-+1
donde la dltima desigualdad sale de (9). Como a,, — 0, la sucesién S,, es de Cauchy. O

Ejercicio 8. Probar el criterio de Abel: Si b, € C son tales que > b, converge y a,, > 0 tienden
decreciendo a algan a > 0, entonces » _ b,a, converge.

Observacion 7.14. El criterio de Leibniz para series alternadas es el caso particular del criterio de
Dirichlet en el que b, = (—1)".

Ejemplos 7.15.

(1) Probemos que la serie E converge, pero no lo hace absolutamente. En efecto, la

nog

divergencia absoluta se probo en el Ejemplo 7.11. Para ver la convergencia basta con usar el criterio
de Dirichlet, simplemente observando que las sumas parciales

N+3 N+1
§ n_3§ 1_Z
1 .
11—
n=3

estan acotadas.
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(2) Hallemos todos los z € C de médulo 1 tales que > -, n2:1 es convergente. El conjunto |z| =1

se puede parametrizar como z = €', con 0 < t < 27. Si t = 0 ya sabemos que la serie no converge.
Si t # 0, entonces las sumas parciales

N o 1 — gi(N+1)t 9
Zemt - ‘ 1 — eit < 1 _ eit
n=0 - ¢ | ¢ |

estan acotadas. Ademas, como 1/(n + 1) tiende a 0 decreciendo, el criterio de Dirichlet dice que

int
e :
g converge si t # 0.
n+1
n>0
Es decir, la serie converge en toda la circunferencia unidad salvo en el 1. Cuando z = —1, esto se

hubiera podido obtener usando el criterio de Leibniz.

8. Sucesiones y series de funciones

Definicién 8.1. Dada una sucesién de funciones { f,,} definidas en U C C a valores complejos y
f:U — C, entonces:

(a) La sucesion {f,} converge puntualmente a f si para cada z € U

lim f.(2) = f(2).

n—oo

(b) La sucesién {f,} converge uniformemente a f en U si

Jm (sup|f(2) — fu(2)]) = 0.

zeU

(c) La sucesion {f,} converge uniformemente sobre compactos de U a f si el punto (b) se
verifica para cada subconjunto compacto K C U.

Es claro que:
Convergencia uniforme = Convergencia uniforme en compactos = Convergencia puntual. (10)
Ninguna de las implicaciones reciprocas valen, como muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 8.2. La sucesién de funciones f,, : R — R dadas por los graficos de la siguiente figura
1. Converge puntualmente a la funcién caracteristica de R<y en todo R.
2. Converge uniformemente sobre los compactos de R \ {0}.

3. No converge uniformemente en ningdn conjunto que contenga un entorno del origen.
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1/n

Proposicion 8.3. Sea {f,} una sucesién de funciones continuas definidas en U C C, la cual
converge uniformemente a una funcién f : U — C. Entonces f también es continua en U.

Demostracién. Sea zy € U y € > 0. Por la convergencia uniforme, existe un n € N tal que
sup | f — fal < /3.
U

Por otra parte, la continuidad de f,, implica que existe un § > 0 de modo que si |z — 2| < d
entonces |f,(z) — fu(20)| < /3. Luego, dado cualquier z € U tal que |z — 2| < 9,

[F(2) = fz0)| < [f(2) = fa(2)] + [ful2) = ful20)| + | fu(20) = f(20)] <.
O

Ejercicio 9 (Importante). Probar que el enunciado anterior continda siendo verdadero si la conver-
gencia es uniforme sobre compactos.

Proposicion 8.4. Sea f, : K — C una sucesién de funciones continuas que es uniformemente de
Cauchy: dado € > 0, existe ny € N tal que

sup | fn(2) = futp(2)] <e, sin>mng, Vp>1. (11)
zeK

Entonces existe una funcién continua f : K — C tal que f,, — f uniformemente en K.

Demostracién. Fijando un z € K arbitrario, la sucesién namerica {f,,(z)} es de Cauchy en C, y por
lo tanto es convergente a un nimero complejo que podemos notar por f(z), con lo cual obtuvimos
la funcién f del enunciado y convergencia puntual. Dado £ > 0, tomemos un ny € N que satisfaga
(11) con /2. Entonces, para todo n > ny,

[fu(2) = F(2)] < |fa(2) = farp(2)] + [ forp(2) = F(2)]-

Por (11) el primer sumando es < £/2 cualquiera sea p > 1y z € K, y como la sucesién converge
puntualmente, para cada z € K podemos elegir un p = p(z) € N suficientemente grande para que
el segundo sumando sea < ¢/2. Entonces |f,,(z) — f(2)| < ¢ para todo z € K si n > ny, lo que
significa convergencia uniforme. Finalmente, la Proposicién 8.3 afirma que f es continua. O]
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Ejemplo 8.5. La sucesion de funciones
|z|™ si]z] <1

1 si 2] >1

fn(z) =

converge puntualmente a la funcién caracteristica de |z| > 1, o sea, que vale 1 alli y O en el resto
de C. La convergencia es uniforme en |z| > 1 (de hecho, alli son todas la constante 1), y también
es uniforme sobre los compactos del disco unidad abierto . Por la Proposicién 8.3 la convergencia
no puede ser uniforme en D, algo que también se puede probar manualmente.

Un criterio muy atil para comprobar la convergencia uniforme de series de funciones es el siguiente:

Teorema 8.6 (Criterio de Weierstrass). Sea {f,} una sucesién de funciones definidas en U C C
tales que

sup | fn(2)| < a,, donde Zan < 00.

zeU n

Entonces, la serie ) f, es uniformemente convergente.

Demostracién. Basta ver que la serie es uniformemente de Cauchy. Dado ¢ > 0, tomemos ng > 1
tal que

o0

Zan<€.

n=ng
Luego, existe ng > 1 tal que si m > n > ny se tiene que para cualquier z € U

m

S A= AE| =D ARG <Y HEISY a<e

k=1 k=n+1 k=n+1 k=ng

]

Observacidn 8.7. Es obvio que la hipétesis del criterio implica que la serie converge absolutamente.
Mas adn, la demostracion del teorema muestra que la serie de los médulos converge uniformamente.

Ejemplo 8.8. Probar que la serie
Z cos(nz)
n2
n>1
converge absoluta y uniformemente en R pero no converge en ningin punto z € C\ R. Para la
convergencia en R basta aplicar el criterio de Weierstrass, observando que

cos(nz)

1
5 < — para todo z € R.
n

n

Ahora, si z =z + iy € C, con y # 0, una desigualdad de la Observacién 6.4 muestra que:
2| cos(nz)| > e — ™| = el — emlvl > enlvl 1,

por lo que

nlyl _q
}cos(nz)‘ > +# 0 cuando n — oo.

n? 2n2

Como el término general de la serie no tiende a 0, la serie no converge.
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Observaciéon 8.9. En la Proposicién 8.4 vimos que toda sucesién de funciones uniformemente
de Cauchy es uniformemente convergente. La afirmacién reciproca es trivial, no requiere la com-
pletitud de C (o de R) y vale en cualquier espacio métrico. En particular, una serie de funciones
uniformemente convergente es uniformemente de Cauchy, y dado ¢ existe ng € N tal que si n > ng:

n+0
sup| fu(2)| = sup |3 fulz)| <,
zeU zeU e

lo que implica que su término general tiende a 0 uniformemente.

Ejercicio 10. Probar que la serie

>
= 22 4+ n2

converge absoluta y uniformemente sobre los compactos de U = C \ iZ pero no converge uniforme-
mente en U.

9. Series de potencias

Una serie de potencias alrededor de un punto 2z, € C es una serie de la forma

(e o]
Z an(z — 20)",
n=0

donde los coeficientes a,, son nimeros complejos. Uno de los ejemplos méas sencillos fué estudiado
en el Ejemplo 7.5, donde vimos que la serie converge absolutamente sélo cuando |z| < 1, y que

e 1
n_ . 12

Este simple ejemplo se puede utilizar para estudiar la convergencia de series mas generales.

o0

Teorema 9.1. Dada una serie Zan(z — 20)", el nimero (o infinito) R definido por:

n=0

1
= lim sup {/|a,|

n—o0

se llama el radio de convergencia de la serie y satisface:
(a) Si |z — 29| < R la serie converge absolutamente.
(b) Si |z — 29| > R la serie no converge, y el término general no tiende a 0.

(c) Si |z — 20| <r < R la serie converge de manera absoluta y uniforme.
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Demostracion. Con las convenciones obvias si R = 0 o oo,

% = |z — 20| limsup /|a,| = limsup {/|a,| |z — 2zo|™.
n—oo

n—o0

Luego el criterio de convergencia de Cauchy dice que valen (a) y (b). Si R = 0 el punto (c) no
dice nada. Si R > 0, tomemos cualquier 0 < r < Ry consideremos la regién |z — 29| < 7. Luego
lan(z — 20)"| < |an|r™, y por el criterio de Weierstrass (Thm. 8.6) sélo hay que ver que la serie
> |an|r™ converge. Para eso usamos otra vez el criterio de Cauchy:

lim sup {/|a,|r™ = rlimsup {/|a,| = % < 1.

n—oo n—o0

]

Ejemplos 9.2. El teorema anterior no afirma nada sobre posibles convergencias en el borde del
disco de convergencia cuando 0 < R < oo. Efectivamente, series con igual disco de convergencia
pueden comportarse de forma muy diferente en el borde. llustremos este fenémeno con 3 ejemplos:

n " 2"
2 L L

n>0 n>0 n>0

Las 3 series tienen radio de convergencia 1. La primera no converge en ningin punto de la circunfe-
rencia unidad T, porque el término general no tiende a 0. La segunda fué estudiada en los Ejemplos
7.15, donde se vi6 que converge en T \ {1} y diverge en 1. Finalmente, en la tercera,

n

z
< VzeT
(n+1)2| = (n+1)% ’
por lo que la serie converge absolutamente en todo T.
22"
Ejemplo 9.3. Para hallar la regién de convergencia de la serie Z i primero notemos que
k>0
0 sin £ 2k
Qa. =
" n~! sin=2F

por lo que

lim sup v/|a,| = lim Vn=1 = 1.

Como el limite inferior es 0, el limite no existe. Eso no afecta el radio de convergencia. En el borde
T, la serie converge absolutamente.

Es claro que la definicién del radio de convergencia esta basada en el criterio de Cauchy. Como
consecuencia del Lema 7.9 se obtiene que en algunos casos podemos también usar el de D'Alembert.

o
Proposicion 9.4. Dada la serie de potencias E an(z — 2p)", su radio de convergencia se puede
n=0
calcular como:
) a
lim -

siempre que el limite exista.
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Por ejemplo, para calcular el radio de convergencia de la serie Zn—iz” el factorial hace que el
n217®

criterio de Cauchy no sea el mas adecuado. Afortunadamente la proposicién anterior nos dice que

podemos calcularlo como lim |a,,/a,+1| = e (ver el Ejemplo 7.10).

Corolario 9.5. Si la serie > a,(z — z)" tiene radio de convergencia R > 0, es continua en
|z — 20| < R.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del item (c) del Teorema 9.1 y del Ejercicio 9. [

El corolario anterior sélo cuenta una pequeiia parte de la historia. En lo que sigue veremos que la
serie es holomorfa en el disco abierto de convergencia y que su derivada es la serie de sus derivadas.
Primero necesitamos un par de lemas.

Lema 9.6. Dado a € R, los radios de convergencia de las series

Zan(z —2)" ¥ Zan(n + )%z —2)"

n>0 n>0
coinciden.

Demostracién. Sale inmediatamente de la definicion de radio de convergencia y de

limsup v/|a,| = limsup {/|a,|(n + 1)*.

Lema 9.7. Sin > 2 es un nimero entero, entonces

(Z_+>h)n__,zn o on—1

Y nz""1| < [h[n? (|2] + )"

Teorema 9.8. Si la serie S(z) = > . an(z — 20)" tiene radio de convergencia R > 0y 2 €
D(z, R), entonces S es derivable en z; y vale

S'(z1) = Z ann(z — 20)" .
n=1

Ademas, S’(z) tiene radio de convergencia R.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que zp = 0. Sea r > 0 tal que |z] <
r < R, y tomemos h € C tal que |z1| + |h| < r. Entonces las series

Z an(z1 + h)", Z anzy 'y Z apnzy”

n>0 n>0 n>1
convergen. Luego

)= BRI S gt = S |

h
n>1 n>2
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Tomando médulos y usando el Lema 9.7 resulta

()] < JRY - fanln® (1] + )" < (B Jan|n® =,

n>2 n>2

cualquiera sea h € C que satisface |z1| + |h| < 7. Como por el Lema 9.6, la serie Y a,n?z"
tiene radio de convergencia R, y dado que » < R, la altima serie converge. En consecuencia,
limy, 0 Ju(21) = 0, lo que prueba el teorema. O

Aplicando este resultado sucesivamente obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 9.9. Una serie de potencias es infinitamente derivable (en sentido complejo) dentro de
su disco abierto de convergencia. Mas ain, las sucesivas derivadas se obtienen derivando la serie
sucesivamente término a término. En particular, las sucesivas derivadas vuelven a ser series de
potencias, las cuales ademés poseen el mismo radio de convergencia que la original.

e}

Corolario 9.10. Si s(z Zan z — 29)" posee radio de convergencia R > 0, entonces
n=0

— = an _ n+1

n=0

tiene radio de convergencia Ry S'(z) = s(z) para todo z € D(z, R).

Corolario 9.11. Si f(z Zan z — zp)" posee radio de convergencia R > 0, entonces
n=0
(k)
o — 4 120)
k!

Demostracién. No hay nada que probar si £ = 0. Si k£ > 1, por el Corolario 9.9:

:Zann(n—l)...(n—(k‘—l)) (Z—Zo)n_ka

n>k
por lo que f)(z0) = ap k(k —1)...1 = a; k! O

Ejemplos 9.12. Por el Ejemplo 7.5,

1
. :Zz”, si |z] < 1. (13)
-z

Entonces, derivando ambos miembros de la igualdad obtenemos

- an , sz < L

n>1
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Definicién 9.13. Una funcién [ se dice analitica en zy € C si existe r > 0 tal que f(z) =
Y ns0an(z — 2)™ en D(zg,7) (se sobreentiende que el radio de convergencia es > r).

Observacion 9.14. Toda funcién analitica en zy € C es holomorfa en z;, Mas ain, el Teorema 9.8
dice que una serie es holomorfa en su disco abierto de convergencia. Todo lo anterior vale también
para variable real con idénticas demostraciones. Veamos con un ejemplo que en variable real existen
funciones C'™ que no son analiticas. Existe una funcién f de clase C'™° como en el siguiente grafico.

Figura 7: f es un pulso C*

El punto a es donde la funcién deja de ser nula para ser positiva. Esta funcién no es analitica en a,
porque de lo contrario existiria » > 0 tal que

f(a:):Zan(a:—a)" Ve € (a—rya+r),

n>0

y como [ es de clase C'™, sus coeficientes valen

(n) (n)
LA T M) B )

n = l |
n! r—a~ n

lo que da la serie nula. Un ejemplo de funciones como la de arriba es

exp (=) silz[ <1

0 si |z| > 1.

fz) =

En contraposicién con este ejemplo, mas adelante veremos que una funcién compleja con sélo ser
holomorfa también es analitica. En otras palabras, las clases de funciones holomorfas y analiticas
coinciden.
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10. Integracién de funciones a valores complejos
Comencemos considerando una funcién « : [a,b] — C de modo que
a(t) = u(t) +iv(t)

donde u = Re(«) y v = Im(«). La funcién « se dice integrable en el intervalo [a, ] si las funciones
u 'y v son integrables (en el sentido de Riemann). En tal caso

/aba(t)dt:/abu(t)dt+z'/abv(t)dt

Las propiedades basicas de la integral se aplican a funciones a valores complejos; en particular, por
el teorema fundamental del calculo (aplicado en u y v), si « es una funcién continua

d t

) a(s)ds = a(t),

y si &/(t) es continua

b
/ o (t) dt = a(b) — ala).

Integracién a lo largo de curvas

Diremos que una funcién « : [a,b] — C es una curva (o un arco) parametrizada, la cual llamaremos
suave si su partes real e imaginaria son de clase C' y o/(t) # 0 para todo t € [a,D]".

Diremos que « : [a,b] — C es suave a trozos si es continua y existen puntos
a=ap < a1 < ...<Qp1<a,=2"

tales que « restringida a cada intervalo [ay, ax11] es suave. Notar que en ay, la derivada por izquierda
y por derecha pueden ser distintas, si k =1,...,n — 1.

Definicion 10.1. Diremos que dos curvas parametrizadas « : [a,b] — C y 8 : [e,d] — C son
equivalentes si existe una biyeccion con derivada continua s +— t(s) del intervalo [a,b] sobre el
intervalo [c, d] tal que t'(s) >0y

La clase de equivalencia de una curva parametrizada suave (resp. suave a trozos) « : [a,b] — C
determina una curva suave (resp. suave a trozos) ~.

La clase v~ se obtiene a partir de 7 al invertir su orientacién (de recorrido). Una parametrizacién
de v~ seria la dada por

B:]=b,—a] - C  B(t) = a(-t).

Los extremos inicial y final de la curva son respectivamente los puntos «(a) y «(b). La curva
se dice cerrada si a(a) = «(b), y simple si no se interseca a si misma salvo posiblemente por
a(a) = a(b) (cuando es cerrada). En otras palabras, si alguna (y por ende toda) parametrizacién a

1En los extremos del intervalo [a, b] las derivadas son laterales.
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de la curva es inyectiva en [a, b] salvo por posible igualdad en los extremos. Se dice que una curva
cerrada simple esta recorrida en sentido positivo si el sentido es antihorario.

Geométricamente, la relacion de equivalencia hace que una curva suave simple dependa de su imagen
y de su sentido de recorrido, pero no de su velocidad.

Ejercicio 11. Sea vy una curva suave parametrizada por « : [a,b] — Cy sea @ : [¢,d] — [a, b] una
funcién C! tal que ®'(s) < 0 para todo s € [a, b]. Probar que oo ® es una parametrizacién de v~.

Definicién 10.2. Sea f : U — C una funcién continua y « : [a,b] — U una parametrizacién de la
curva suave . Entonces definimos

/7 fe)dz = [ * flo()al (1) di

Para que sea una buena definicién, debemos probar que no depende de la parametrizacion de ~
elegida. Supongamos que (3 : [¢,d] — C es otra parametrizacién de 7 Entonces existe una funcién
s : [a,b] — [c,d] de clase C' de modo que s/(t) > 0y a(t) = B(s(t)). Luego

/abf(a(t))o/(t)dt:/abf(ﬁ(s(t))) B(s(t)) ' (t) dt = /f

En el caso de curvas suaves a trozos como las descritas al comienzo de esta seccidn, esta definicién
se extiende de la manera tradicional

A f(z)dz = ;1 / Fla(t))a! (#) dt.

Definicién 10.3. La longitud de una curva v se define como

Longts) = [ 11+~ | (o)

donde « : [a,b] — C es una parametrizacién de .

Al igual que antes, esta definicién no depende de la parametrizacién elegida (y en este caso particular,
tampoco de la orientacién). Es importante notar que si la curva no es simple, la longitud de la curva
es la longitud de todo su recorrido y no su imagen. Por ejemplo, si a(t) = e para t € [0,4n],
entonces su imagen es la circunferencia de radio 1, pero

A
/ o ()| dt = 4,
0

pues recorre la circunferencia 2 veces.

Observacion 10.4. En muchas ocasiones utilizaremos la siguiente notacién:

b
/f(z)!dzl :=/ fla(®)|o/(t)| dt.

Esto significa que estamos integrando la funcién f con respecto al diferencial de longitud de arco y
no con respecto al diferencial de arco.
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Ejemplo 10.5. Sea 7 una curva parametrizada por a(t) = €%, con 0 < ¢t < 7. Entonces

/Zdez/Tr 12 ztdt Lpor7 6_3t7r:1<€i37r_1):_27
. 0 31lo 3 3
mientras que
2 " o2t e?im 1 e
2%|dz| = dt = ——,( 1)=0
. 0 2% 21

Frecuentemente haremos el abuso de notacién de llamar v o también «, tanto a la clase de equiva-
lencia de una curva como a una de sus parametrizaciones.

Proposiciéon 10.6. La integracién sobre curvas posee las siguientes propiedades:

(i) Dado a,b € C entonces

/(af(z)—i—bg(z)) dz:a/f(z)dz—i-b/g(z)dz.

v v v

(it) Si~y~ es la curva y con la orientaci6n invertida entonces

/Wf(z)dz:—/vf(z)dz
< / £l

Demostracién. Los dos primeros puntos son triviales. Para (iii) escribamos re? = fw f(z)dz. En-
tonces

(iii) Vale la siguiente desigualdad

z)dz

dz

—r= [ ds = Re / e f(2) dz = / Re [e=(f 09)(1)7'(1)] d

o

b
</
a

La desigualdad del cambio de linea la conocemos porque los integrandos son funciones reales. [

e (f o)(t) /()] di = / ()] [dz].

El Gltimo punto de la Proposicién muestra que si f es continua sobre una curva suave de a trozos,
entonces

z)dz

< max|f|. Long(7).
v

Ejemplo 10.7. Sea a(t) = t4i+ (1 —t)(—i), con t € [0, 1], una parametrizacién del segmento que
va desde —i hasta 4i. Entonces
/cos zdz

eV +e¥
<5 sup ——
—1<y<a 2
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11. Primitivas

Definiciéon 11.1. Sea U C C un abierto y f : U — C continua. Una funcién F : U — C se dice
una primitiva de f en U si satisface que F'(z) = f(z) para todo z € U,

Notemos que si F'y f son como en la definicién anterior y « : [a,b] — C es una parametrizacién
de una curva suave 7 con extremos inicial z y final 21, entonces

lﬂ@mzlﬂmmMWﬁzifﬁmmmmﬁ

:/ (Foa)(t)dt = F(z1) — F(z).

a

En particular, la integral sélo depende de los extremos de ~. Esto se extiende a curvas suaves de a
trozos. En efecto, si vy esta formada por una unién de curvas suaves, donde cada y; empieza en z;
y termina en z;41, vemos que

/f dZ—Z ZF (zj41) — F(2;) = F(zn) — F(20).

1071

Teorema 11.2. Sea U C C un abierto conexoy f : U — C una funcién continua. Son equivalentes:
(a) f tiene una primitiva en U;

(b) Si 1 y 72 son dos curvas suaves de a trozos que poseen el mismo punto inicial y el mismo

punto final, entonces
[ 1@ = [ s
71 72

(c) La integral de f sobre toda curva cerrada (suave de a trozos) es nula.
Demostracion.
(a) = (b) Ya lo vimos.

(b) = (c¢) Si v es una curva cerrada y « : [0,1] — C es una parametrizacién de +, entonces
v =11 V 19, donde 7, es la curva parametrizada por O"[O,l/2] y 72 es la curva parametrizada
por a|[1/271]. Luego,

/vf(z)dzz/m f(Z)dZ+/n2f<Z)dZ:/n1 f<2)dz_/n2 f(2)dz =

donde en la altima igualdad hemos usado la hipétesis, puesto que 7; y 1, poseen los mismos
extremos.
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al)

%) M4

(¢) = (b) La demostracién es analoga a la anterior.

(b) = (a) Fijemos z, € U. Dado otro punto z € U, existe una curva 7 que une z, con z. Por (b)
la siguiente funci6n esta bien definida (no depende de ~):

:/Z:f(w)dw ;:Lf(w)dw

Veamos ahora que F'(z) = f(2).

Dado un z € U existe § > 0 tal que D(z,) C U. Luego, para todo h € C tal que |h| < ¢ el
segmento s(h) que va de z a z + h estd incluido en U, y se tiene que

=1 s | o [ o] <1, o

Como la funcién constante 1 tiene por primitiva a g(w) = w, se tiene que

1= 1) | FHE] - /f

Luego

cuando A — 0 por la continuidad de f.

]

Proposicion 11.3. Sea U C C un conjunto abierto y conexo, y sean I y F» dos primitivas de
una funcién f : U — C. Entonces F; — F, = cte.

Demostracién. El resultado es inmediato del Crorolario 4.12. ]
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Ejemplos 11.4.
(1) Integramos la funcién z? sobre una curva cualquiera que vaya del punto 0 al punto 1+ i. Como
la integral no depende de la curva, podemos escribirla como:

1+12 ) 23
2edz = —
0 3

(2) Aqui integraremos sobre una curva que no pase por el origen y va de z; a 25:

+o (144 2 :
G T
0 3 3(=1+7)

(3) Si (Jz| = 1)™ nota la circunferencia unidad recorrida en sentido positivo, el Teor. 11.2 dice que

/ dz _0
(d=n)+ 2>

puesto que —1/z es una primitiva de 1/2% en C\ {0}.

(4) Sea v un arco suave que no pasa por R<y y que va de —2i hasta 2i. Entonces

d
?Z = Log(2i) — Log(—2i) = (log2 + i /2) — (log 2 — in/2) = ir.

Y
i Qué podriamos hacer si la hipétesis fuera que la curva no pasa por R?

(5) Veamos una generalizacién del ejemplo anterior. Sea S, es la semirrecta que nace en el origen
y forma un angulo 0 < a < 27 con los reales positivos, y llamemos log,, al logaritmo definido en
U:=C\ S, tal que o < argz < a + 27. Entonces log,, es una primitiva de 1/z en U, y por lo
tanto si -y es una curva simple en U (o sea, que no cruza S,) que va de zy € U a z; € U, entonces

1
/—dz =log,(z1) — log, (z0).
"y 2

Si bien necesitamos sacarle a C \ {0} una semirrecta S, para definir una de la primitivas de la
funcién 1/z que habiamos visto con anterioridad (uno de los logaritmos antes vistos), eso no implica
que 1/z no tenga una primitiva global en C\ {0}. Sélo implica que uno de los logaritmos que vimos
no es una tal primitiva. Por el Teorema 11.2 para ver que no existe una tal primitiva todo lo que
tenemos que hacer es encontrar una curva simple cerrada en C\ {0} tal que la integral de 1/z sobre
esa curva no se anule. Si R > 0 la curva (|z] = R)" se puede parametrizar como z = Re, con
0 <t < 2. Entonces

1 S .
—dz = 1Re"dt = 211 # 0.
(

it
le|=R)* o e

(6) Sea 7 una curva suave que va de 3 a —3 manteniéndose en el semiplano C, = {z : Im z > 0},
salvo por los puntos inicial y final. Integremos la funcién z'/2, donde 0 < argz < 27 sobre esa
curva.

Aqui tenemos un problema, porque asi definida, la raiz cuadrada tiene una primitiva en C\ R, pero
el punto 3 esta en R, justo donde el argumento es discontinuo. Como el argumento es continuo
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sobre la curva, algo que podriamos hacer es integrar desde un poco mas arriba en la curva (usando
una primitiva) y luego hacer que ese punto tienda a 3 sobre la curva. Eso funcionaria, pero veamos
otra forma de hacerlo, cuya idea es estandar y va a resultar muy atil mas adelante.

Jate)

-3 3

Definamos 2'/2 con el el argumento —7/2 < arg z < 3m/2. Sobre C, UR, este nuevo argumento
coincide con el anterior, y por lo tanto las dos definiciones de z!/2 coinciden sobre la curva (json la
misma funcién!). La ventaja, es que ahora tenemos una primitiva F(z) = 22%? salvo en la semirrecta
de los nimeros imaginarios < 0. Por lo tanto la integral que queriamos calcular da

2 43
/zl/de: %
. 3

2 7
= 53% (60—637) = 2v3 (1 +1).

-3

11.1. Primitiva sobre una curva

Definicién 11.5. SiU C C es abierto y [ : U — C es una funcién continua, diremos que [ tiene
primitivas locales en U si para todo z, € U existen un disco abierto D(zy,7) C U y una funcién F
primitiva de f en ese disco (o sea, F'(z) = f(z) para todo z € D(zy,r)).

Proposicion 11.6. Sea f : U — C es una funcién continua con primitivas locales en el abierto U
y sea « : [a,b] — U una curva suave de a trozos simple, que no es cerrada. Entonces existe una
funcién F' definida en algiin entorno de «([a, b]) tal que F'(a(t)) = f(a(t)) para todo t € [a, b]. La
funcién F' es Gnica sobre a([a, b]) salvo constante aditiva.

Idea de la demostracion. Cada punto t € [a, b] tiene un entorno (un intervalo abierto en [a, b]) que
a manda en un disco en el cual f tiene una primitiva. Por compacidad podemos cubrir todo [a, b]
con finitos de esos entornos. Es decir, hay puntos

a:t0<t1<-~-<tn+1:b,

tales que para cada 0 < j < n, @ manda el segmento [t;,t;11] en un disco abierto V; C U, en el
que f tiene una primitiva F};. La interseccién V; NV, contiene al punto «(t;41) y por lo tanto no
es vacia. Como ademas es conexa, tenemos que

Fi11(2) — Fj(2) es constante en V; N V4.

Entonces sumandole una constante a F.; en cada paso podemos suponer que coinciden en cada
una de esas interseccines, obteniendo al final una funcion F definida en VyU---UV,, que es primitiva
de F en ese conjunto.
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Para ver la unicidad, supongamos que V' C U es un conjunto abierto y conexo que contiene a la
curva y tal que hay dos funciones F' y G que satisfacen

F'(z) = f(2) = G'(z) paratodoz€ V.

Luego la conexidad de V' implica que F' — G es constante en V. H

.. dz .. :
Ejercicio 12. Calcular / —, donde « es una curva suave de a trozos dada por la siguiente figura:
z

«

P
\\\\_;/z E)

Si la funcién 1/z, que esta definida en C\ {0}, tuviera una primitiva F' en ese conjunto, tendriamos
simplemente que la integral vale F'(3) — F'(1). Pero el item (5) de los Ejemplos 11.4 muestra
que no existe tal primitiva. Otra opcidn seria parametrizar la curva y calcular la integral con esa
parametrizacién. Eso se podria hacer si, por ejemplo, la curva fuera una unién de semicirculos. Pero
lo mejor sera encontrar una primitiva a lo largo de la curva.

Por ejemplo, saliendo del 1 podemos usar el logaritmo principal hasta que lleguemos al eje imaginario,
donde podemos cambiar al logaritmo cuyo argumento esta en (0, 27). Luego el argumento se puede
incrementar hasta el punto 2, donde vale arg2 = 27 y asi siguiendo hasta que en 3 el argumento
vale 47. Entonces queda

d
/ ?Z = (log 3 + i47m) — (log 1 + 40).
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12. Teorema de Cauchy-Goursat

Una de las propiedades méas importantes de las funciones holomorfas es que la integral a lo largo de
una curva cerrada es cero si "dentro" del camino la funcién es holomorfa. Este hecho fué original-
mente probado por Cauchy bajo la hipétesis adicional de que la funcién sea C!, que resulta ser una
hipotesis muy restrictiva y limita el desarrollo de la teoria. La demostracion de este resultado sin
pedir esta hipétesis fué un enorme avance que se debe a Goursat. Es por esto que a este teorema
se lo conoce como el Teorema de Cauchy-Goursat.

Veremos la demostracion de Cauchy, puesto que muestra mas claramente lo que esta pasando y es
mucho mas simple. De ahora en mas asumiremos que toda curva es suave de a trozos y cuando es
cerrada y simple, el recorrido (por defecto) es positivo. Si v C C es una curva cerrada simple, el
Teorema de Jordan (que es mucho mas dificil de demostrar de lo que la intuicién sugiere) dice que
C \ v tiene 2 componentes conexas, una no acotada y una acotada. A la componente acotada la
denotaremos ~°. Empezaremos esbozando una demostracién del Teorema de Green.

Teorema 12.1 (Teorema de Green). Sea vy una curva cerrada simple en R? y sean P(z,y) y Q(z,y)
funciones C'! en algiin entorno de v U ~°. Entonces

/ P(, y)dm+Qxydy—// , = P,)dudy

Demostracién. Primero probemos la féormula para un rectangulo:

Y

Xe Xy

Luego
Y1 x Y1
/RQxdxdyz/yo /xo Qxdxdy=/yo (Q(z1,y) — Q(zo, y)|dy = Q(fv y)dy.

Analogamente

//R P,dzxdy = /: [P(z,y1) — P(x,y0)]dx = — /8R P(z,y)dz.

Si ahora tomamos una unién de rectangulos, como en el ejemplo que sigue:
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N

N

T
14

Y

Figura 8: Unién finita de rectangulos

y llamamos R = U?Zl R;, obtenemos que

/8RPda:+Qdy—Z/ Pd:t—i—Qdy—Z// . — P,)dzdy,

donde la primera igualdad sale observando las compensaciones de integrales en la Figura 8 y la daltima
igualdad sale del caso anterior. Claramente, este razonamiento funciona para cualquier unién finita
de rectangulos. En general, v U ~° se aproxima por dominios que son uniones finitas de rectangulos
y se demuestra que la integral sobre el borde tiende a la integral sobre 7, y la integral de area tiende
a la integral sobre ~°. ]

Como consecuencia inmediata se obtiene el:

Teorema 12.2 (Teorema de Cauchy). Sea «y una curva cerrada simple en C y sea f una funcién
holomorfa en algin entorno de v U ~° tal que f’ es continua. Entonces

/7 f(2)dz =

Demostracién. Escribamos f = u + v, con u y v funciones reales. Como f es holomorfa y f’ es
continua, se tiene que las 2 derivadas parciales de u y de v son continuas. Luego, se puede aplicar
el Teorema de Green a u y v. Entonces

/f dz-/(u—l—zv)(dm+zdy) /udz—vdy+i/udy+vdx
.

8! y
// dxdy—i—z//( — vy)dxdr = 0,
v
donde la pendltima igualdad es por Green y la dltima por Cauchy-Riemann. ]

Teorema 12.3 (Teorema de Cauchy-Goursat). Sea v una curva cerrada simple en C y sea f una
funcién holomorfa en algin entorno de v U ~°. Entonces

L f(z)dz =
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Ejemplos 12.4.

(1) La funcién z=" paran = 2,3, ... tiene primitiva en C, := C\ {0} y por lo tanto su integral sobre
toda curva cerrada en C, es nula por el Teorema 11.2. Sin embargo esta funcién no es holomorfa
en la regién interior al circulo |z| = 1. Eso significa que la integral sobre v puede anularse aunque
la f no sea holomorfa en todo °.

(2) Toda funcién entera tiene una primitiva. Por ejemplo:

f(z) = exp [2"" = B5y/72" + isen z] cos®(1 — e**%) + 10.

(3) La funcién

f(2) = 25— /322 +i(e® —2)
S R G

tiene una primitiva en U = {z € C: Rez > 0}.

(4) Si S C C es una semirrecta que nace en el origen, entonces z~! tiene una primitiva en C \ S.
Esto ya lo sabiamos, pero tambén sale de los teoremas de Cauchy-Goursat'y 11.2.

13. Aplicaciones del Teorema de Cauchy-Goursat

Definicién 13.1. Un conjunto abierto U C C se dice simplemente conexo si es conexo y se
cumple cualquiera de las siguientes (equivalentes) propiedades

» Para toda curva cerrada simple 7 : [a,b] — U se verifica que v° C U.
= Toda funcién continua f : 0D — U se puede extender a una funcién continua F : D — U.

» Para toda curva cerrada simple v : [a,b] — U existe una funcién continua F : [0, 1] X [a, b] —
U, tal que F(0,t) =~(t) y F(1,t) = cte.

Geométricamente, un conjunto abierto es simplemente conexo cuando es conexo y no tiene agu-
jeros. El tercer item en la definicién dice que toda curva cerrada simple en U se puede deformar
continuamente a un punto sin salir de U.

Observacién 13.2. Una curva cerrada que se corta a si misma sélo finitas veces se puede escribir
como una unién finita de curvas cerradas simples. Luego, si v es una de esas curvas que ademas esté
contenida en un abierto simplemente conexo U, y f es una funcién holomorfa en U, el Teorema de

Cauchy-Goursat dice que
/f(z)dz = 0.
N

La siguiente proposiciéon es muy importante, y se deduce inmediatamente del Teorema de Cauchy-
Goursat y el Teorema 11.2.

Proposicion 13.3. Si U es un abierto simplemente conexo y f : U — C es holomorfa, entonces
tiene primitiva en U.
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Ejemplos 13.4. Vimos anteriormente que para definir un logaritmo continuo necesitdbamos sacarle
al plano complejo alguna semirrecta S, que empezaba en el origen, donde o denotaba el dngulo que
forma con Rx.

Veamos ahora que si U C C\ {0} es cualquier abierto simplemente conexo, existe un logaritmo
holomorfo en U. En efecto, como la funcién 1/z es holomorfa en U, que es simplemente conexo,
la proposicion anterior dice que tiene alguna primitiva G(z) en U. Fijemos de antemano un punto
2o € U y un logaritmo log 2z cualquiera de zy. Entonces la funcién definida como

F(z) :=logzy+ G(z) — G(z), (z€U)

satisface
(z_leF(Z))/ = —272eF®) 4 7P (2)eFB) = F ) (272 4 272) = 0.

1,F(z)

Como U es conexo, necesariamente 2z~ e = ¢ € C es constante. Luego e”*) = ¢z, y como

CZ() — eF(Z()) — elogzg — 207

se tiene que ¢ = 1, lo que implica que e/'®) = 2, como queriamos probar. Por ejemplo, un conjunto

simplemente conexo que no contiene al cero es U = C\ C, donde C es el Ejemplo 2.27. Otro casi
igual de bonito es el complemento de la espiral U = C\ {re” : r > 0}, como en la siguiente figura

Figura 9: Sacamos la curva roja

Teorema 13.5. Sea 2 un abierto de C simplemente conexo. Si u : 2 — R es armdnica, entonces
existe una funcién holomorfa f : 2 — C de modo que v = Re(f). La funcién v = Im(f) se llama
una conjugada arménica de u, y (en cualquier abierto conexo) es Gnica salvo por la suma de una
constante real.

Demostracién. Como u es C? se tiene que g := u, — tu, es C'' como funcién de (z,y), y por lo
tanto es diferenciable. Ademas, como Au = 0, tenemos que
(Uz)e = (—uy)y Y (Ua)y = —(—uy)a,

que son las ecuaciones de Cauchy-Riemann para g. Luego el Teorema 4.10, dice que g es homorfa
en ). Por la Proposicién 13.3 existe una primitiva G = U + iV de g. O sea, g = G' = U, — iU, en
(2. Entonces u, —iu, = g = U, — iUy, y por lo tanto los gradientes coinciden: Vu = VU, y como
2 es conexo, se tiene que ambas funciones difieren en una constante aditiva. Entonces U = u + ¢,
con ¢ € R, y por lo tanto,

Re(G(z) —¢) =U(z) —c=u(z) Vz e,

lo que prueba el Teorema con f =G —c. H
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El teorema tiene una serie de corolarios importantes, que vemos a continuacion.
Corolario 13.6. Toda funcién arménica real es localmente la parte real de una funcién holomorfa.

Demostracién. La bola abierta D(zg,¢) es un abierto simplemente conexo. ]

Corolario 13.7. Si U C C es abierto y u : U — R es una funcién arménica, entonces u es C°.

Demostracién. Es inmediato del corolario anterior y del Corolario 15.4, que veremos mas adelante.
]

Ejercicio 13. Hallar todos los nimeros a,b € R, y n € N tales que la funcién u(z,y) = ax™ + by™

es armdnica.

Dominios multiplemente conexos

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 12.3, por lo que también a menudo
se lo llama Teorema de Cauchy-Goursat para dominios multiplemente conexos.

Figura 10: f es holomorfa en la regién sombreada.

Teorema 13.8. Sean C,C},...,C, curvas cerradas simples recorridas positivamente tales que
todas las C} estan en C°, y las regiones interiores de los C} no tienen puntos en comin (para
1 <k <mn).Si f es holomorfa en algin entorno de C'U C°\ U}_,Cy. (ver Figura 10), entonces

/Cf(z)dz = kz:; . f(2)dz. (14)

Demostracién. Pensemos en una curva cerrada grande formada por la C' seguida por un segmento
va hasta C; , seguida por el mismo segmento que vuelve a C, y asi siguendo con todas la curvas
Ck. Como f es holomorfa en el interior de toda esa curva, el teorema de Cauchy-Goursat asegura
que

/Cf(z)dz + Z - f(z)dz =0,

que es otra forma de escribir (14). Observemos que en realidad, la curva que se obtiene con el
proceso anterior no es simple ni es unién de finitas curvas simples, con lo que no podemos aplicar el
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Teorema 12.3 sin mas. Eso se arregla tomando un segmento para ir de C'a C) y otro muy cercano
para volver (pero distinto). Es decir, dejar una pequefia luz entre ambos segmentos, y luego usar la
continuidad de la funcién f para ver que la suma de las integrales sobre esos segmentos tiende a
cero cuando la luz entre ambos tiende a cero. Ver la figura siguiente:

]

Ejemplo 13.9. Sean 72 = (|z| = 2)™, la circunferencia de centro cero y radio 2 recorrida positiva-
mente, y 71 = (|z| = 1)~. Entonces

/ dz _0
Ut 2(22 495

14. Foérmula de Cauchy

A continuacién veremos una representacion integral de las funciones holomorfas que muestra como
se puede recobrar una tal funcién en cualquier punto del interior de una curva cerrada simple ~
conociéndola solamente sobre ~. Primero probemos el siguiente lema elemental.

Lema 14.1. Sea v = (|]z — 20| =)™, donde zo € Cy r > 0, y sea n € Z. Entonces

/ dz B 21t sin=1
L(z—z)" |0 sin#1

Demostracién. Parametrizando v como v(t) = zy + re®, donde ¢ € [0, 27], resulta que

dz et i o
/ = - / = —— / ey,
(2= z0)" 0 Tremn rn 0

que se anula si n # 1 por la regla de Barrow. H

Observacion 14.2. Si 2z € Cyn € Z\ {—1}, la funcién (z — z)" tiene una primitiva

(Z _ ZO)n—‘rl

1 en C\ {2}

El lema anterior implica que (z — zy) ™! no tiene una tal primitiva (lo habiamos visto cuando z; = 0).
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Teorema 14.3 (Férmula de Cauchy). Sea « una curva cerrada simple recorrida positivamente y f
una funcién holomorfa en un entorno de v U ~°. Si zg € 7°, vale que

f(z0) = L ﬁdz.

2mi ) 2 — 20
Demostracién. Tomemos r > 0 suficientemente pequefio para que el disco cerrado D(zg,r) esté
totalmente contenido en ~°, y llamemos C, = 9D(zg,r), recorrida positivamente. Como la funcién
f(2)/(z = zo) es holomorfa en un entorno de yU (7°\ D(29,7)), el Teorema 13.8 y el lema anterior
dan respectivamente la primera y la segunda de las igualdades:

G oo [ LG g [ SO =S / =
~ %= 20 c, 2~ %0 . AT R
27

lo cual vale para cualquier r > 0 que satisfaga D(zp,7) C 7°. Luego, en la primera integral de la
suma podemos tomar limite cuando » — 0%, y la igualdad de arriba sigue valiendo. Y asi:

[ 1ot
o i—a

0

1
<sup|f(z) = f(20)] —LongC, =0
C, r ,
27

cuando r — 0T, pues f es continua en 2. O

Observacion 14.4. Es interesante observar que la demostarcion de este teorema es muy facil una
vez que uno tiene el Teorema de Cauchy-Goursat, y que por lo tanto es una consecuencia casi
inmediata de éste dltimo.

Ejemplos 14.5. (1) Calcular

J-—/ zdz
(= (9= 22 (2 +0)

Como la funcién f(z) = 7 e holomorfa en la curva y su interior, la férmula de Cauchy dice

que J = 2mif(—i) = 27/10.
(2) Calcular

7o / e*dz
© Jpesy (22 410)(22 - 1)

Por el Teorema 13.8 primero y la férmula de Cauchy después,

g / e*dz i / e*dz
(em1j=n+ (22 +10)(22 = 1) Jieqa=ny+ (22 +10)(22 = 1)

21 €* 21 e*
_|_

‘ _ 2mi(e—e")
(22+10)(z+1)|,_, (22+10)(z—1) n ’

22

z=—1
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(3) Veamos que la funcién f(z) = 2i(22 4 1), definida en U = C\ {—4, ¢} no tiene una primitiva
en U, pero tiene una primitivaen V ={z € C: |z| > 1}.
Descomponiendo f(z) en fracciones simples obtenemos

21 1 1

22+1:z—i 41

Para ver que f no tiene una primitiva en U basta con ver que su integral sobre el circulo (|z—i| = 1)*
no se anula, que sale de arriba:

/ f(z)dz = / dz - = 2.
(ls—i]=1)+ (e—il=1)+ 2 =1

Para ver que existe una primitiva en V' tomemos una curva cerrada simple v : [0,1] — V. Si la
regién interior de v no contiene ninguno de los puntos —i, i, se tiene que f es holomorfa en esa
region y por lo tanto f7 f(2)dz = 0 por el teorema de Cauchy-Goursat. Si alguno de esos puntos
esta en +° entonces el otro también. Entonces

d d
/f(Z)dZZ/ Z,—/ © _oni— 2mi = 0.
~y v 2 Vz—l—z

Entonces la integral sobre toda curva cerrada simple en V' se anula, por lo que f(z) tiene una
primitiva.

(4) Veamos como podemos usar la féormula de Cauchy para calcular algunas integrales reales. Si
a € R, calculemos

J::/ e cos(asent) dt
0

az

e .

usando que (por la férmula de Cauchy): / —dz = 2mi. Parametrizando la curva como
| (el=1)*

z=¢€" = cost+isent, cont € [—7, 7|

0 7 o1t ™
i = / galcostti Sent)%dt =1 / " (cos(asent) + isen(asent))dt
e

—T —T
lgualando la parte imaginaria obtenemos que
™
/ et cos(asent) dt = 2,
—T

y como el integrando es una funcién par, J = 7. Es interesante observar que esta cantidad es
independiente del parametro a € R.

1
Cauchy:

, donde 1 < |z9] < 2 y |z1] < 1. Entonces por la féormula de

fdz— | f2)dz= 2

|z]=2 lz|=1 (20— 21)
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15. Consecuencias de la féormula de Cauchy

Si una funcién tiene una representacién integral como en la férmula de Cauchy, siendo continua
sobre la curva ~, no es dificil ver que tiene que ser holomorfa en +° y que su derivada se obtiene
derivando el integrando. Asi obtenemos una férmula de Cauchy para la derivada, cuyo integrando
también se puede derivar y podemos seguir haciendo lo mismo tantas veces como queramos. Al final
obtendremos el siguiente

Teorema 15.1 (Férmula de Cauchy para las derivadas). Sea v una curva cerrada simple recorrida
positivamente, f una funcién holomorfa en un entorno de yU~° y n € NU {0}. Entonces

F () = n! /%dw, Vz e ~°. (15)

T 2m

Este teorema se puede demostrar usando induccién y acotando cocientes incrementales con bastan-
tes cuentas. Mas adelante veremos que toda funcién holomorfa es analitica, y como subproducto
obtendremos otra demostracién de este teorema.

Ejercicio 14. Sea 7 una curva cerrada simple, f una funcién holomorfa en yU~°, y sea zg € C\ .

Probar que w) w)
f(w f(w
A—w — Zodw = /7 —(w — ZO)2dw.

Ejemplo 15.2. (1) Un uso directo de (15) muestra que

/ sen z J 271 (sen z)(7)
——dz = —
(\Z-57r\:97“>+ z(z —m)8 7! z

™

(2) Calcular

sen z
J = d
Az:4)+ (z —2)(22 4+ 1)*(z + 1) &

El integrando (que notaremos f(z)) es una funcién holomorfa en el interior de la curva excepto en
los puntos 2, —i,i. Por el Teorema 13.8 podemos calcular .J sumando las integrales sobre las curvas

(lz=2[=17" (z—i =17 (z+i=1)"
como en la Figura 10. Es decir,

SEN 2
J = : —dz
(ej=ay+ (2 = 2)(2 —9)*(2 +14)°

/(22=1)+f(2) o Azz’|=1)+f(2) o /(z+i=1)+f(2) -

_ 9 sen 2 271 sen z ) 271 sen z @
PR Yo R AT ey ey 3 S TR f popsy yoopuurs v I

Z2=1 Z2=—1

donde la dltima igualdad sale de la férmula de Cauchy para derivadas (15).
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Corolario 15.3. Si f es una funcién holomorfa en un punto 2, € C entonces tiene derivadas de
todos los 6rdenes en un entorno de zj.

Demostracién. Por hipétesis existe > 0 tal que f es derivable en todos los puntos de D(z, 7). Si
v=(|z— 20| =7/2)", se tiene que f es holomorfa en v U~° y se aplica el teorema anterior. [J

El corolario muestra la rigidez de las funciones holomorfas. Una funcién de variable real puede ser
C* y no ser C*1, cualquiera sea k € N U {0}, pero una funcién de variable compleja holomorfa,
automaticamente tiene derivadas holomorfas de todos los 6rdenes.

Corolario 15.4. Si f es una funcién holomorfa en zy € C entonces f es C* en zy ~ (¢, yo) como
funcién de las variables reales (z,y). En particular, la parte real e imaginaria de f son C'™.

Demostracion. Como f es holomorfa en z, el corolario anterior implica que f' = f, = —if, es
holomorfa en z;, y por el mismo corolario, f* = fop = —ifey = —ifye = (—i)%f,, es holomorfa en
20, ¥ por el mismo corolario ...

Para la segunda afirmacién, si f = u + iv, basta con demostrarla para u. Tomando parte real en
el argumento anterior, y sabiendo que la parte real de una funcion holomorfa es diferenciable, sale
primero que u, y u, son diferenciables, luego que wu,,, Uy, = uy, y u,, son diferenciables, etc. [

Teorema 15.5 (Teorema de Morera). Sea U C C un abierto conexo y f : U — C una funcién
continua. Si f7 f(2)dz = 0 para todo arco cerrado simple en U, entonces f es holomorfa en U.

Demostracién. La hipétesis, conjuntamente con el Teorema 11.2 implican que f tiene una primitiva
F en U. Luego el Teorema 15.1 dice que F’' = f es holomorfa en U. O

Vimos con anterioridad que si U es un abierto simplemente conexo y f es holomorfa en U entonces
la integral de f sobre toda curva cerrada simple en U se anula. Gracias al Teorema de Morera ahora
tenemos la implicacién reciproca para funciones que son continuas en U.

Corolario 15.6. Sea f : U — C continua, donde U es un abierto simplemente conexo. Entonces
f es holomorfa en U si y sélo si fv f(2)dz = 0 para todo arco cerrado simple en U.

Teorema 15.7. Sea f una funcién holomorfa en un disco abierto D(zy, R). Entonces f admite un
desarrollo en serie de potencias en dicho disco.

Demostracion. Sean 0 < 1y < r < R. Para todo z € D(zg,7¢) se tiene

=g [
27 Jop(zgp) W — 2
donde
11 1 1 i (z — zo)
w—z (w—2z) [1-(z—2)(w-2)" (w—2) = \w-2
Como
Z— 20

< L 1, cuando w € 0D(zy,r),

w — 2z r
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el criterio de Weierstrass dice que la serie converge uniformemente en w € 9D(zg,r) cualquiera
sea z € D(zy,r0). En consecuencia podemos sacar el simbolo de sumacién fuera de la integral,

obteniendo
o0

f(z) = Z(Z - Zo)”ﬁ/8 ﬂ dw

n—0 D(z0,r) (’U) - ZO)R—H .

Luego, f(z) admite un desarrollo en serie de potencias en D(zg,7¢)

[ =3 ealz = 20)",

donde los coeficientes vienen dados por

1
Cp = —/ —f(z) =1 dw.
2mi OD(zo,r) (w - Zo)n

Como el 7 es arbitrario, dicho desarrollo vale en todo el disco D(zy, R), y por unicidad de los
coeficientes de Taylor la expresién de los coeficientes ¢,, no depende del r elegido. O

Corolario 15.8. Si U es un abierto de Cy f: U — C es holomorfa, entonces es analitica en U.

Observacién 15.9. Observemos que la altima férmula en la demostracion del teorema dice que

(n)
M) L ORI
n! 2m 0D(zo,T) (w - ZO)n+1

de lo cual es facil deducir el Teorema 15.1. Otra observacién importante es que si una funcién es
holomorfa en un disco abierto D(zg, R) y no lo es en un disco mas grande centrado en z, entonces
el radio de convergencia de su serie en potencias de (z — z) va a ser exactamente R.

Ejemplo 15.10. Supongamos que p(z) es un polinomio cuyas raices distintas son wy, . . ., w,,, cada
una con su respectiva multiplicidad. Si zy € C no es ninguna de esas raices, la funcién f(z) = 1/p(z)
es holomorfa en z; y por lo tanto se puede escribir como f(z) = Y ¢,(2 — 29)" en algin disco
centrado en 2. § Cudl es su radio de convergencia? De acuerdo al teorema anterior, es la distancia
de 2y al conjunto de las raices {wy, ..., wy}.

. 1 —a)" . .
Ejemplo 15.11. Veamos que = E M cuando |z — 4| < /2. Copiando parte de la
1—= n>0 (1 - 2)”+1

demostracién del Teorema 15.7, se tiene

1 1 1 1 1 z—i\"
l—2 (1-di)—(z2—49) (QA-D)[I-(z—9)A-9)1 @—1) n>0(1—¢)

zZ—1

T < 1, como se afirmé.
—1

si
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Ejercicio 15. Probar que para todo z € C vale:

A o g o0 gt
e’ = nZ:; ok cos(z) = ;(—1) o) sen(z) = ;(—1) T
Vamos a hacerlo para el coseno:
cos'(z) = —sen(z), cos?(z) = —cos(z), cos®(2) =sen(z), cos¥(z)=cos(2).

O sea que cada 4 derivadas volvemos a la funcién original, lo que en simbolos se puede escribir como
cos ) (2) = cosP)(z), para k,p € NU {0} con 0 < p < 4. Ademas,

cos®(0) = (=1)" 'y cos®*D(0) =0

para todo n € NU {0}, lo que muestra el desarrollo en serie de potencias del coseno en su disco
de convergencia alrededor del 0. Es trivial demostrar que el radio de convergencia es infinito, pe-
ro no es necesario, porque es algo que afirma el Teorema 15.7, dado que cos z es una funcién entera.

cos(z) — 1+ 2%/2

Aprovechemos el desarrollo anterior para calcular lim

z—0 24
~2 > ~2n 0 Z2(n72)
cos(z) =1+ 3 ;( Vo = ;( ) o

Ejemplos 15.12.
(1) Hallar f“2(0) para f(z) = sen(z%). En el Ejercicio 15 obtuvimos el sen z en potencias de z,
por lo cual

6 - n (26)2n+1 - n Z12me
sen(z°) = ;(—1) 201 = nz:;(—l) T

Como 12n+6 = 42 cuando n = 3, en la serie anterior el coeficiente de 2% es —1/7! = f142)(0) /42!

(2) Hallar el desarrollo en serie de potencias alrededor de 1 + i y el disco de convergencia de la
funcién f(z) = 1/z. Tenemos

1_ 1 _ 1 1 0 1 Z(_l)n z—1—14\"
z (z—=1—d)+1+i (1+i)[1+%] (1+14) 141

n>0

donde (%) es consecuencia de (12). El disco de convergencia es D(1 + i, /2).
(3) Hallar el desarrollo en serie de potencias alrededor del 0 y el radio de convergencia de la funcién
—4

El cuadrado en el denominador sugiere hallar el desarrollo en serie de potencias de su primitiva (o
algo similar) y después derivar esa serie. Por (12),

1 1/5 Zin . —42° 4n
— = —1 L d d , [ — _1 n 47171.
A15 (/511 ;( ) Fa1 Y derivando T 55) ;( ) Fari?
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Entonces

—4 4n
A —1)" 4(n71)'
1) = Grgp = DV gk

El radio de convergencia es v/5, cosa que sabiamos por el Teorema 15.7 sin necesidad de hallar su
desarrollo.
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16. Principio del médulo maximo

Lema 16.1. Sea f una funcién holomorfa en el disco D(zg, R) tal que |f(2)| < |f(z0)| para todo
z € D(zg, R). Entonces f = constante.

Demostracién. Si 0 < r < Ry parametrizamos la curva v := (Jw — 29| = )" por v(t) = 2z + re®,
con 0 <t < 2, la férmula de Cauchy nos da:

1 2

f(z0) = % / %dw f(zo + re)dt. (16)

:27r0

Como el médulo de la integral es menor o igual que la integral del médulo,

1 2 1 2 )
o | 1l =15l < 5= [ 17+ et
0 0
por lo que
1 2 y
OS% i (1f(z0 +re™)] — | f(20)]) dt.

Pero por hipétesis el integrando es < 0, ademéas de ser continuo. Concluimos que el integrando es
nulo. O sea, | f(z0 +re)| = |f(20)| para todo t € [0, 27], y como 0 < 7 < R es arbitrario, se tiene
que |f(2)] = |f(20)| para todo z € D(zy, R). Como f es holomorfa y su médulo es contante, el
Corolario 4.13 implica que f es constante. H

Observacion 16.2. Una funcién continua que tiene la propiedad (16) se dice que tiene la propiedad
de la media integral. Si u : D(zp, R) — R es arménica, el Teorema 13.5 nos dice que existe una
funcién holomorfa f = u+iv, con u = Re f. Entonces, si en (16) tomamos la parte real, obtenemos
que también u tiene la propiedad de la media integral.

Teorema 16.3 (Teorema del médulo maximo). Sea f una funcién holomorfa en U abierto conexo.
Si | f| alcanza un valor maximo en U entonces f = cte. en U.

Demostracién. Supongamos que |f| alcanza un valor maximo m en U y consideremos el conjunto
A={z€U: |f(z)| =m}.

Luego A # (), y como A = |f|~'({m}) es la preimagen por la funcién continua |f| del conjunto
cerrado {m}, se tiene que A es cerrado en U. Veamos que también es abierto: si zo € A C U, como
U es abierto, existe una bola abierta D(zg,¢) C U. Entonces |f(z)| < m = |f(z0)| para todo z €
D(zp,€), y el lema anterior nos dice que f = cte. en D(zg, ). En particular, |f(2)| = |f(z0)] = m
para todo z € D(zp,¢), y en consecuencia D(zg,¢) C A.

Como U es conexo y A es un abierto y cerrado no vacio en U, necesariamente A = U, lo que
implica que |f| es constante en U. Como f es holomorfa, el Corolario 4.13 (otra vez) nos dice que
f es constante. O

Corolario 16.4 (Médulo méaximo para arménicas reales). Sea u : U — R una funcién arménica en
U abierto conexo. Si u alcanza un valor maximo en U entonces u es constante.

62



Ejemplo 16.5.
(1) Si @ € C\ R es un conjunto compacto y f : () — C esta definida por
1 21

2 . 6 - 5\ _—iz?
= — +4 + — [ 4+ - —
f(z) (z 12 12 )e sen z cos( ogz) . . ,

entonces | f| alcanza su maximo en Fr(Q). Y siu : Q — Res la funcién arménica u(z+iy) = 22 —y?,
también u alcanza su maximo en Fr(Q).

17. Desigualdades de Cauchy

En general es de esperar tener un control del tamafio de una funcién en términos de sus derivadas.
A continuacién veremos que en el caso de las funciones holomorfas también vale un resultado en el
sentido opuesto.

Teorema 17.1 (Desigualdades de Cauchy). Sea f una funcién holomorfa en un disco D(z,79).
Dados 0 <r <rgy n >0,
M(r)

,rn

[F(z0)] < !

donde M (r) := max |f(2)].

|z—zo|=r

Demostracién. Recordemos que por el Teorema 15.1 vale la siguiente representacion integral

(n) _ i’ f(2) d
f (ZO> /8D(zo,r) ( ‘

27i z—zo)"t T
Luego, tomando médulo en ambos miembros se obtiene

o<y [ O < T8 i =t

" 27 Jop(aer) |z — zo|"H1 2 rntl

Un corolario inmediato es el siguiente importante resultado de Liouville
Teorema 17.2 (Liouville). Una funcién entera acotada es constante.

Demostracién. Por hipétesis, existe una constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € C.
Reteniendo la notacién del teorema anterior, vemos que si zg € C, entonces para todo r > 0:

M(r M
e < YO <M
r r
Haciendo tender r — oo sale que f’(z9) = 0. Luego, f es constante. O



Si K es un cuerpo, es equivalente afirmar que todo polinomio de grado n > 1 con coeficientes en
K tiene n ceros en K (contando multiplicidades), o que tiene algin cero en K. Efectivamente, si
p es un tal polinomio y zp € K es un cero de p, por el algoritmo de division podemos factorizar
p(2) = (2 — 20)q(2), donde ¢ es otro polinomio con coeficientes en K, pero cuyo grado es n — 1.
Un cuerpo con esta propiedad se dice que es algebraicamente cerrado. Los cuerpos Q y R no
son algebraicamente cerrados, pues p(z) = 2z? + 1 no tiene ninguna raiz en ellos.

Un corolario inmediato del Teorema de Liouville es que C es algebraicamente cerrado:

Corolario 17.3 (Teorema fundamental del algebra). Sea p(z) = a,2"+. ..+ a2+ ag un polinomio
de grado n > 1 con coeficientes complejos. Entonces p tiene alguna raiz en C.

Demostracion. Supongamos que no. Luego, f(z) = 1/p(z) es una funcién holomorfa acotada, pues

1 1
lim |f(2)] = lim lim —— =0.

1 = 1 =
|z| =00 |z]—o0 |z|”|an —+ an_lz—l + ...+ aoz—”| |z]—o0 |z]”|an|

Por lo tanto, el Teorema de Liouville nos dice que f es constante y por ende p es constante. Esto
es absurdo, y en consecuencia p debe tener una raiz compleja. ]

Proposicion 17.4. Sea U C C un abierto conexo. Probar que si f # cte es holomorfa en U vy sin
ceros entonces |f| no alcanza un valor minimo en U.

Demostracién. La funcién g(z) = 1/f(z), que es holomorfa en U pues es cociente de holomorfas
donde el denominador no se anula. Como f no es constante, tampoco lo es g. Luego el teorema del
médulo maximo dice que ¢ no alcanza un maximo en U. Por lo tanto f(z) no alcanza un minimo
en U. 0

Ejemplo 17.5.
(1) Sea f una funcién entera. Entonces

If(2)| < Alz], Vz€C < f(z) = Az, donde |\ < A.
Demostracién. Sélo hay que probar (=). Si 2y € C, por el Teorema 17.1 y la hipétesis,
21

! ; 2! ; 2
1P (z0)] < 2 Sup |f(zo+re)| < = sup Alzg+re| < SA(|z| +7)
t€[0,27] 7" tel0,2n) r

para todo r > 0. Luego, tomando » — oo vemos que ) es la funcién nula. Como C es conexo
tenemos que f/(z) = a € C. Entonces f(z) = az+b, con a,b € C, pero como |b] = |f(0)] <0, se
tiene que f(z) = az. Claramente |a| < A. O

(2) Sin € Ny f es una funcién entera tal que |f(2)/2"] < C es acotada en |z| > R entonces f es
un polinomio de grado < n. La demostracién es esencialmente la misma que en el ejemplo anterior.

n+1)! ) (n+1)!
PGl < PO G o + ety 2 D o 4y — 0,
Tt 0,27 it r—00

cualquiera sea zy € C, donde (x) vale cuando r es suficientemente garnde para que 0D (zp, ) esté
en |z| > R. Luego f(™ es constante, f"~1) es un polinomio de grado < 1, etc.
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18. Propiedades de la funciones holomorfas

18.1. Ceros de una funcién holomorfa

Comencemos probando que una funcién holomorfa en un conexo queda completamente determinada
por los valores que toma en un subconjunto abierto de su dominio. Esto es otra manifestacién de la
rigidez de las funciones holomorfas.

Lema 18.1. Sea f : U — C una funcién holomorfa en un abierto conexo U. Si el conjunto
Z :={z€U: f(z) =0} tiene interior no vacio, entonces f es nula en todo U.

Demostracion. Sea E = {z € U : f(™(2) =0, ¥n € Ny}. Este conjunto es cerrado relativo a U,
puesto que

E = ﬁ{z ceU: fM(z) =0}

y los conjuntos de la derecha son cerrados relativos porque las (™ son continuas. Si z, € E, hay
un disco D(zg,e) C U en el que f tiene un desarrollo en serie de potencias, y como los coeficientes
de ese desarrollo son f(™(z)/n! = 0, entonces f es idénticamente nula en ese disco. Esto muestra
que F es abierto. Finalmente, como por hipétesis el interior de Z es no vacio, y esta contenido en
E, se tiene que £ = U. O

Corolario 18.2. Sea f : U — C una funcién holomorfa en un abierto conexo U. Si existe zg € U
tal que f™ () = 0 para todo n € N entonces f es nula en todo U.

Demostracion. Si D(zy,r) C U, tenemos que en ese disco:

() (2,
=3 e ymg

n
n>0

y se aplica el lema anterior. O

Teorema 18.3. Sea f : U — C una funcién holomorfa en un abierto conexo U que no es
idénticamente nula. Entonces los ceros de f son puntos aislados.

Demostracién. Si zy € U es un cero de f, existe un disco abierto D(zy,r) C U tal que

™) (2,
flz) = Z / <‘ )(z — 20)", Vz € D(zp,71).

n
n>0

Como f no es idénticamente nula en U, el Corolario 18.2 dice que debe existir n € Ny tal que
™ (zy) # 0. Consideremos el entero ng = min{n : f™(z) # 0}. Entonces para todo z € D(z,7):

PRI IR LCCh P
e D D | (17)

-~

g(2)
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donde g es holomorfa en z5 y g(29) = 0. Por la continuidad de g existe 0 < § < r tal que

117 ()]

TN si z € D(zp,0).
No-

l9(2)] <

Insertando esta desigualdad en (17) obtenemos que

(no)
F) > 12— oo @ e D s,
2710!
lo que demuestra que en D(z,d) la funcién f sélo se anula en z. ]

El teorema anterior implica que una funcién holomorfa en un conjunto abierto conexo esta univoca-
mente determinada por sus valores en cualquier conjunto que se acumule en U. Dicho formalmente:

Corolario 18.4 (Principio de identidad). Si f y g son funciones holomorfas en un abierto conexo
Uy{zeU: f(z) =g(2)} tiene algiin punto de acumulacién en U, entonces f =g en U.

Ejemplos 18.5.
(1) Sabiendo que cos? z + sen? z = 1 para todo z € R, el corolario anterior implica que también
vale para todo z € C.

(2) Observar que los ceros de una funcién holomorfa no nula en un abierto conexo U si se pueden
acumular en la frontera de U. Por ejemplo, la funcién f(z) = sen(1/z) es holomorfa en el semi-
planoU = {z : Rez > 0}, y sus ceros en U son z; = 1/km, con k € N, que se acumulan en el origen.

(3) Sea f(z) = >, > anx™, con a, € C, una serie absolutamente convergente para todo = € R.
i Existird alguna funcién entera que coincida con f en R? Y en tal caso, jcuéles son todas?

Por hipétesis, la serie > |a,2"| converge para todo z € R, y por lo tanto también para todo
z € C. Luego la serie de potencias complejas F'(z) = ), . a,2" tiene radio de convergencia infinito
y determina una funcién entera que en los reales coincide con f. Por el principio de identidad, es la
nica funcién entera con esa propiedad.

En particular, la Gnica funcién entera que en los reales coincide con la exponencial real e =
Yonsox"/n! (paraz €R)ese* =3 ,2"/nl, con z€C.

(4) No existe ninguna funcién entera tal que

f(1/n) =

2nn_ 3 para todo n € N.

Efectivamente, llamando z = 1/n, tenemos que

B 1 B 1
22715 252

en el conjunto A :={1/n: n € N}.

f(2)

Como A se acumula en 0y es holomorfa en U = C\ {2/5}, por el principio de identidad, la igualdad
de arriba vale para todo z € U.
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Ejercicio 16. Hallar todas las funciones holomorfas f y g en el disco ID tales que

EATR 1y 1
o) " 2+1 O I\2%kt1) T 2%

para todo k£ € N.

Definicién 18.6. Sea [ una funcién holomorfa en un abierto conexo U y sea zy € U tal que
f(z0) = 0. Diremos que z, es un cero de f de orden k € N si

flz0) = f'(z0) == f¥ V() =0, y fP(z)#0,

y diremos que es de orden infinito si f =0 en U. Si k < oo, es equivalente decir que alrededor de
zo vale el el desarrollo:

J(2) =) an(z = 20)" = (2 = 20)*9(2), con g(z) # 0.

n>k

Teorema 18.7 (Morera). Sea U un conjunto abierto conexo de Cy f : U — C una funcién
continua en U y holomorfa en U excepto quizas en puntos contenidos en un recta. Entonces [ es
holomorfa en todo U.

Idea de la demostracion. Sea L la recta en cuestion, la cual podemos suponer que es horizontal. Si
2o € L, tomemos 7 > 0 tal que D(zg,7) C U. Por el Teorema 15.5, si la integral de f sobre toda
curva cerrada simple v en D(zp,7) se anula, entonces f es holomorfa en z;. Pensemos a una tal v
como la unién de curvas cerradas o que estan por arriba de la recta L y curvas cerradas (35, que
estan por debajo, como en la Figura 11.

Figura 11: Descomposicién de

Entonces debemos ver que las integrales de f sobre cada una de estas curvas se anula, y como el
argumento es el mismo para todas, basta probarlo para una de ellas, que llamaremos «. Notemos
que si modificamos la curva « ligeramente como para que quede totalmente por encima de la recta
L, y la llamamos &, el Teorema de Cauchy-Goursat asegura que

/d F(2)dz = 0.

Por la continuidad uniforme de f en D(zp,7) la integral sobre v es un limite de integrales como la
de arriba y por lo tanto es nula. H
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Corolario 18.8. Si f es continua en un abierto conexo U y holomorfa salvo en puntos aislados
entonces es holomorfa en todo U.

Ejemplos 18.9.
(1) La funcién f(z) = sen z/z no puede ser entera porque no esta definida en 0. Sin embargo, si

definimos
sen z

£(0) = lim ~1,

z—0 z

el teorema anterior dice que esta nueva funcién es entera.

(2) SiU C Ces abiertoy f : U — C es una funcién continua que es holomorfa salvo por los puntos
de una poligonal P C U, entonces f es holomorfa en U. En efecto, si zg € P es un punto que no
es interseccion de dos segmentos distintos, existe un disco D(zg,7) C U tal que f es holomorfa en
ese disco salvo un trozo de recta en el disco.

Luego el Teorema de Morera dice que f es holomorfa en D(zy,r), y por lo tanto en z;. Con esto
hemos probado que f es holomorfa en todo U salvo en los puntos de la poligonal donde se intersecan
segmentos distintos. Pero esos puntos son finitos y por lo tanto son aislados. El corolario anterior
dice que f es holomorfa también en esos puntos.
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19. Series de Laurent

Como hemos visto, una funcién holomorfa en un disco D(zg,r) admite un desarrollo en serie de
potencias de (z — zp). Cuando el dominio es un anillo es necesario considerar un desarrollo mas
general. Supongamos que la serie

Z an(w — z9)" converge cuando |w — 2| < R.
n>1

Haciendo el cambio de variable w = h(z) := 25 + (2 — 29) ™! obtenemos que la serie de potencias
negativas

Z an(z — 29)”" converge cuando |z — z| > R71,

n>1
y determina una funcién holomorfa en esa regién, dado que la composicién de funciones holomorfas
es holomorfa. Esto nos lleva a considerar desarrollos en series de la forma

Z an(z — 29)" = Z an(z — 20)" + Z an(z — 2z9)" (18)

nez n<—1 n>0
en regiones anulares:
U={z€C: Ry <|z— 2| < R},

donde la primer serie a la derecha en (18) converge en Ry < |z — 2 la segunda en |z — 2| < Ro,
olY 0

y determinan una funcién holomorfa en el anillo. Una serie de este tipo se denomina serie de

Laurent, y la serie de potencias negativas se llama la parte principal de la serie.

Teorema 19.1. Sea f una funcién holomorfa en un anillo
U={2€C: Ry <|z— 2| < Ry}, donde 0 < R; < Ry < o0,

y sea (0 un arco cerrado simple en U tal que z; € ° (o sea, 5 da una vuelta alrededor de z).
Entonces f admite un desarrollo de Laurent

flz) = Z am(z — 20)", VzeU

MEZ

que converge absoluta y uniformemente en cualquier conjunto compacto contenido en U. Ademas,

1
U = — i dw, Ym € Z
21 Jg+ (W — 2)™ !

Demostracién. Fijemos 1 y 1o tales que Ry < 1y < r9 < Ry. Veremos que existe un desarrollo de
Laurent uniformemente convergente en el anillo 7 < |z — 2| < 75. Luego, como dicho desarrollo
esta univocamente determinado por f, el mismo no dependera de los r1 y r, elegidos. De este modo
el desarrollo sera valido en U. Vamos a usar un método completamente analogo al utilizado para
probar la existencia de desarrollo en serie de potencias en un disco a partir de la férmula de Cauchy.

Tomemos p; y ps tales que
R1<p1<7’1<7"2<p2<Rg.
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Si z es tal que 71 < |z — 2| < 19, vamos a usar la férmula de Cauchy para reproducir f(z) con una
curva 7y que es la unién de cuatro curvas y; como en el siguiente grafico (cuidando que z & 7).

Figura 12: Grafica de las cuatro partes de ~.

Entonces

):2%@'/7 @) gy L[ L) gy L[ T g,

w— z 211 VW — 2 27 Jo+ w — 2
1 Y3

donde la dltima igualdad usa que las integrales sobre v y 74 se cancelan entre si. Analicemos estas
integrales comenzando con la segunda. Como |z — 2| < ry < py = |w — 2| cuando w € 75, se
tiene que

11 1 i z—2)"
w—z w—2 1—(2z—2)(w—2)" — w — zg)"

donde por el criterio de Weierstrass la serie converge uniformemente cuando z € D(zg,75) y w € 7.
En consecuencia,

1 flw) 1 ¢ f(w)
ﬁ/ﬁw_z _2_20'2_20 /yjmdw (19)

Veamos ahora la integral sobre ~;. Como |w — zg| = p1 < r1 < |2 — 29| cuando w € 1, se tiene

1 (-1 1 i w — zo)"
w—z z—20 1—(w—2)(z—20)" —(z— 2 yntt”

donde de nuevo por el criterio de Weierstrass, la serie de la derecha converge uniformemente cuando
2z € C\ D(zp,71) y w € 71. En consecuencia

1 flw 1 —(n+1 fw
%[yﬁ ZQ—ZZ—Z )[ﬁ#dw. (20)

Esto muestra la existencia de un desarrollo de f en serie de Laurent uniformemente convergente
para 11 < |z — z9| < 79. Los coeficientes de la serie vienen dados por las ecuaciones (19) y (20), y
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valen a,, =

1 fw) f(w)

— | ——————dw, sim>0 vy —/ ——————dw, sim <0.
2mi Jop (w — 20)™H! 2mi Jor (w — z0)mH!

Aplicando el Teorema de Cauchy-Goursat obtenemos que cualquiera de esas integrales coincide con
! fw)
—_— - =~ Z w7
271 Jgr (W — 2z)™ !
para m € Z, lo que demuestra el teorema. O

Las descomposiciones de la funcién f que proveen las ecuaciones (19) y (20) dan un resultado que
es interesante en si mismo:

Proposicién 19.2. Toda funcién holomorfa f definida en el anillo
U={2€C: Ry <|z— 2| < Ry}

se puede escribir como f = f; + f» donde f; es holomorfa en D(zg, Rs2) y f> es holomorfa cuando
‘Z - Zo‘ > Rl.

Demostracién. La funcién fi(z) viene dada por (19). Si llamamos f>(z) a la funcién en (20) vemos
que fo(z) = h(z0 + (2 — 29) "), donde

h(§) = Z a_m(& — 20)™ es holomorfa cuando |€ — 2| < Ry

m2>1
Luego fa(z) es holomorfa cuando |z — zy| > R;. O

Proposiciéon 19.3. Si f(z) = > ., an(z — %)" en un anillo abierto U entonces

f(z) = Zann(z —2)" tenU

nel

Demostracién. La demostracién copia la de la proposicién anterior. Para f1(z) ya lo sabiamos, y si
escribimos fo(2) = h(z0+ (2 — 20) ") como en la proposicién anterior, el resultado es consecuencia
de la regla de la cadena. O

La proposicién dice que la derivada de una serie de Laurent es la serie de Laurent de las derivadas.
Es natural preguntar si podemos hacer lo mismo para obtener una primitiva. La respuesta es no, y
el motivo es que si a_; # 0, el término a_;(z — z5) ' no tiene primitiva en ningan anillo abierto de
la forma Ry < |z — 29| < Ra. Sin embargo, a continuacién veremos que hay una primitiva si esta
obstruccién no esta presente.

Proposicién 19.4. Sea f(z) = > ., an(2 — 20)" en un anillo abierto U = {z € C: R, <
|z — 20| < Ra}, y supongamos que a_; = 0. Entonces

Qp, n
F() = 30 -z z)"
nel

es una primitiva de f en U.
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Demostracién. La demostracién es igual que en la proposicién anterior. H

Es interesante notar que demostraciones de las tres tltimas proposiciones se basan en la misma idea:
un cambio de variables y la regla de la cadena.

Ejemplos 19.5. (1) Calculemos /el/zdz, donde v es una curva cerrada simple recorrida positi-

v ..
vamente con 0 € 7°. Por el Teorema 19.1 la integral es 27i veces el coeficiente a_; en el desarrollo

de Laurent en |z| > 0 de
-1 -2

Vz_ 1,2 2.
e’ =1+ 1!+2!+

1
—,/el/zdz = 1.
271 -

(2) {Cuales son las regiones abiertas maximales en las que convergen las series de Laurent de la
funcion

Luego

4z

f(z) = (224 1)(z —7/2)7(z — 2i)°

en potencias de 27

an
&

iAlguna de esas series es de Taylor? Las regiones son 4:
(2] <1), (A <[zl <m/2), (w/2 <|z[<2), (2<]z]).

En la primera de estas regiones la serie es de Taylor. En todas las otras el desarrollo en serie de
Laurent tiene potencias negativas, dado que las series de Taylor convergen en discos.

(3) Hallemos el de desarrollo de Laurent de

en 1< |z] <2
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Usando primero la descomposicién en fracciones simples y luego copiando parte de la demostracién
del Teorema 19.1 vemos que

—1 1 1 1 1 1 1

GC-1)(-2) z—1‘z_2_2(1_z4)+§(1_z/z)

1
- n 52% Zzn 22n+1

n> n>0

Hallar el desarrollo de Laurent de la misma funcién en |z| > 2. Por la primera igualdad de arriba:

1 111 11
z—1 2-2 z(1—-21Y 2(1-2/2)

1 2"
:Zz_n_zznﬂ‘

n>1 n>0

f(z) =
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20. Singularidades

Proposicién 20.1 (Desigualdades de Cauchy generalizadas). Sea f una funcién holomorfa en un
anillo {z € C: Ry < |z — 2| < Ry}, dada por el desarrollo de Laurent

= Z an(z — z)"

neZ

Si Ry <1 < Ry, entonces |a,| < M) para todo n € Z, donde M,(f) := méx |f(2)|.
rn

|z—zo|=r

Demostracién. Como la serie

fzo—i-re E aprtet

keZ

converge absoluta y uniformemente cuando t € [0, 27|, podemos integrar término a término (sacar
la serie fuera de la integral), y obtener la identidad:

1 27

apr™ = — e " f (20 + 1e™) dt,
2m

para todo n € Z. El resultado sale acotando el médulo de la integral por la integral del médulo. [

Teorema 20.2. Sea f una funcién holomorfa en un anillo 0 < |z — 25| < R. Entonces f se extiende
a una funcién holomorfa en zj si y sélo si f es acotada cerca de z, (existe 0 < a < R tal que f(z)
es acotada en D(zp, ) \ {20}).

Demostracién. (=) Es trivial. (<) Escribamos f(z) = > ., an(z — 2)" en D(2o, R) \ {20}. Si
existen 0 < a < Ry M > 0 tales que |f(2)] < M cuando z € D(z, ) \ {20}, la Proposicién
20.1 dice que

rr rn

=

|a,| <
para todo 0 < r < ay n € Z. En particular, cuando  — 0 obtenemos a,, = 0 paratodon < 0. [

Notar que el teorema anterior es estrictamente mas fuerte que el Corolario 18.8, pues no se asume
que f sea continua.

20.1. Clasificaciéon de singularidades

Las singularidades de una funcién son puntos donde la funcién tiene algan problema de definicién.
Hay cuatro tipo de singularidades:

= No aisladas;
» Aisladas: esta clase se divide en:

e Evitables;
e Polos:

e Esenciales.
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Ejemplos 20.3. (1) Consideremos la funcién

f(Z):el/Z—l_l-

Las singularidades de esta funcién son el origen y los puntos donde el denominador se anula. Luego,

basta resolver la ecuacién
et/* =1

Dado que e =1 s6lo cuando w = 2kmi, deducimos que el conjunto de singularidades de f es:

S:{O}U{ﬁ: k;eZ\{O}}.

Luego el cero es una singularidad no aislada, mientras que el resto de las singularidades son aisladas.

5

-1
m)} vienen dadas por

(2) Por la misma razén, las singularidades de la funcién g(z) = [sen(

s={vi}u{vi+ > kez\ {0},

y por lo tanto el punto v/2 es una singularidad no aislada. A continuacién dedicaremos algtin tiempo
a la clasificacién de las singularidades aisladas.

20.2. Singularidades aisladas

Comencemos con la definicion. Supongamos que f es una funcién definida en cierto abierto €2.

Notacién: Dado zp € Cy r > 0, por medio de D, (z,r) denotaremos al disco “pinchado”
D.(zp,7) :={2€C: 0< |z — 2| <r}.

Definicién 20.4. Una singularidad zy € C de una funcién f se dice aislada si existe ¢ > 0 tal que
f es holomorfa en D, (z,¢).

Si estamos en este caso, f admite en el disco pinchado un desarrollo de Laurent

f(z) = Z an(z — 29)"

nez
En funcién de este desarrollo clasificaremos las singularidades aisladas como:
Evitables: Si a, = 0 para todo n < 0;

Polos: Si a,, # 0 sélo para finitos valores de n < 0. En este caso, si a,, # 0y a,, = 0 para todo
m < ng entonces diremos que el polo es de orden |ngl;

Esenciales: Si a,, # 0 para una cantidad infinita de valores de n < 0.

Ejemplos 20.5.
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. : 5 . - : sen z
Evitables: Consideremos la funcién seno cardinal definida como sinc(z) = en el plano
z

pinchado C \ {0}. En dicho dominio, a partir del desarrollo en serie de potencias del seno
obtienemos el siguiente desarrollo de Laurent:

00
z2k

sinc(z) = Z(—l)km-

k=0

Polos: El ejemplo mas obvio de un polo de orden k& € N es el de la funcién f(z) = 2%, Pero
motivados por el ejemplo anterior podriamos considerar la funcién
sen z
9(z) = 5

que tiene un polo en el origen de orden 74, y la funcién

sen z> 23

he) = (T

que tiene un polo de orden 14 x 23 = 322. Este ejemplo no es tan claro como los anteriores,
pero la Proposicién siguiente provee una forma sencilla de visualizarlo.

Esenciales: En estas singularidades la funcién se comporta de manera mas caética. Un ejemplo es la
funcién f(z) = !/ también definida en el plano pinchado C\ {0}. Pensar el comportamiento
de esta funcién cuando nos acercamos al origen por el eje real y por el eje imaginario.

Proposicién 20.6. Una funcién f holomorfa en D,(z, ¢) tiene un polo de orden k en zj si y so6lo
si se puede factorizar como

f(z) = %, donde g es holomorfa en D(zp,¢) y g(z9) # 0.
2%

Demostracién. Mirando el desarrollo de Laurent en D, (zg, ) vemos que f tiene un polo de orden
k siy sélo si

_ Ok a—(k-1) a—y
fz) = (2 — 29)¥ + (2 — 2zo)F 1 R e + h(z)
- m A p+ a_jpr(z — 20) + -+ a_i(z — 20)" '+ (2 — 20)"h(2)],

donde h(z) es holomorfa en D(zp,e) y a_ # 0. Llamando g(z) a la expresién entre corchetes
resulta que g(z9) = a_x # 0. O

Corolario 20.7. f tiene un cero de orden k en zy < 1/f tiene un polo de orden k en z.

Corolario 20.8. Si f posee un polo en z, entonces lim f(z) = oo.
Z—20

El corolario muestra una condicién necesaria para que una singularidad aislada sea un polo. Méas
adelante (Proposicion 20.10) veremos que también es suficiente y condensaremos en un sélo resultado
varias condiciones similares para determinar a qué clase pertenece una singularidad aislada. Pero
primero debemos entender qué sucede cerca de una singularidad esencial.
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Teorema 20.9 (Weierstrass). Si f es holomorfa en un disco pinchado D, (zy,€) y 2o es una
singularidad esencial de f entonces para todo r < ¢

f(Dy(z0,7)) es denso en C.
Demostracién. Supongamos que no es cierto. Entonces existen 0 < r < e y X € C tales que
lf(z) = Al >¢>0

para todo z € D,(z,7). Luego, la funcién (f(z) — A\)~! es acotada en D, (z,7), y por lo tanto se
puede extender a una funcién holomorfa en el disco D(zg,r) (por el Teorema 20.2). Entonces

(f(z) =N = (2 = 20)"(2),

donde k> 0y h(z) # 0. Luego f(2) — A= (2 — 20) *h(z) ™" es holomorfa en z, si k = 0 o tiene
un polo de orden k si k£ > 1. Cualquiera de estos dos casos contradice que 2, es esencial. O

Proposicion 20.10. Sea z; € C una singularidad aislada de la funcion f. Entonces

(1) 2o es evitable & lim f(z) € C < f es acotada en algin disco pinchado D, (zy,¢).

Z—r20

(2) zo esun polo < lim f(z) = oc.

Z—20

(3) zo es esencial < A lim f(2).

Z—r20

Demostracién. La anica implicacién no trivial de (1) esta probada en el Teorema 20.2. La implicacién
(=) de (2) es el Corolario 20.8. Si el lim f(z) = oo, por (1) la singularidad no puede ser evitable,
y por el Teorema de Weierstrass no puede ser esencial, por lo que es un polo. Otra vez, el Teorema
de Weierstrass prueba (=) de (3), y la implicacion reciproca sale por descarte. O

Observacién 20.11. Sea f una funcién con un polo en 2, de orden k& > 1, y consideremos

¢:= lim (z — z9)" f(2), con m € Ny.

Z—r 20

Entonces
=00 sim<k
(t ceC, sim=k
=0 sim>k.

Ejemplos 20.12.

(1) Veamos que la funcién f(z) = (1_5%)5 tiene en 0 un polo de orden 5:
1—cosz\’ 1—cosz\’ (%) cos 2\ ° 1
1 5 — 11 - — { - e 1 e —
iy = iy () = (i ) () = 40

donde (x) sale de aplicar 2 veces la regla de L'Hépital.
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(2) Toda homografia que no fija el co tiene un polo simple en C como Gnica singularidad. Veamoslo:
una homografia cualquiera con esa propiedad se escribe como

az+b
h(z) = i d donde ad — bc # 0 # c.
Dividiendo arriba y abajo por ¢ y llamando aa = a/c, f=b/c y zy = —d/c, vemos que

az+p  alz—=z) [+ az
= +

h(z) = —— —
0 2Z=70 Z— 2

que es el desarrollo de Laurent de h en C\ {zp}. Como 5+ azy # 0 (ipor qué?), la funcién tiene
un polo de orden 1 en z,.

Definicién 20.13 (Singularidad en o).
Si f es holomorfa en una regién |z| > R salvo singularidades, donde las no evitables tienden a

infinito, se dice que oo es una singularidad no aislada de f. Por ejemplo, f(z) = 62171.

Si f es holomorfa en una region |z| > R, entonces alli tiene un desarrollo en serie de Laurent

f(z) = Z anz" + ag + Zanz”.

n<-1 n>1
» Sia, =0 para todon > 1 se dice que oo es una singularidad evitable.

» Siexiste ng > 1 tal que a,, # 0, pero a,, = 0 para todo n > ny, se dice que co es un polo
de orden ny.

» Sia, # 0 para infinitos valores de n € N se dice que oo es una singularidad esencial.

En definitiva, la definicién anterior dice que si f es holomorfa en |w| > R, con lo que f(z7!) es
holomorfa en D, (0, R~!), entonces f tiene en infinito la misma singularidad que f(z~!) tiene en el
cero. Y lo mismo vale si 0o es una singularidad no aislada.

Ejemplos 20.14. Analicemos las singularidades en el plano ampliado C en los siguientes ejemplos.

(1) La funcién f(z) = zsen(1/z) s6lo tiene singularidades en 0 y en co. Entonces f es holomorfa
en |z| > 0, y su desarrollo de Laurent correspondiente es

(=" _(ons1) ="
f(z)== 27N = 27",
5 e - L
Entoces oo es una singularidad evitable de f. jY el 07

(2) Un polinomio de grado m > 1 tiene un polo de orden m en oco. Una funcién entera que no es
un polinomio tiene una singularidad esencial en co.

Como el comportamiento de f(z) en oo se traduce en el de f(z7') en 0, se tiene que toda funcién
entera y acotada tiene en oo una singularidad evitable (por el Teorema 20.2). Luego, no es un
polinomio de grado > 1 ni es una funcién entera no polinémica, con lo cual tiene que ser constante.
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El lector atento acaba de notar que hemos recobrado el Teorema de Liouville.

(3) f(2) = e /" cos z. En z = 0 la funcién e~'/*" tiene una singularidad esencial, por lo que

Vé —_ 2 Vé
B lim e /? y limcosz = 1.
z—0 z—0
Luego no existe el limite de f y por lo tanto tiene una singularidad esencial en 0. En oo sucede
exactamente lo opuesto:

/. /. —_ 2
Alim cosz y lfim e V/*" = 1.
Z—00 Z—00

Luego oo también es esencial. La funcién no tiene ninguna otra singularidad.

Proposicion 20.15. Sean p y ¢ polinomios no nulos y sea f una funcién con una singularidad
esencial en zg € C. Entonces (p/q)f tiene una singularidad esencial en z.

Demostracién. Si zg € C, haciendo el cambio de variables z = w — z5, podemos suponer que
zo = 0. Entonces factorizando p(z) = po(2)2" y q(z) = qo(2)z™, donde n,m € N U {0}, y
po(0) # 0 # qo(0), se tiene:

(2 ey Po(2) 2 s po0)

q(2)

y debemos demostrar que ese limite no existe cualesquiera sean n,m € N. Por la Proposicién
20.10 eso es equivalente a afirmar que 2*f(z) tiene una singularidad esencial en cero cualquiera
sea k € 7Z. Y eso es cierto porque el desarrollo de Laurent de esa funcion alrededor del cero tiene
infinitos coeficientes no nulos.

Si zg = oo podemos hacer un razonamiento analogo reduciendo el problema al origen mediante el
cambio z = w™t. O

Ejercicio 17. Estudiar todas las singularidades en C de

COsZ —senc

(@) f(2) =

_ b) g(z) =sen (—) + - c) h(z) = et
49,21 ] (b) 9(2) (z)+z (c) h(z)
Veamos el ejemplo (a). Como el numerador es una funcién entera que no es un polinomio, tiene una
singularidad esencial en co. Por la proposicién anterior lo mismo pasa con f(z). Haciendo el cambio
de variables w = 22 el numerador queda w? + 2w + 1 = (w + 1)?, por lo que

COsSZ —sencz COsSZ —senc

f(z) =

FH1? GG

Para asegurar que alguno de los puntos —i, i es un polo de orden 2 deberiamos ver el numerador
no tiene un cero en ese punto. Afortunadamente es inmediato verificar que

cos(£i) e R\ {0} y sen(+i) € iR\ {0}.
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21. Teorema de los residuos

Definicién 21.1. Sea f una funcién holomorfa en D, (zy,€), con e > 0. Si

f(z) = Z an(z — zo)"

neL

es el desarrollo de Laurent de f en D.(zy,¢), entonces se define el residuo de f en zy como
R‘es(f7 ZO) =
Observacién 21.2. Si una funcién se puede escribir como

9(2)

(z — 20)’

f(z) =
con g holomorfa en zy y g(z9) # 0, entonces Res(f, zp) = g(20).

Proposicién 21.3. Sea f es una funcién holomorfa en D,(zp,7) y v una curva simple cerrada
contenida en dicho dominio tal que z; € ~°. Entonces

/f )dz = Res(f, o).

27r2

Demostracién. Consideremos el desarrollo de Laurent de f en dicha region

f()zza_l + Z n(z — 20)"

0 e

Por la Proposicion 19.4, la funcién definida por la serie de la derecha tiene una primitiva. En
consecuencia su integral sobre 7 es nula. Luego

1 dz
27m/f Jdz =a_1 — = Res(f, z0).

2mi ), 2 — 2o

]

El teorema que sigue generaliza el teorema de Cauchy-Goursat al permitir que la funcién posea
algunas singularidades. Notar sin embargo que la demostracién es una consecuencia inmediata de
Cauchy-Goursat y de la proposicién anterior.

Teorema 21.4 (Teorema de los residuos). Sea v un arco cerrado simple (recorrido positivamente)
y f una funcién holomorfa en un entorno de v U~° salvo finitas singularidades {z;}, ninguna de las
cuales esta en . Entonces

/f(z) dz = 2mi Z Res(f, zx)- (21)

2K EY°
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Demostracién. Tomemos para cada k un ry > 0 tal que D(z,7:) C 7° y f es holomorfa en un
entorno de este disco salvo en z,. Consideremos su frontera C, recorrida possitivamente. Por el
teorema de Cauchy-Goursat para dominios multiplemente conexos primero, y la Proposicién 21.3
después, resulta que

Lf(z)dz = ; /C f(2)dz = 2m; Res(f, z1).

Ejemplos 21.5.

(1) Calculemos la integral
g 1 dz

2 (lz—2i|=T)+ m

usando residuos. Las singularidades en el interior de la curva son 0,4, —i. Entonces
1 1 1

RV R s YT ST

donde la primera igualdad sale del teorema de los residuos y la segunda de la Observacién 21.2. Es

interesante notar que este resultado implica que la funcién (z(z2 + 1))71 tiene primitiva en la regién

J := Res(f,0) + Res(f, —7) + Res(f, 1) =0,

C\ D(2i,7), cosa que no pasa para ninguna de las funciones 27!, (2 —4)"ty (z +4)7 L.

(2) Calculemos
10
1 1
I :=— 2° ——dz,
2 J(aj=onyr oy (22— ki)
donde el simbolo ] es el analogo para el producto del simbolo sumatoria > para la suma. Si a la
funcion en el integrando la llamamos f(z), el teorema de los residuos dice que I = Z;il Res(f, pi).

Como todas las singularidades son polos simples, la Observacién 21.2 dice que
10 10

. -\ 9 1 9 !
Res(f.pi) = (pi)” ]] p—Fky 7 1 (p—k)

k=1, k#p

Y ahora debemos sumarlos para 1 < p < 10. jHabra alguna forma de hacer esto sin tanta cuenta?
Veremos a continuacién que algunas integrales (incluyendo esta) se pueden calcular de forma mucho
mas econdémica si usamos una version del teorema de los residuos que incorpore el infinito.

21.1. Residuo en el ©

Empezaremos introduciendo la nocién de residuo en el infinito.

Definicion 21.6. Sea f una funcién holomorfa en |z| > R, para cierto R > 0. Entonces el residuo
de f en co se define como

Res(f, o0) :Res<—;f<%>,0>.

En otras palabras, si f tiene un desarrollo de Laurent f(w) =Y _, a,w™ para |w| > R, entonces

nez

Res(f,00) = Res ( — Zanz’”’Q, O) = —a_q.

ne”
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Una pregunta natural es j por qué se define Res(f, c0) de este modo? Como hemos visto, los residuos
estan intimamente relacionados con el calculo de integrales, y cuando uno integra lo que realmente
importa es la “forma diferencial” f(w)dw. Veamos que cuando hacemos el cambio w = 1, la forma
diferencial f(w)dw se transforma en
1 1
——f-|d=.

Si 7 es una curva simple que no pasa por el cero, entonces lo mismo ocurre para la curva 1/7. Luego

/1/7 _éf(%) dz = — /1 YA() f(y(1)) _Z;S) dt

0 v
_ / F((0) 7' (8) dt = / f(w)duw.

Teorema 21.7. Sea 7 una curva cerrada simple en C recorrida positivamente y f una funcién
holomorfa en un entorno de C \ ~° salvo una cantidad finita de singularidades z1, ..., z, (una de
ellas es 00), ninguna de las cuales esta en 7. Entonces

1 n
Q—M/Wf(z) dz = — ;Res(f, 2k)-

Demostracién. Supongamos sin pérdida generalidad que z, = oo. Consideremos R > 0 suficiente-
mente grande para que D(0, R) contenga a la curva v todas las singularidades finitas de f.

CR

Por el Teorema 21 .4,
n—1
— / f(z)dz+ f(2)dz = 2mi ZRes(f, 2k)- (22)
gal Cr k=1

Por otro lado, si el desarrollo de Laurent de f en |z| > R es

f(z) = % =+ Z anzn’

ne€Z,n#—1
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el hecho de que la serie tiene una primitiva implica que integrandola sobre C'r da cero (igual que en
la demostracién de la Proposicién 21.3). Luego

1

flz)dz = a_l/ —dz = a_12mi = — Res(f, 00)2mi.
Cr Cr <

Incorporando esta igualdad en (22) y despejando, queda

n—1

/ f(2)dz = —2mi Res(f, 00) — 27m'ZRes(f, 2k),

k=1
tal como se afirmara. ]

Corolario 21.8. Sea f una funcién holomorfa en C salvo singularidades aisladas z; (que necesa-
riamente son finitas). Entonces

Z Res(f, zx) = 0.

Zk E@

Demostracién. Sea +y un arco cerrado simple en C (recorrido positivamente) que no pasa por ninguna
singularidad. Entonces los Teoremas 21.4 y 21.7 dicen respectivamente que

/f(z) dz = 2mi Z Res(f, zx)

2K EY°
y
—/f(z) dz = 2mi Z Res(f, z).
v 2, €C\y°
El resultado se obtiene sumando ambas expresiones. a

Armados con el Teorema 21.7 volvamos a revisar el punto (2) del Ejemplo 21.5:

10

1 1
[ :=— 29 ———dz = — Res(f, >).
20 J(omaj=onyr oy (2 — ki) ( )
Como o "
s N T 1
22 (z) - H(z—l—ki) - H(l—zkz’)’

k=1 k=1

esta funcién tiene residuo —1 en z = 0 (por la Observacién 21.2). Entonces [ = 1.

Calculo de residuos

(g(—z))k, donde ¢ es
Z— 20

holomorfa en 2y y g(z0) # 0. Entonces el residuo de f en z, es el coeficiente a;_; en el desarrollo
de g en potencias positivas de z — z,. Es decir,
(k—1) Y
Res(f, z0) = g =) = lim ( )/ (2)] .

(]{7 — 1)! z—20 (k‘ — 1)!

Si f tiene un polo de orden k € N en z; € C, se escribe como f(z) =

(23)
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Cuando k = 1 recobramos la Observacién 21.2. Un caso particular de polo simple es cuando f = g/h,
donde g y h son holomorfas en zy, g(z0) # 0 y h tiene un cero simple en zy. En este caso,

(z—2) _ 9(x)

Res(f, ZO) = lim(z — ZO)@ = 11’mg(2) h(Z) — h(Zo) - h'(Zo).

h(z)

Esto provee una receta para calcular el residuo en un caso muy frecuente.

Ejemplos 21.9.

(1) Calculemos el residuo en 0 de f(z) = %. En z = 0 el denominador tiene un cero simple.
Luego
25 —2 25 =2
R (272 )= F2) L,
Log(1 + 2) (1+2)71 .,

(2) Calcular

256 17220 4+ 2 -5
Res( TR , zzl).

El cambio de variables w = z — 1 convierte ese residuo en

1+w)®® —1701+w)* +1+w—75
Tl ,w:O).

Res (

el cual coincide con el coeficiente de la potencia w'? en el desarrollo de Taylor del polinomio p(w)
que esta en el numerador. Por la férmula binomial:

-5 () () as

J=0

Entonces Res = (i’g) — 17(?8).

(3) La funcién f(z) = ;== tiene un polo de orden 2 en z = 0. Entonces
1 1 22 ' 22(1 — cos z) — 2%sen z
Res (o)=L () oy o
“\1 " cos2 250 (2—=1)!\1—cosz ) (1 — cos z)?
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22. Calculo de integrales usando residuos

Varias integrales reales se pueden calcular usando el teorema de los residuos sin necesidad de hallar
primitivas. En esta seccién nos limitaremos a algunos casos tipicos. En la literatura existen muchos
mas casos que el lector interesado podra descubrir por si mismo en los libros de analisis complejo.

Primer tipo

El primer tipo de integrales que vamos a considerar son de la forma
2w
I= / F(cost,sent)dt,
0

donde F'(z,y) es una funcién racional sin polos en la circunferencia unidad 2% + 32 = 1. Si 2 = €%,
con 0 <t < 27, parametriza dicha circunferencia, entonces

[_/ F(z—i—zl z—zl) dz
- (|z\:1)+ 2 ’ 2’L Z'Z.

Por el teorema de los residuos, I es 27i veces la suma de los residuos de la funcién

1 24271 z—271
= —F
G =7 ( 2 0 2 )

dentro del disco unidad.

Ejemplo 22.1. Consideremos la integral

2m

dt

I:/ —— , donde a > 1.
o a-+sent

Entonces

1 21
I=2my R — 27> Res [ —
m%: es (iza—i— iz(z — 21)/22') WZD: * <z2 + 2iaz — 1)

Las raices del denominador son —ai +=iv/a? — 1, pero s6lo —ai + iv/a? — 1 esta en el disco unidad,

pues
| —ai+iva®?—1=a—Va®—-1<1 & a—1<Va®—1.

Y el residuo respectivo es

21 1
2z + 2a1 z=—ait+iva2—1 a V CL2 —1 '
Por lo tanto, I = 52711.
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Segundo tipo

Definicion 22.2. Sea f : R — C una funcién continua. Se dice que la integral f_oooo f(z)dz
converge si existen y son finitos los limites

/_iof(:l:)dx = lim /_if(ﬂc)dx y /Ooof(:c)dx = lim /Orf(g;)dx,

r——+00 r——+00

en cuyo caso ffooo f(x)dx es la suma de esos limites.

Veamos algunas observaciones importantes sobre esta definicién. En primer lugar, el namero 0 en
las integrales puede ser reemplazado por cualquier a € R. Ademas. si la integral converge,

%) b b 7"
/ f(z)dz = lim lim / f(z)dz = lim lim / f(z)dz = lim f(z)dz.
o a——00b—oo J, b—o0a——o0 /., r—=oo J_ .
Especialmente atil para nosotros va a ser el Gltimo de estos limites. Notar que ese limite puede
existir aunque la integral no converja. Por ejemplo, si f(z) =z o f(z) = senz, ese limite se anula
pero la integral en R no converge.

Consideremos ahora integrales de la forma

[ /_m Flz) dz,

o0

donde F' es una funcién racional sin polos reales. Como F' es racional, para garantizar la convergencia
de la integral necesitamos que en +oo la funcién se comporte como 1/z", con n > 2. Eso es

equivalente a asumir que
lim 2F(z) =0.

T—00

Para calcular I, integraremos la funcién F'(z) a lo largo de la region descrita en la siguiente figura:

Figura 13:

Aqui tomaremos el R suficientemente grande como para que todos los polos de F' en el semiplano
superior C, estén en el interior de la curva. Luego

/_R F(z) dx—i—/ F(z)dz = 2mi Z Res(F, a).

R TR acCq
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Cuando R — oo, la primera integral converge a I, y veremos que la integral sobre la semicircunfe-
rencia de radio R tiende a cero cuando R — oc. El siguiente lema da una condicién suficiente para
que esto ocurra.

Lema 22.3. Sea f una funcién continua definida en el sector angular
A={z€C:z=re" conb <t<6,yr>0}

y para R > 0 consideremos la curva yr(t) = Re®, con 6, <t < 6,. Entonces

(a) Si  lim zf(z)=0 = lim f(z)dz=0.
TR

|z| =00, zEA R—oo

(b) Si lim zf(2)=0 = h’m/ f(z)dz=0.
TR

z—0, z€A R—0
Demostracion. Si M¢(R) = sup |f(z)| entonces
z€A, |z|=R
| #Graz| < 2t R - 01),
TR

y por lo tanto ambos resultados son consecuencia inmediata de su respectiva hipétesis. O

Ejemplo 22.4. Consideremos la integral
+o0 d
I= / :
oo 14 af

61#/6’ em/Q’ ez57r/6’ ez77r/6’ 6137r/2

Entre las raices sextas de —1:

1117/6
y et1m/s

s6lo las 3 primeras estan en el semiplanos superior. Calculemos el residuo en de F(2) = (1 + 2°)7!
en estos puntos, que son todos polos simples. Si 2 es alguno de estos puntos, entonces

1 20 20
Res(F,z) = — = — = ——.
(£ 20) 625 628 6
Por lo tanto, puesto que claramente ll‘l’m 2F(2) = 0 se tiene que
Z|—00
J = _<6M/6 i /2 6@5#/6) _ =
- +em/? -

Tercer tipo

Ahora vamos a considerar integrales de la forma

+o0
I= f(z)e“dx.
—0o0
donde f es una funcién holomorfa en un entorno del semiplano superior cerrado, excepto quizas en
finitos puntos. Consideremos primero el caso en el que ninguna de estas singularidades se encuentra
sobre el eje real. En este caso vamos a probar la siguiente proposicion:
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Proposicién 22.5. Si lim f(2) = 0 entonces
|z|]—00,Im(2)>0

R
h’m/ f(z)e™dr = 2mi E Res(f(2)e”, a)
-R

R—o0
acCy

Comencemos notando que |¢”*| < 1 en el semiplano superior. Para probar la proposicién vamos a
integrar la funcién f(z)e'* sobre la curva de la Figura 13 y veremos que

lim / f(z)e*dz = 0.
TR

R—o00

Si supiésemos que  lim  zf(z) = 0, entonces bastaria con aplicar el Lema 22.3.
|z]—00, zEA

Ejemplo 22.6. Para calcular la integral

+oo 1 “+o0o ix
/ cc;s(x) dr = = Re/ c dzx.
o T41 2 .

vemos que z = 1 es el anico polo de la funcién en el semiplano superior, y el residuo es

22

z=1
Luego, el valor de la integral es 7/2e.

Probemos ahora que la integral sobre la semicircunferencia de radio R tiende a cero usando solamente
la hipétesis de la Proposicién 22.5.

Lema 22.7. Sea f una funcién holomorfa en el semiplano superior cerrado de modo que

If = 0.
Izlﬁoo,ulf?n(Z)ZOf(Z)

Entonces

lim / f(2)e*dz = 0.
R—o00
TR

Demostracién. Tomando la parametrizacién de ~r dada por Re®, con 0 < t < , si escribimos
M¢(R)= sup |f(z)|, vemos que

z€C4:|z|=R

/ f(2)e” dz

S/ |f<R€it>||€iR(cost+isent)||Z»R€it|dt
0

™ /2
< Mf(R)R/ e fsent gy — 2Mf(R)R/ e fsent gy
0 0
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donde la dltima igualdad se debe a la simetria de la funcién seno. Una simple comparacién de los
graficos de la funcién y = sent vy la recta dada por y = 2t/7 muestra que

2t .
sent > — si 0<t<m/2
T
Por lo tanto,

/ f(2)e” dz

En consecuencia, por la hipétesis resulta que

w/2
0

P dt = 2M;(R)R %(1 — e B) < My (R).

R—o00

lim / f(z)e*dz = 0.
TR

Observacién 22.8. Es importante notar que la Proposicién 22.5 no dice que la integral

/_Z f(z)e“dx

converge. Sélo afirma que existe el limite simétrico de la integral y dice cuanto vale. Una condi-
cion suficiente para la convergencia es que haya convergencia absoluta, es decir, que ffooo |f(x)|dx
converja. Veamos a continuacién una condiciéon mas débil, que va a resultar muy atil.

Proposicion 22.9. Sea f : R>; — R una funcién monétona y continua. Si lim, . f(z) = 0
entonces existe

R
lim / f(z)edx € C.
0

R—o0

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que f es decreciente, y como lim f(z) =0,
T—r00

se tiene que f > 0. Vamos a probar que la integral de f(x)senz converge, y como el mismo
argumento vale para la integral de f(z)cosz, eso demostrard la proposicién. Primero integremos
hasta nm, con n € N:

-1

nm n (k+1)m n—1 (k+1)m
/ f(x)senzdr = Z/ o f(x)senzdr = Z(—l)k/ " f(z)|senz|dx,
0 k

=0 km k=0 km

Vv
ag

donde la altima igualdad vale porque en cada uno de esos intervalos el seno es positivo o negativo,
alternando signos. Veamos que la serie converge usando el criterio de Leibniz:

(k+2)7 (yeom) [EFDT
am:/ F(@)|sen(x — ) dx Z / F(y + )| seny| dy
( k

k+1)m ™

(k+1)m
g/ £(y)] seny| dy = ax
k

vy
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donde la primera igualdad vale porque |sen(z)| = |sen(x — 7)| y la desigualdad porque f es
decreciente. Ademas,
(k+1)m
akgf(lmr)/ |senz|de < wf(kw) =0 si k — oo, (24)
km
lo que prueba la converegencia de la serie. Finalmente, si tomamos un R > 0 cualquiera y llamamos
[R] a su parte entera, tenemos que

Rm Rm

(Rl
(r)senxdr = / f(z)senzdx + (r)senxdx.
0

0 [R]7

Acabamos de ver que la primer integral de la derecha converge cuando R — oo, y la misma acotacién
que en (24) muestra que la segunda integral tiende a cero, lo que prueba la proposicion. ]

Obviamente, la proposiciéon anterior también vale para una funcién continua y monétona en el
semieje negativo que tiende a cero en —oc.

Ejercicio 18. Explicar por qué converge la siguiente integral y calcularla.

* rsenx
dz.
/OO 2 +1

Comentario: se puede probar que esta funcién no es absolutamente integrable.

Supongamos ahora que la funcién f tiene algin polo simple sobre el eje real. Por simplicidad supon-
dremos que esta en el origen, aunque el mismo método sirve para casos mas generales. Consideremos
la curva de la siguiente figura:

Figura 14:

A diferencia de los casos anteriores, ahora debemos ver también que ocurre con la integral sobre la
semicircunferencia pequeiia de radio €. De eso se encarga el siguiente lema:

Lema 22.10. Si z = 0 es un polo simple de g(z), entonces

lim [ g¢(z)dz = miRes(g,0).
e—0 s
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Demostracion. Escribamos el desarrollo de Laurent de g cerca del 0 como g(z) = a_127! + h(2),
con h holomorfa en 0. Luego

/W h(z)dz

€

< / Ih(2)] |dz| < (sup yhy) e = 0,
v +

e Ve

/Jr%dz:a_l/ f;:dt:a_liﬂ.
v, 0

€

Por otro lado,

Ejemplo 22.11. Calculemos la integral

+00 1 T
[:/ Senxd:p:—lm lim e—dx
0

z e—0 |z|>e x

. . . etz . .
Integrando sobre el camino « descrito en la Figura 14, y notando que - no posee singularidades

en la regién encerrada por 7, se tiene

—& _ix R iz iz 1z
o:/ e—da:+/ e—dﬂ:+/ e—dz+/ C .
R . X v 2 wn 2

Tomando limite para R — oo y para € — 07, los Lemmas 22.7 y 22.10 dan

0= lim 6—dx—m'Res (6—,0)
z

e—0t |z|>e T

Por lo tanto, I = 1Im T = E_

2 2
Observacién 22.12. Para calcular [, f(z)e"dx usamos el semiplano superior (y > 0) porque es
alli donde |e#| esta acotada (aqui z = x + iy). Si tuviéramos que calcular [, f(x)e "“dx debemos
usar el semiplano inferior, con igual prevencion si tenemos que calcular fRf(x)ei’\Idx, con A € R,.
Y tengamos en cuenta que ni el seno ni el coseno estan acotados en esos semiplanos.

Cuarto tipo

Consideremos una integral de la forma

:L-Oé

+oo
I :/ _F(x) dx,
0

donde 0 < o < 1y F es una funcién racional sin polos en el semieje > 0. Como o < 1 no
hay problema de integrabilidad cerca del cero, y como o > 0, una condicién necesaria y suficiente

para que la integral converja en el infinito es que lim F'(z) = 0. Consideremos la funcién f(z) =
T—r00

27*F(z), definida en C \ R>0, cuyo argumento varia entre 0 y 27. Con esta convencién, vamos a
integrar sobre la curva v mostrada en la siguiente figura:
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Figura 15:

En este dibujo, [; son segmentos paralelos al eje real separados del mismo en 7 > 0 pequefio, que
luego haremos tender a cero. Dado que F' no posee polos en [0, +00), tomando 7 y € suficientemente
pequefios, y R suficientemente grande, se tiene que todas las singularidades de F' estan en el interior
de v, y por lo tanto

F F
/ ij)dz%—/ ij)dz%—/@dz—i—/ @dz:%rz‘ E Res(z “F(z),a).
yr % v P iy < 0@ Rao

Haciendo que n — 0 se obtiene

R R
/_F(z) dz+/ £ dz nj>0/ Flz) dx—/ —lF(m) ~ dx
I Zo ! o . T . 6a(og:r+27rz)

2
() [

—_—

IE,R
Entonces volviendo a la igualdad de arriba obtenemos

z - Z
€ aZR>q

/ i:) dz + / iaz) dz + (1 — e ™). g = 2mi Z Res(z7*F(z),a).

Por los puntos (a) y (b) del Lema 22.3 las dos primeras integrales tienden a cero cuando R — ooy
e — 0, respectivamente. Luego

271 F(2)
I'= 1— 6—27r0¢i ZRGS ( s

donde la suma es sobre todos los polos de F(z).

) (25)
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Ejemplo 22.13. Calcular la integral

+o00 dx
/ ———, con0<a<l.
o 2*(l1+ux)
La funcién m tiene un polo en z = —1. Dado que la determinacion del argumento usada es
igual a 7 cuando z = —1, resulta que
1 .
Res (—, —1) =2z  =e ™
22(1+ z) |*1
Por la férmula (25) tenemos
/+°° dx . eam 207 T
—— =2m - = A - = .
o z¥(l+x) 1 —e72mai eomi _ e=mai gen(mq)

Quinto tipo

Consideremos una integral de la forma

+o0o
I :/ F(z)logzdz,
0

donde F' es una funcién racional sin polos en el semieje x > 0, y lim, ,, xF'(x) = 0. Esta dltima
condicién garantiza la integrabilidad. Usaremos la funcién f(z) = F(z)log®z, y al igual que en
el caso anterior, f se define en C\ R, y el argumento varia entre 0 y 27. Y también vamos a
integrar sobre la curva de la Figura 15 con las mismas convenciones que antes. El motivo para usar
el cuadrado del logaritmo quedara claro en seguida. Al igual que antes, tomando limites para n — 0,
e — 0y R — oo, obtenemos

/ F(z)log? z dx — / F(z)(logx + 2mi)? dx = 2mi Z Res(F(2)log® 2),
0 0
donde la suma es sobre todos los polos de F'y las integrales

/ F(2)log? zdz — 0, /F(z)log22d2—>()

YR Ve

cuando R — ooy ¢ — 0 por (a) y (b) del Lema 22.3, respectivamente. Ademas, aqui se vé el por
qué del cuadrado del logaritmo. De no haberlo puesto la integral que queriamos calcular se hubiera
cancelado. También vemos que F'(z)log z hubiera servido para calcular fooo F(z) dx. Haciendo las
cuentas en la dltima igualdad se obtiene

oo (o9} 1
/ F(z)logzdx + 7ri/ F(z)dx = —3 Z Res(F(z)log® z, a). (26)
0 0 e

Y en general necesitaremos calcular la segunda integral para calcular la primera. Sin embargo, si
tenemos la suerte de que F'(x) tome valores reales para x real, igualando la parte real de ambos
miembros, vemos que

o 1
/0 F(x)logxdx:—aRe Z Res(F(2)log? 2, a)

aQ RZO
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Ejemplo 22.14. Calcular

/°° dx /OO log x Jr
o Urap 7 Jo Trap™”

Como F(z) = (1 + z)~2 es una funcién racional sin polos en Rx, lim, ., 2F(z) = 0y F toma
valores reales en R, estamos en las condiciones del caso anterior, y podemos usar (26). Entonces

< logx _/OO dx 1 log? » )
———dx + i ———— =——Res| ————, —1).
/0 (1+ )3 o (I+z) 2 ((1 +2)°
Luego las dos integrales que queremos calcular son la parte real e imaginaria de la expresion de la
derecha. Debemos entonces calcular el residuo en —1, que es un polo de orden 3. Por (23):

2 /
Res ((lo& —1> = lim [(\«#\l)\log Z} = lim (logz)

1+ 2)37 2' z——1 M - z
1-1
= lim —ggz =1—m.
z——1 z
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