CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2023

PrAcTICA 8: EspAacios NORMADOS

Ejercicio 1. Probar que cada uno de los siguientes es un espacio normado sobre R, y decidir si
es un espacio de Banach.

i) £ ={(zn)nen CR / 3252 |2n| < 00}, con ||(zn)l| = 3252, [znl-

ii) ¢! con ||(z,)|| = sup |z,
neN
) Cl ] con ] = smp 7).
z€[a,

iv) C'a,b] = {f : [a,b] = R / f es de clase C'} con ||f|| = sup |f(z)|+ sup |f'(z)].

z€la,b] z€[a,b]
Ejercicio 2. Sea (E, || - ||) un espacio normado (sobre k =R 6 C). Probar que se verifican:
i) La funcién “tomar norma” || - || : E — R es continua.
ii) Las operaciones +: EF x F — E vy -: k x F — FE son funciones continuas.

i)
i)

iii) ( r) = B(z,r) (es decir, la clausura de la bola abierta es la bola cerrada).
)

iv) diam(B(z,r)) = 2r.

Ejercicio 3. Sea F un k-espacio vectorial (k =R o C) y sea d : F x E — R una métrica que
satisface:

i) dz+ z,y+ 2) =d(z,y) Vz,y,2€ E
i) d(Az, Ay) = |\ d(z,y) Ve,yec E VAek

Se define N : E — R como N(z) = d(0,x). Probar que N es una norma en E y verificar que
la distancia inducida por N es d.

Ejercicio 4. Sea (E, | - ||) un espacio normado y sea C C E. Decimos que C es convezo si para
todos x,y € C'y t € [0, 1] se tiene que tx + (1 —t)y € C.

i) Probar que la bola abierta B(x,r) es convexa.
ii) Probar que si C' es convexo, entonces C° y C' también lo son.

iii) Probar que si (C;)icr es una familia de subconjuntos convexos de E, entonces [);c; C; es
convexo. Deducir que dado un subconjunto A C FE, existe un tnico conjunto convexo
minimal (respecto de la inclusién) que lo contiene. Este conjunto se llama la cdpsula
conveza de A,y lo notamos Conv(A).

iv) Probar que si A = {z1,...,2z,} es un subconjunto finito de E, entonces Conv(A) =
{>°" aiz; / a; > 0 para todo 4, Y ;- a; = 1}.

Ejercicio 5. Sea (E, | -||) un espacio normado y S C E un subespacio (vectorial). Probar que:
i) S también es un subespacio.

ii) Si S # E , entonces S° = ).



Ejercicio 6. Sea (E,| - ||) un espacio de Banach y (z,,)n,en una sucesiéon en E. Probar que si
Y02 l|lzn|| converge, entonces > > | x,, converge.

Ejercicio 7. Dado un k—espacio vectorial E, un subespacio (vectorial) H C E se dice un
hiperplano si existe © € E, x # 0, tal que H & (z) = E.

i) Probar que si H es un hiperplano, entonces para todo y € E'\ H se tiene que H & (y) = E.

ii) Probar que H es un hiperplano si y sélo si existe ¢ : E — k lineal, ¢ # 0, tal que
H = Nu(¢).

iii) Probar que si E es un espacio normado y H es un hiperplano, entonces H es o bien cerrado
o bien denso en E.

Ejercicio 8. Para cada uno de los siguientes ejemplos de subespacios decidir si son cerrados, si
son densos y si son hiperplanos.

i) c={(zn)nen: 3 li_>m Tn} C loo.
ii) co = {(zp)nen : xn — 0} Cc.
iii) {w et :Y > 2, =0} C L.

Ejercicio 9. Sean E y F espacios normados, y sea T : E — F un operador lineal. Probar que
son equivalentes:

1) T es continuo en 0;

2) dxzg € E tal que T es continuo en x;

3) T es continuo;

(1)

(2)

(3)

(4) T es uniformemente continuo;

(5) IM > 0 tal que |Tz|| < M||z|| para todo = € E (T es acotado);
(6)

6) VA C FE acotado, T'(A) es acotado.

Ejercicio 10. Sean (E,| - ||g), (F,| - ||r) espacios normados. Consideramos
L(E,F):={T: E — F /T es lineal y continua}, y para cada T' € L(E, F') sea

1T = sup [T (z)|e.

lzllz<1

Probar que:
i) (L(E,F),||-||) es un espacio normado.

ii) Si F' es de Banach entonces L(F, F') también lo es.

Ejercicio 11. Sean E y F' espacios normados y sea T : ' — F un operador lineal y continuo.
Verificar las siguientes formulas:
[T

IT|| = sup ||Tz|| = sup ||[Tz| =sup — =inf{M >0/ ||[Tz| < M|z| para todo x}.
lzll<1 lz]=1 z£0 ||zl



Ejercicio 12. Sean Fi, Fy y FE3 espacios normados, y sean f : E1 — Foy g : Fs — FEj
operadores lineales continuos. Probar que ||go f]| < |lgll - || fIl-

Ejercicio 13. Sea (R[X],|| ||) el espacio normado formado por todos los polinomios con coefi-
cientes reales con la norma ||P|| = sup |P(z)|. Sea ¢ : R[X] — R definida por ¢(P) = P(3).
z€(0,1

Probar que ¢ es lineal pero no continua.

Ejercicio 14. Sea Cy(R) el espacio normado formado por las funciones continuas con soporte

compacto con la norma || f|| = sup|f(z)|. Definimos ¢ : Co(R) — R como ¢(f) = [ f(¢) dt.
zeR R
Estudiar la continuidad de ¢.

Ejercicio 15. Sean S,T : ¢! — ¢', definidos por:
S($1,$2,$3, .. ) = (0,.%'1,.2122, .. )

T((L‘l,{L’Q,xg,...) = (1‘271'3,...)

Probar que S,T € L(¢') y calcular sus normas.

Ejercicio 16. Sea T : ¢ — R dada por T'(a) = lim a,. Probar que T es lineal y continuo y
n—o0

hallar ||T|. (Recordar: c es el conjunto de las sucesiones en R convergentes).

Ejercicio 17. Sean E un espacio normado y F' un espacio de Banach. Sea D un subespacio
(vectorial) denso de E. Probar que dado un operador lineal y continuo 7': D — F', existe un
tnico operador lineal y continuo T': E — F' tal que T}, = T', y ademas este operador satisface

7] = {17

Ejercicio 18. Sea F un espacio normado sobre k (k =R 6 C) y sea ¢ : E — k un funcional
lineal. Probar que ¢ es continuo si y sélo si Nu(¢) es cerrado.

Ejercicio 19.

i) Sea E un espacio normado y sea H el hiperplano cerrado de E de ecuacién ¢(x) = 0,
donde ¢ es un funcional lineal continuo. Probar que para cada a € FE, se tiene que

()
Ao ) = "o

oo
ii) En el espacio (co, || ||«), sea H el hiperplano de ecuacién Z ;—: = 0.

n=0
(a) Verificar que H es cerrado.

(b) Probar que si a ¢ H, no existe ningin punto b € H tal que d(a, H) = d(a,b).

Ejercicio 20. Sea E un espacio normado de dimensién n sobre R y sea f : R — E un
isomorfismo algebraico (es decir, una transformacién lineal biyectiva). Consideramos en R” la
norma [|z||ec = max |x;|.

1<i<n

i) Probar que K = {x € R" / ||z||xc = 1} es compacto en R".

ii) Probar que existen c1, ca > 0 tales que ¢1||z|lco < ||f(2)||E < c2]|z||so para todo xz € R™.

iii) Probar que si N, Ny son dos normas en F, entonces son equivalentes: esto es, existen
constantes a, b > 0 tales que a - Ny(z) < Na(x) <b- Nyi(x) para todo = € E.



iv) Probar que cualquier norma que se defina sobre E lo convierte en un espacio de Banach.

Ejercicio 21. Sea F un espacio normado y S C E un subespacio vectorial de dimensién finita.
Probar que S es cerrado en F.

Ejercicio 22. Sea F un espacio de Banach de dimensién infinita. Probar que no puede tener
una base algebraica numerable.

Sugerencia: sila tuviera se escribirfa como unién numerable de subespacios de dimensién finita.
Usar el teorema de Baire.



