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ALGEBRA LINEAL - Practica N°2 - Primer Cuatrimestre de 2023

Espacios Vectoriales

Ejercicio 1. Probar en cada caso que el conjunto V' con la suma y el producto por escalares
definidos es un espacio vectorial sobre K.

i) V=KN={(a;)ien = (a1,0a2,...,an,...)/a; € K Vi € N}, el conjunto de todas las sucesiones
de elementos de K (donde K es un cuerpo cualquiera).

+: (ai)ien + (bi)ien = (a; + b;)ien
o k- (ai)ien = (kag)ien
ii) X es un conjunto, V = P(X), K = Zs.

+: B+C = BAC
.©0.B=0, 1.B=B

iii) V=Rsy, K=Q.
D:adb=ab
®:2®a= Yam
Ejercicio 2. Sea V un espacio vectorial sobre K, k € K ;v € V. Probar las siguientes afirmaciones:
i) ov=0 i) kv=0=k=06v=0
i) —(—v) = iv) -0=0
Ejercicio 3.

i) Sea v € R? un vector fijo. Se define la funcién f, : R? — R? de la siguiente forma:

fol@,y) = (2,y) +v
Interpretar geométricamente el efecto de f, sobre el plano (f, se llama la traslacion en v).

ii) Probar que R? es un R-espacio vectorial con la suma +(2,1) ¥ el producto por escalares .( 1)
definidos de la siguiente forma:

(‘Tvy) +(2,1) (xla yl) = (:1: + x’ — 27 Y+ y/ - 1)
T (2,1) (xay) = T(.T - 27y - 1) + (27 1)

(Este espacio se notara R%Q 1) bara distinguirlo de R? con la suma y el producto usual. La
notacién se basa en que el (2,1) resulta el neutro de la suma + 1)).

iii) Interpretar geométricamente +(3 1) ¥ *(2,1), teniendo en cuenta que:

(2,9) +e (@ y) = fon(fo-n(@ )+ fea1)(@,y))
7“-(2,1)(5’373/) = f(2,1) (T'f(—Q,—l)(fUay))
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Ejercicio 4.

i) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta pero
no para la multiplicaciéon por escalares.

ii) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la multiplicacién por escalares
pero no para la suma.

Ejercicio 5. Decidir cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V' como K-espacio
vectorial:

i) Si={ai : a€eR},V=C,K=R6K =C.

11

)
) Sa={feK[X]: f(1)=0} V=K[X]
i) S3={f€CR): [ flx)dz=0},V =RR K =R
)
)

v

Sy={f€C®R): f"+3f =0},V=C°R), K=R.
v 55:{(1‘,3/)611%%271) : x+y:3},V:R%2,1),K:R.

vi) S@-:{(ai)iGNEKN :dkeNtal que a, =0Vr >k}, V = KN,
vii) S7 = {(ai);ey € KN ¢ ar.ag =0}, V = KN

Ejercicio 6. Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V. Probar que S UT es un
subespaciode V «<— SCT 6T CS.

Ejercicio 7. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes K-espacios vectoriales:

C", K=R.

Sl:{($7y72) € Rg : .’E+y—Z:O, x—yz()},K:]R

)
)
)
iv) Sy ={(z,y,2) € (Z7)3 : v +2y+ 2 =0}, K = Zr.
) S3={AcQ¥3: A=-A"} K=Q.

) Sa={feRyX]: f(1) =0y f(2) =fB3)}, K =R

) S5 = {(an)peny €RY 1 a; =0Vi >5, a1 +2a3 —az =0, ag +ag =0}, K =R,

) S ={f€C™R) : f"=0},K =R

Ejercicio 8. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas:

i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V, k € K. Entonces (v, w) = (v, w + kv).
ii) Sean vy, vo, v3, v4, w € R tales que (vy, vo, w) = (v3, vy, W).
Entonces (v1, v2) = (vs, v4).
Ejercicio 9. Sea S = ((1,-1,2,1),(3,1,0,—1),(1,1,-1,-1)) C R%.

i) Determinar si (2,1,3,5) € S.
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ii) Determinar si S C {x € R*/z; — x5 — 23 = 0}.
iii) Determinar si {x € R*/x1 — x93 —23 =0} C S.

Ejercicio 10. Hallar un sistema de generadores para S NT como subespacio de V' en cada uno de
los siguientes casos:

i) V=R S=((1,1,3),(1,3,5),(6,12,24)), T ={((1,1,0),(3,2,1)).

i) V=R¥>3  S={(2i)/zij =x;Vi,j}, T={(zi;)/x11+ 312+ 213 = 0}.

i) V=R[X], S={feRX]/f(1)=0}, T={(1,X,X2X>+2X?- X, X%).
Ejercicio 11. Decidir si los siguientes vectores son linealmente independientes sobre K:
1-X)3, (1-X)?,1-X,1en K[X].

(

1,4,-1,3),(2,1,-3,-1),(0,2,1, —5) en Q*.

Ejercicio 12. Hallar todos los k € R para los cuales {v1, v2, v3} C V es un conjunto linealmente
independiente en los siguientes casos:

i) {(k,1,0), (3,—-1,2), (k,2,-2)}.
i) {kX%2+ X, X% -k, k’X} C R[X].

D) (w0 e

Ejercicio 13.

i) Sean vy,...,v, € R™ Probar que {v1,...,v,} es linealmente independiente sobre R <=
{v1,...,vp} es linealmente independiente sobre C.
ii) Probar que {ey,...,en,i€e1,...,ie,} es una base de C" como R-espacio vectorial. ;Cudl es la

dimension de C" como R-espacio vectorial?

Ejercicio 14. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del K-
espacio vectorial V' indicado:

i) {(1717171)7 (0727171)}7‘/ :R47K =R
i) {X%-2X+1, X3+3X},V=R3[X],K =R.

1 1\ (0 i\ [0 2 oe B
i {0,000 )veceroryx-c

Ejercicio 15. Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores:
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i) S=1((1,1,2), (1,3,5), (1,1,4), (5,1,1)) C R3 K =R.

i) S=(X24+2X+1,X2+43X+1, X +2) C RX],K =R.

e (11 (0 i 0 i 11 s o B
111)S—<<1 1) ,<1 1> ’<O O> ’<O O>>§(C , K=RyK=C.

Ejercicio 16. Hallar una base y la dimension de los siguientes K-espacios vectoriales:
) {fERX]: f=06gr(f)<3y f(2)= f(-1)},K =R
i) {f eR[X]: f=06gr(f) <3 y f esun miltiplo de (2 — 2)}, K =R.
ili) {(an)pen € KN g = a; Vi, j}.

Ejercicio 17. Hallar la dimension del R-espacio vectorial S para cada k£ € R en los siguientes
casos:

i) S=(1,k 1), (-1,k 1), (0,1,k)) CR3.

1 -k -1
ii) S={z€R?: Az =0} siendo A= | -1 1 k2 € R3x3,
1k k-2

Ejercicio 18. Sean S y T los siguientes subespacios de R*:
S =((1,2,1,0),(2,1,0,1)), T ={zecR*/z —3xy — 223 =0}.
Hallar un subespacio U € R* tal que dimU =2y SNT c U c T.
Ejercicio 19. Determinar todos los k£ € R para los cuales:
i) ((—2,1,6),(3,0,—8)) = ((1,k,2k), (=1, —1,k% — 2), (1,1, k)).
ii) SNT =((0,1,1)), siendo S = {z € R*/z1 + 23 — 23 =0} y T = ((1,k,2), (—1,2,k)).

Ejercicio 20. En cada uno de los siguientes casos caracterizar S +7T C V y determinar si la suma
es directa:

i) V=R?S=((1,1,1), T =(2-1,1),(3,0,2)).
i) V=R[X],S={feRX]: f=06gr(f) <3}, T={f €R[X] : mult(4, f) > 4}.
iii) V=R>3, S ={A4 € R>3 : Ay + Ay =0, 3409 — 2A11; = A3 + A3},
r=((z S 1) (%5
Ejercicio 21.
i) Probar que los siguientes conjuntos son subespacios de K™*™ y calcular su dimensién.
(a) S ={A€ K™ : A= A'} (matrices simétricas)

(b) So={A e K™" : A= —A'} (matrices antisimétricas)
(c) S3={Ae K™" : Aj; =0sii+# j} (matrices diagonales)
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(d) Sa={Ae K™" : Ajj=0sii#jy A1 = Ay =--- = A,,} (matrices escalares)
(e) S5 ={Ae K™ : tr(A) =0}
ii) Probar que:

(a) S1 @S2 =K""si2#0en K.
(b) S4® 85 =K si K =Q,R 6C.

Ejercicio 22. Para cada S dado hallar T C V tal que S @® T = V (en este caso, T se dice un
suplemento de S con respecto a V):

i) S=((1,2,-1,3), (2,3,-2,1), (0,1,0,7)), V =R™%
i) S=<3,14X2>,V=RX].
iii) S={AeR"™™ : tr(A) =0}, V =R"™™".
Ejercicio 23. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar:
i) Si S, T son subespacios de R? con dim S =dimT =2 = Jv # 0 tal quev € SNT.
ii) Si S, T, W son subespacios de R con dim S = dimT = dim W =4 = dim(SNTNW) > 1.
Ejercicio 24. Sean S, T'y U subespacios de un K-espacio vectorial V tales que
SNT=5NU, S+T=S+U y TCU.

Probar que T'=U.

Ejercicio 25. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea T un hiperplano de V' (es decir,
un subespacio de dimensién n — 1):

i) Probar que Vo ¢ T, T® <v >=V.
ii) Si S es un subespacio de V' tal que S € T', probar que S+ T = V. Calcular dim (S N T).

iii) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S N T).
Ejercicio 26. Sea V = RE,

i) Sean S ={feV/f(—z)=f(x)Ve e R}y T ={f eV /f(—x) = —f(x)Vz € R} (S esel
conjunto de las funciones pares y 7' es el conjunto de las funciones impares). Probar que Sy
T son subespacios de V y que ST =V.

ii) Sean U = {f € V/f(0) =0} y W = {f € V/ fes constante}. Probar que U y V son
subespacios de V y que U @ W = V.

Coordenadas
Ejercicio 27. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes casos:

i) V=R}; v=(1,2,-1) y B={(1,2,-1),(0,1,1),(0,0,2)}.



Departamento de Matematica - Facultad de Ciencias Exactas y Naturales - UBA 6

i) V=R3[X];v=2X?-X3 yB={3,1+X, X?+5, X3+ X?}.

wvers e (o) e (0 )00 %) ()

a a2
Ejercicio 28. Calcular C(B, B’) en los siguientes casos:
i) V= R3 , B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} , B"={(-1,1,1),(2,0,1),(1,—1,3)}.
ii) V=Ro[X], B={3,1+X,X?}, B={1,X+3, X°+X}.
iii) V=R*, B = {vy,v0,v3,v4}, B = {v3,v1,v4,02}.

Ejercicio 29. Dado v € V y las bases B y B’, hallar las coordenadas de v respecto de B y
utilizando la matriz de cambio de base, las coordenadas de v respecto de B’:

i) v=(-1,5,6) y B, B’ como en el Ejercicio 28. i).
ii) v =X y B, B’ como en el Ejercicio 28. ii).
ili) v = 2v; + 3vg — bvg + Ty y B, B’ como en el Ejercicio 28. iii).

Ejercicio 30. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sean B, B’ y B” bases de V.
Probar que C(B,B") = C(B’, B”")C(B, B’). Deducir que C(B, B’) es una matriz inversible con
C(B,B)"'=C(B,B).

1 01
Ejercicio 31. Dadas lamatriz M = [1 1 1] yla base B = {v1,v2,v3} de K3, hallar:
01 1

i) una base By de K3 tal que M = Cp, p.

ii) una base By de K3 tal que M = Cpp,.




