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Propiedad

Sean xi,...,X, i.i.d., x; € RP, x; ~ Np(p, X), X >0

e La familia Np(pt, X) es una familia exponencial.

e Q=37 ,(xi —x)(x; —x)T y X son estadisticos suficientes y
completos.

e Por lo tanto, cualquier estimador insesgado basado en Q y X
resulta IMVU.
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Propiedad

e Los estimadores de maxima verosimilitud de p y X son on=X
y X =Q/n. Ademss si

L(/J‘a Z) = H fx(X,', M, z)
j=1

tenemos que
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e EX)=p

luego el estimador insesgado de X es

Q
n—1
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Distribucidon de los estimadores
Sean xi,...,X, i.i.d., x; € RP, xj ~ Np(p,X), Z>0yn>p+1
a) x ~ Np(p, (1/n)X),
Q=>",xi —x)(xi —x)T ~W(Z,p,n—1).

b) X y Q son independientes.

<)
T2 =n(n=1) (x=p)"Q  (X—p) = n(Xx—p)"S (X—p) ~ T5 1

o sea, )
n—p T
p n_l’\‘}_p,n—p
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Una muestra

Sean Xp,...,X, i.i.d., x; € RP, x;j ~ Np(p, X), X >0
Un test de nivel « para
Ho : p = pg Hi:p # p

estd dado por

1 si n(X—p)"EHX— po) > Xpa
(X) =

0 si n(X—p)"TH(X—po) < Xaa
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Dos muestras

Sean X >0
® X11,---,X1,m i.id., X1, € RP, X1,j ~ Np(/J,l,Z)
® X21,...,X2ny i.i.d., X2 € RP, X j ~ Np([,LZ,Z)

e Supongamos que ambas muestras son independientes entre si

Definamos
1 ni 1 n
X = — i Xo=— j
Jj=1 Jj=1
Un test de nivel « para
Ho: oy = po Hi oy # po
estd dado por
1osi 2 (x = %) 2N (K — %) > Xpa
(X) =
0 si R (% %) IR - %) < x2a

ni+ny
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Teorema

Sean xi,...,X, i.i.d., x; € RP, x; ~ Np(p, X), X >0
T =n (X — po)"S™H(X — po)

a) Sea A = n(p — po)"E (11 — po) luego

n—p Tg
p n—1

b) Una regién de confianza para p de nivel 1 — o estd dada por

n—-p Te—1l(g
n—— (X — ST (x— < fpn_pla
{iin 2B S ) < o))
donde f, m(a) es tal que P(Fpm > fpm()) = a.
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c) El test de maxima verosimilitud para

Ho : pp = po Hy = p # po

esta dado por
1 si Tg>1t, 4(a)

0 si TO2 < tg’n_l(a)

con ( 1)
p(n —
thn1(@) = =——



Una muestra: X desconocida

9000000000000 000

Ejemplo

Peso (kg) y Altura (mm) de 39 Indios Peruanos

peso 71 56.5 56 61 65 62 53 53
altura 1629 1569.0 1561 1619 1566 1639 1494 1568
peso 65 57 66.5 59.1 64 69.5 64 56.5
altura 1540 1530 1622.0 1486.0 1578 1645.0 1648 1521.0
peso 57 55 57 58 59.5 61 57 57.5
altura 1547 1505 1473 1538 1513.0 1653 1566  1580.0
peso 74 72 62.5 63 63.4 63 69 73
altura 1647 1620  1637.0 1528 1647.0 1605 1625 1615
peso 64 65 71 60.2 55 70 87

altura 1640 1610 1572 1534.0 1536 1630 1542
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Elipse obtenida mediante un S—estimador (m, V)
Para detectar datos atipicos construimos la elipse
fueRr: (u—m)TV-1u—m) <24}

altura

1650

1600

1550

1500

peso

85
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Elipse obtenida mediante un S—estimador (m, V)

Para detectar datos atipicos construimos la elipse
. -1 2
fueRP: (u—m)"V 1 (u—m) <305}
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Elipse obtenida mediante un S—estimador (m, V)
Para detectar datos atipicos construimos la elipse
fueRr: (u—m)TV-1u—m) <24}

altura
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Elipse obtenida mediante un S—estimador (m, V)

Para detectar datos atipicos construimos la elipse
. -1 2
fueRP: (u—m)"V 1 (u—m) <305}

altura
1600 1700 1800
1 1

1500
1

1400

40 50 60 70 80

peso
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En verde 1, = (63.64,1615.38)", En rojo el dato atipico, En azul el centro
robusto. Se grafica la elipse de deteccién
fueRP: (u—m)TVu—m) <2005}

altura
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| |
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EMV  Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y X5 desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 00000000 e0000000 00000000 (ele}

0000000000 0000000
En verde 1, = (63.64,1615.38)", En rojo el dato atipico, En azul el centro
robusto

En negro el promedio de todos los datos menos la observacién (87, 1542)T. Se
grafica la elipse de deteccién {u € R” : (u —m)TV= (u—m) < x2 005}
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1600 1700 1800
| |

1500
1

1400

40 50 60 70 80
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Queremos testear

Ho - pp = g Hy = # o
con py = (63.64,1615.38)".

Haremos el test con todos los datos menos la observacion
(87,1542)™ que es un dato atipico.

Tenemos que

T8 = n(X — pg)"S™H(x — pg) = 20.27881

n—p T5

Fo =
0 p n—1

= 9.865

Como £36(0.001) = 8.420 rechazo con nivel o = 0.001.
M3s atin, el p—valor es 0.00038.
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x = cbind(peso,altura)

rownames(x)=1:length(peso)

plot(peso,altura, col="lightblue”, pch=19)

text(peso, altura, labels=rownames(x), cex=0.9, font=2)
points(peso[39],altura[39],col="red"” ,pch=20)

y =x[-39]

oy = apply(y,2,mean)

wsigma = cov(y)

mu0 = cbind(63.64,1615.38)

n = dim(y)[1]

p = dim(y)[2]

TO = n*(oy-mu0)%*% solve(wsigma)%*%t(oy-mu0)

FO = T0*(n-p)/(p*(n-1))

falpha = qf(0.001, p, n-p, ncp=0, lower.tail = FALSE, log.p = FALSE)
pvalor = pf(FO, p, n-p, ncp=0, lower.tail = FALSE, log.p = FALSE)



EMV  Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y X5 desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000080 000 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Potencia del test
Hemos visto que

n—p T02

p n—1 ~ }—p,nfp()g)

con A = n(p — p10) "= (1 — o).

Luego, si p # o es una alternativa fija, la potencia del test ¢ e
estd dada por

n—p T¢
P < p n _0 1 > va”_P(a)> =P (fp,n—p()\2) > fp,n—p(a))

que es una funcién de p, n— py de § = (A\?/(p + 1))1/2.
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Propiedades del test

El test de Hotelling es

e invariante por transformaciones lineales no singulares

UMP de nivel « entre los invariantes por transformaciones
lineales.

UMP de nivel a entre los tests cuya potencia depende de
(b = 10) "Z 7 (1 — 1ao)

admisible



EMV  Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y X5 desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 e00 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Propiedades del test

e El test de Hotelling es el test derivado del principio de unién
interseccién

T(x _
Té =supti(a) con ty(a)= nM
a#0 (aTSa)2

e Esto permite obtener intervalos simultaneos. Si llamamos

2 pN
t = ———fon-
p,N(a) N—p+1 p.N—p+1()
tenemos que V (p, X)
| el | ) Teyl
P,y al'x @tﬂﬂ,l((\)ia]uiali } @t}m,l((\) 11—«
K, Vn Vn

lo que provee un método andlogo al de Scheffe para
contrastes.
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Ejemplo: Intervalos simultaneos
Ho : p = g Hi:p # pyg 1o = (63.64,1615.38)" .
Todos los datos menos la observacién (87,1542).
a a'uo Intervalo simultaneo | Bonferroni (k = 2)
tpn-1(cr) = 4160357 | t, 1 o = 3.815427
e1 = (1,0) | 63.64 (58.48, 66.58) (58.82, 66.24)
er=(0,1) | 1615.38 | (1544.00, 1615.70) | (1547.06, 1612.73)

sup to(a) = t3(a) con a=S5"1(x—p)
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Ejemplo: Intervalos simultaneos

T

a a o Intervalo simultaneo Bonferroni (k = 3)
tyn1(a) = 4.160357 | t,_1 o = 3.054448
e = (1) 63.64 (58.48, 66.58) (58.68, 66.38)
e = (1) 1615.38 | (1544.09, 1615.70) | (1545.87, 1613.92)
a— ( Py ) 23471 | (-23.43,-22.44) | (-23.41, -22.47)

sup ti(a) = t3(a) con a=S5"1x— )
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Dos muestras

® X11,---,X1,m i.i.d., X1, € RP, X1,/ ~ Np([,l,l,zl)
® X21,---,X2 i.id., X2 € RP, X2, ~ Np([,l,2,22)

e Supongamos que ambas muestras son independientes entre si

Definamos
n n
_ 1 & _ 1 &
X1:*EX1' X2=*EX2'
ny “ ’J ny 4 J
J=1 J=1
Queremos testear

Ho : pry = po Hy g # po

cuando X1 = ¥, = X > 0 desconocida.
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Dos muestras

® X11y---,X1,m i.id., X1, € RP, X1,j ~ Np(y,l,Z)
® X21,---,X2n, i.i.d., X2 € RP, X2, ~ Np(;l,2,2)

e Supongamos que ambas muestras son independientes entre si
Definamos

1 nl — o m R
n—1 Z(Xf«j — %) (xij — X;)" i=1,2

Jj=1

S;

y sea
_ (n1 - 1)51 + (n2 — 1)52
ni+ny—2

S
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Dos muestras: Teorema
a) Sea

ny np . . —1/— -
T2 = — = (X1 —%)"'S7}x; — %
0 n1+n2(1 2) (X1 —x2)
entonces

nm+nmn—-p-—1
(n+ny —2)p

T02 ~ FP,H1+H2—P—1()‘2)

m ng

con N = 2 (i) — i) "E T (g — pap).

b) Un test para Ho : 1 = o Hi @ pq # po estd dado por

1osi (X — %) "STH(Xy —X2) > t2 4, o(Q)

®(X)

0 si % (il — i2)vl‘sil(i1 — iz) < t;%,n1+n272(o")

N
con t3 y(a) = g2y fon—pr1(a)
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Dos muestras: Propiedades

El test de Hotelling es

e ¢| test de cociente de verosimilitud

o el test derivado del principio de unién interseccion

/ at(x; — x
Tg = sup tg(a) con tp(a) = mm (X1 — %2)
a£0 n—+ no (aTSa)

El supremo se alcanza en

NI

a= S_l(il — ig)

A la funcién H(u) = a"u se la llama funcién discriminante
lineal.

sis de perfiles
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e Una regién de confianza de nivel 1 — « para @ = pq — p esta
dada por

) mnm - 1% < 2
{0 . m(Xl — Xo — O)TS (X]_ — X — 9) S tp7n1+n2_2(04)}

donde

pN
2 n(a) o pia(0)

e Un conjunto de intervalos simultdneos es

n n

1
T 1 1 T ’
a'(xy —xp) & << + ) alSa> tp,m+m—2()
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X2

-2 0 2 4
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Anilisis de perfiles
000000

(ele}
0000000

Concentracién de cinco elementos (Manganese, Barium, Strontium, Zirconium,
and Titanium) en muestras de vidrio tomadas de botellas de seis tipos de
cerveza Heineken.

Mg
56.1
53.8
58.7
54.6
58.6
56.8
54.6
59.2
54.9
61.1
50.4
54.9
58.7
55.3
61.7
59.7
56.3
5.8
53.6
60.6

Ba
170.7
166.2
184.2
170.5
185.2
180.5
170.7
189.6
180.0
191.6
186.7
170.3
192.5
181.5
195.3
182.9
173.8
199.9
1735
192.8

Tipo 1
Sr
145.1
143.3
156.5
158.1
161.3
146.7
142.6
159.9
157.6
169.0
158.9
147.0
157.4
156.0
169.0
150.1
146.5
165.8
158.4
167.2

Zr
77.4
71.6
78.2
75.3
83.9
79.2
74.6
78.9
80.2
90.2
77.6
70.3
74.7
72.4
83.4
78.3
71.4
79.4
78.0
82.7

Ti
267.4
270.0
286.4
273.6
289.9
274.0
263.2
283.6
270.3
304.5
277.8
260.4
279.8
271.3
292.9
271.1
259.0
202.4
268.2
298.1

Mg
58.6
525
61.2
54.0
61.7
59.0
53.9
61.5
57.4
60.5
65.8
55.0
60.8
56.4
63.4
65.4
55.9
59.7
56.9
63.4

Ba
181.5
164.8
197.4
180.6
191.5
182.2
168.2
190.0
180.2
194.3
200.1
163.6
185.3
175.4
190.9
196.4
169.1
188.6
175.2
190.9

Tipo 2
Sr
154.1
143.5
169.0
164.1
166.2
166.6
145.2
168.6
162.6
164.6
167.5
140.6
164.7
159.9
176.3
174.0
152.3
169.4
168.1
176.3

Zr
85.8
80.0
90.8
88.0
99.2
85.1
70.3
80.0
7.7
84.8
86.3
70.2
80.6
79.9
86.8
84.5
71.4
79.6
78.4
86.8

Ti
275.3
260.8
293.6
271.2
290.3
306.0
265.6
300.8
283.5
301.9
307.0
255.6
301.6
290.2
305.0
308.3
281.9
300.5
280.7
305.0
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Ejemplo: Boxplots
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= - —
w s -
2 g4 !
g4 ¢ - gl |
8 —_ g4
o | H i
e E 3 : :
; : gl L :
o b B

T
Tipol  Tipo2 Tipol  Tipo2



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles
o]

(e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 0O0@00000 (ele}
0000000000 0000000

mplo

Eje

9 O = N S T g
w . " . 2 o .
sy P - s .
) ALY I . B . el L.
o e ’ £ Dl
£g] . 5 5 £
S s, = 2ol 2o o000
E e o 5 & . 88 B8 e .,
B o & . N F .
e 2 . .
8 A 2] . 5 :
1.%¢ BN . e o
gls . oft e o B
i % 58 6 6 S % 58 6 & i % 58 6 6 i % 58 6 6
Magnesio Magnesio Magnesio Magresio
g
= — 2] g 2] 3
<] .
el ., & .
2] s & 2] .
el . 8 .o sl .. 8 o
5 .. £ . e ¥ . £ .
. § 81 J Eglc - . S R
. & = .t S
s . . 2
= el s . R .. & o s
§ . ol .
2] & .
165 15 1B 155 165 195 185 155 165 195 1B 155 Lo
Barium Barum Barium Stontium
& & ‘.
2 2 K
N H :
g8 gl .
28 28 .
ol s .
gl
gk, * -
j 185 7 75 80 8 90

Strontium Zirconium



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles
o]

(e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 0O00e0000 (ele}
0000000000 0000000

Ejemplo
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Dos Muestras: X y X5 desconocidos

0O000@000

Ejemplo

Queremos testear

Ho = py = py Hy = py # po
57.860 59.554
182.892 183.832
X1 = 155.467 X2 = | 163.299 X] — Xp =

77.845 81.4887
277.396 291.625

10.825 30.636 23.410 11.915 41.361

109.865 82.385 43.337 129.349

S = 90.452 37.707 121.731

36.826 53.564

219.991

—1.730
—1.390
—6.860
—4.425
—11.545



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

o] [e]e] 000000 000000

o] 0000000000000 000 00000e00 [e]e]
0000000000 0000000

Ejemplo
Queremos testear
Ho : ppy = o Hi oy # po
Obtenemos
mny s \Te—1l(y. _ %
T2: — (X1 — X2 S X1 — X2 = 25.1697
3= (- %) (R — %)
y
_ mtm—p-—1

T = 4.504052

(n 4 —2)p

Como fp py4n,—p—1(0.01) = £534(0.01) = 3.610562 rechazo con
nivel « = 0.01.

Mas adn, el p—valor es 0.002949.



Dos Muestras: X y X5 desconocidos

00000080

Ejemplo

Un conjunto de intervalos simultdneos de nivel 1 — a con @ = 0.01

1
101 :
aT(x — %) & (<%+To) Tsa) Boel)

1 1
= aT(x - %)+ (aTSa) 2 \/2.017667 = a" (X1 — %) + 1.4204 (aTSa) 2

a al (X1 — X2) a'Sa (aTSa)l/? Intervalo
e;1 =(1,0,0,0,0) -1.730 10.825 3.290 (-6.404, 2.944)
e>=(0,1,0,0,0) -1.390 109.865 10.482 (-16.279, 13.499)
es = (0,0,1,0,0) -6.860 90.452 9511 | (-20.369, 6.649)
e; =(0,0,0,1,0) -4.425 36.826 6.068 (-13.045, 4.195)
es =(0,0,0,0,1) | -11.545 | 219.991 | 14.832 | (-32.613, 9.523)
(1,-1,0,0,0)/v2 | -0.240 29.709 5.451 (-7.983, 7.502)

a 2517 2517 1.586 (0.263, 4.771)

Si usamos Bonferroni los intervalos de nivel por lo menos 1 — « son

1
al(x1 — %) + (aTSa> * ¢ donde £ = 1.0496 si consideramos solamente los

vectoresa =ej,...,es y & = 1.0877 para los 7 vectores-dados.



Dos Muestras: X y X5 desconocidos

0000000

Ejemplo

Un conjunto de intervalos simultianeos de nivel 1 — a con o = 0.01

1
11 2
a"(% — %) £ ((E + %) aTSa> ()

1 1
= aT(x—%)+ (aTSa) 2 \/2.017667 = a" (X1 — %) £ 1.4204 (aTSa) :

a Intervalo simultaneo Bonferroni
1,0,0,0,0) (-6.404, 2.044) (-5.183, 1.723)
0,1,0,0,0) (-16.279, 13.499) (-12.391, 9.611)
0,0,1,0,0) (-20.369, 6.649) (-16.842, 3.122)
0,0,0,1,0)
0,0,0,0,1)

(-13.045, 4.195) | (-10.794, 1.944 )
(-32.613, 9.523) | ( -27.112, 4.022)




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
9000000000 0000000

Efecto de no cumplimiento de la hipdtesis 1 = X,

Supongamos que ny y ny son suficientemente grandes como para
que S; ~ X;, entonces

_1
T = O (X1 —%x2)" <(n1 o U 1)52> (X1 — X2)

n—+n—2
1 1_\"!
~ (il —ig)l (Zl + 22) (il — f2) = Dg
no n

Pero (X1 — X2) ~ N(0,(1/n1)X1 + (1/n2)X>3), luego

1 1_\"!
D12 = (X1 — iz)] <21 + Zz) (X1 — X2) ~ \'i(/\z)
n nz
con

1 1o\"
)\2:9T<nl21+nzzz> 6 con 0= p;—p,.

Luego, bajo Hp, 8 = 0, o sea, D12 ~ X,2)-



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles
o] [e]e] 000000 000000
o] 0000000000000 000 00000000 [e]e]
0000000000 0000000

Efecto de no cumplimiento de la hipdtesis 1 = X,

e Sin = no, Dg = D2, o sea, en este caso la distribucién de
TO2 serd poco sensible al alejamiento del supuesto X1 = ¥»

e Si ny ~ ny, Ny y ny son grandes, hay poco efecto ver Ito and
Schull (1964, Biometrika)

e Si n1 y np son muy diferentes, la diferencia entre X1 y X»
tiene un efecto importante en nivel y potencia.



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida

Dos Muestras: Xj y X5 desconocidos Analisis de perfiles
o [e]e} 000000 000000
o 0000000000000000 00000000 00
00®0000000 0000000

Problema de Fisher—-Behrens: Caso nj = n, = n
Definamos u; = x1; —x2, 1 <i < n,

ui ~ N(py — pp, X1+ X3).

Para testear Hy : p; = po Hi : py # po, definamos

2 Te-1-
Tsu=nu S, u

Luego, bajo Hp, T&u ~ Tlf n_1, por lo tanto,

(n - P) TO2,u
p(n—1)

por lo tanto, rechazo Hy si

~ Fp,n—p

w fp,n—p(a) .

T&u >



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y X3 desconocidos Anilisis de perfiles
o]

(e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0008000000 0000000

Problema de Fisher—-Behrens: Caso nj = n, = n

Problema: Este test tiene pérdida de potencia si X1 = X5 pues
estd basado en n observaciones, obteniendo un Hotelling con n —1
grados de libertad,

mientras que

tendrd 2(n — 1) grados de libertad.



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0O000@00000 0000000

Problema de Fisher-Behrens: Solucién Bennet (1951)

Supongamos n; < ny. Definamos

Sean
n
Su=—— (ur—w)(w — )"

n—1
1 i=1

TO2 = m (fl - ig)rl Su 1(?1 - ig)
Entonces, bajo Hp : pt; = o,
TE~T2, ;.

p,ni—

Luego, el test rechaza Hy si

-1
T02>(n1 )p

fo.n—
m-—p P, P(a)



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida

[e] (e]e}
[e]

Dos Muestras: Xj y X5 desconocidos Analisis de perfiles

000000 000000
0000000000000 000 00000000

(ele}
0O0000e0000 0000000

Problema de Fisher-Behrens: Solucién James (1954)
Sabemos que (X1 — X2) ~ N(6,(1/n1)X1 + (1/n2)X>3) luego
D? = (X1 — %»)* LR NS 71(? — %) ~ x3(\?)
1 1— X2 PR 1—X2) ~ Xp
con
1 1_\"
N =0T <>:1+>:2> 0 con 0=p, —p,.
n ny
Un estadistico para testear Hy : @ = 0 es

1 1
V= (X1 —%2)"Syt (X1 —X2) con Sw=—S;+—S>
n n»



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0O00000e000 0000000

Problema de Fisher-Behrens: Solucién James (1954)

1 1
V=(x1 —%)"Si} (X1 —X2) con Syw=—S;+—S>
n n»

Rechazo Hj si

V > kq
donde
2 2
ko = Xp,a(A+BXp,a)
1 1 s-1s;\\°
A= 1+ — J
At ()

2 2
1 1 1 SW'S; SW'S;
= —|tr| — +itr || —
p(p+2);"j—1 2( ( nj >> ( nj



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000800 0000000

Problema de Fisher—Behrens: Aproximacién Yao (1965)

1 1
V=X —%)"'Sy'(X1 —X2) con Sy =-—8;+—S,
n no
Yao aproximé la distribucidén de V bajo Hy por un Hotelling
V~T,

donde

_ _ 1Siem 1/ _ 2
(x1— X2)Tsw1,Tjswl(Xl )

(X1 — X2) Sy (X1 — X2)

1 _22: 1
m j:lnj_l

y min(ng —1,n — 1) < m < n; + ny — 2. Luego, rechazo Hy si
pm

V>— f
m—p+1

p.mfp—i-l(a)

pero esta solucién no es mejor que la de Bennet ya que da niveles
empiricos mas altos sobre todo cuando crece p.



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000080 0000000

Otra opcién: Bootstrap Paramétrico

. 1 1
— — I —1/— —
V=(X1—%2) Sy (X1 —X2) con Syw=-—S81+—S>
m n2
a) Genero
° Xil,...7xin1 iid., XI,J' € RP, XT,jN p(il,Sl)
® X3,y X5, !.I.d., x’Q*J_ € RP, x5 ; ~ Np(X1,S2)
® Xj1,..-,X] , independientes de X3 ;,...,X3 ,,
b) Calculo
1 1
X5 = E * * § : Sx\ ok  <ox\T
X; = ,,T xl,_[ SI n—1 (XI,J_xi)(xi,j_xl) = 1’2
1 1 .
J=1 Jj=1
y definamos

1 1
Vi= (% %) (Sh) (] %) con Sy = -Si+ S
1 2



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X1 y X5 desconocidos Analisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
000000000 e 0000000

Otra opcidn: Bootstrap Paramétrico

c) Repitamos a) y b) Nboot veces obteniendo V7, ..., Vi, o:

d) El p—valor se estima como

k

p= Nboot + 1

donde k es la cantidad de \/j* que son mayores o iguales que
V.

N 1 1
V = (X1 —%2)"Si (X1 —%X2) con Sy =—S; +—S;
n np



Anilisis de perfiles
00000

Supongamos tener una bateria de p tests psicoldgicos que se
aplican a ny individuos de una cierta poblacién. xi,...,Xp, son los
resultados obtenidos.

X ~ N(’l’]7 Z)

El gréfico obtenido uniéndo los puntos (1,71),...,(p,7np) se llama
el perfil de la poblacién.

Supongamos tener una muestra de otra poblacién de ns individuos.
Yi,.--,Yn, son los resultados obtenidos. Supongamos que

yi ~ N(sz)

Queremos comparar los perfiles
(17771),---7(P777p) y (17V1)7"'7(p7yp)'



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: £; y X5 desconocidos Anélisis de perfiles
o]

[e]e] 000000 0@0000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Hipdtesis Hy; Paralelismo




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 [e]e] le]e]e]
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Hipdtesis Hp; Paralelismo o no interaccion

Hoi :mx —mk—1=vk —vk—1 k=2,...,p

Sea
1 -1 0 O 0
o 1 -1 0 ... O

C, = o o ) € R(”*l)x”, rango(Cy) = p—1
o 0 ... 01 -1

Luego testear Hp; es equivalente a testear

Cln = C11/



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 [e]e]e] Je]e]
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Hipdtesis Hp; Paralelismo o no interaccion

Ho1 : Cin = Civ
Definamos
vi = Cix; ~ Np_1(Ci1m,C1ECY)
ui = Ciy;~ Np_1(Civ, C1ECY)
Sea
S (m —1)S1 + (2 —1)S>

ny+ny—2
RO R0 X)) - 9)
= n+n—2
Luego, bajo Hp 1
) mn ,_  _ e v _ o 2
To= o m™ ™ Y)'Ci (C1SCY)  Ci(X—¥) ~ Ty 1 sm—2



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 0000e0
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Hipdtesis Hp; Paralelismo o no interaccion

Ho1 : Cin = Civ

Por lo tanto rechazo Hp si

T2 > (n+n —2)(p—1)
m-+ny—p

fp—l,n1+n2—p(a)



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 [e]ee]o]e] ]
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0000000

Hipdtesis Hy, No hay efecto principal por poblacién

1< 1<
Hoo @ — N = — Vj
02 ij:;_/ pjz:;J

< 4
® o o o
~ o o o

o
= < o o o

o
o 4




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 [ ]}
0000000000 0000000

Hipdtesis Hp, No hay efecto principal por poblacién

1 1<
Hoz:pjz_;njpjzlyj

Si Ho1 y Hp> son ambas ciertas, los perfiles coinciden. Sea
1,=(1,...,1)" € RP, luego
H02 . 1,1;1’] = lgl/

Sea

vi = ].I_T,X;NNl(lg?’],lgz].)
u = 1}yi~ Ny(13v,17%1)

Observemos que 1;X1 =}, . 0j;.



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida

[e] (e]e}
[e]

Dos Muestras: Xj y X;

000000
0000000000000 000 00000000

0000000000

Hipdtesis Hyo

Luego, bajo Hp 2

2 ny np T <
5 = n1+n21( )(1 Sl) l(x y)

O sea, rechazo Hy; si

|ZJ 1(% yj)’ S
e

n2

T2
[IESIp (n% + n%)] 1/2 Tl’”1+n2—2

5 desconocidos  Anélisis de perfiles

000000

oe
0000000

= fl,n1+n2—2



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: £; y X5 desconocidos Anélisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 ®000000

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Ho> 5(771 +u) = 5(772 tr) == 5(77/3 + Vp)




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (e]e}
0000000000 O®@00000

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Hos 5(771 +uv1) = §(U2 twr)=-= i(np + vp)
Si Hop1 y Hos son ambas ciertas, los perfiles son constantes, o sea,
fr]l=n2=...=npyy1=y2=...=yp_




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000

(ele}
0000000000 0O0@0000

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Hoz: z(m+n)=s(m+w)=-=-(np+1vp)
2 2 2
Sea
1 -1 0 O 0
o 1 -1 0 ... O 1
C = .. . } € R(P- )Xp, rango(Cy) = p—1
0 O 0O 1 -1

Luego testear Hys es equivalente a testear

Cilm+v)=0 osea Cin=Cyi(—v)



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0O00e000

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Hos : 5 (m+n1) = 5 (2tve) = - = S(nptvp) osea Cin = Cy(~v)

Definamos

vi = Cixj~ Np_1(Cin, CLECY)
u, = Cl(—y,-) ~ Np_l(—Clu, Clch)
Sea
(n1 — 1)51 + (n2 — 1)52
m—+n—2
o = %) (% = %)+ 30 (v =Yy -9
ni—+n—2




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida

[e] (e]e}
[e]

Dos Muestras: X1 y X desconocidos Andlisis de perfiles

000000 000000
0000000000000 000 00000000

(ele}
0000000000 0O000@00

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Hos : 5 (m+u1) = 5 (2tve) = - = S(nptep) osea Cin = Ci(-v)
Luego, bajo Hys
ny no

ny —+ np

o R
Ts = (X+¥)'CL (C1SCT) ™ CLX+¥) ~ Ty pyimo

Por lo tanto rechazo Hpz si

72 < (m +nm—2)(p—1)

fo _
0 m+m—p p—1,m-+m—p()




EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 0000080

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Hos : 5 (m+11) = 5 (etve) = - = S(nptvp) osea Cin = Cy(~v)

Queremos testear Hys dado que Hp; es cierto, o sea, cuando
sabemos que C;m = Civ. Definamos

mx -+ ny N mmn + nv 1

ny+ np P nm+nm "ni+nm
S — (n1—1)51+(n2—1)52
n—+n—2

Q = (Mm+m—-2)S~W(X,p,n +n—2)
de donde
mCin + mCiv 1

ny + no ’ ny + no
Ci1QC] ~ W(CiXCl,p—1,n +n—2)

Ciz ~ Np—l( Clzcif)



EMV Test para la media: X conocida Una muestra: X desconocida Dos Muestras: X; y ¥, desconocidos Andlisis de perfiles

[e] (e]e} 000000 000000
[e] 0000000000000 000 00000000 (ele}
0000000000 000000

Hipdtesis Hps No hay efecto principal por test

1 1 1
Hos : 5(7}14—1/1) = 2(7724-V2) == 5(77p+Vp) osea Ci(n+v)=0

Queremos testear Hyz dado que Hp; es cierto, o sea, cuando
sabemos que C;m = Cyv. Por lo tanto, Ci1n = Civ =0

Bajo Hps N Hp1, tenemos que

Ciz ~ prl(o, Cl):Cll)

n + np

T02 = (n1 -+ n2) (Cli)T (C15C$)_1 Ciz~ Tsfl,n1+n2*2

Por lo tanto, rechazo Hpz cuando Hp; es cierta, si

72 < (m +nm—2)(p—1)

o _
0 m+nm—p p—1,m+np—p(¥)
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