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Tenemos k poblaciones o grupos diferentes Py, ..., Pk y un vector
x € RP que puede pertenecer a cualquiera de esas poblaciones.

a) G una variable aleatoria que indica la pertenencia al grupo,

Enfoque bayesiano,
e ©={Py,...,Px} o en forma simplificada tenemos una variable

aleatoria G que toma valores {1,...,k}.
e Sobre © definimos una probabilidad a priori 7 que es discreta y
es tal que P(G =j) =;
b) La distribucién de x varia segin el grupo de pertenencia.
Si x pertenece a la poblacién P; entonces x tiene densidad f;,

c) Para dar una regla de clasificacién daremos una particién de RP
en k conjuntos disjuntos



Discriminacién
0e0000

Definiciones
La densidad marginal de x estd dada por

k
60 = Y- mfi(x)
j=1
y la probabilidad condicional de que una observacién pertenezca a
P; dado que x = xp, estd dada por
mjfj (o)

25:1 mefy(xo)
La cantidad gj(xo) es la probabilidad a posteriori.

qj(x0) = P(G = jlx = x0) =

Definicion 1.

Una regla de clasificacién es una variable aleatoria G*(x) tal que
G*(x) = si xeg;

donde {G1,...,Gk} es una particién de RP.
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Definiciones

Podemos ver a G* como la pertenencia predicha mientras que G es
la pertenencia real.

La teoria de clasificacidn trata de encontrar reglas de clasificacién
Sptimas en algiin sentido. Lo ideal seria que P(G* = G) = 1, pero
esto no es posible.

Definiciéon 2. Para una regla de clasificacién G* con regiones de
clasificacién {Gi, ..., Gk}, la probabilidad de asignar la observacién
x a P; cuando en realidad, x € P; es

pij =P(G* = i|G =j) =P(x € G;|G =) = / fi(x)dx

i

Observemos que fozl Pijj = L.
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Definiciones
A veces es posible asignar un costo ¢;; > 0 a la clasificacién de
una observacién del grupo j en el grupo i. En muchos casos se

elige cjj = 1sii#].
Definimos

a) La funcién de pérdida como

. Gl Sl I#]J
LRy 1) = { 0 /ij

k
L(P;,G*) = L(jG*) = Y cyl(x € Gilx € P))
i=1

donde ¢;; = 0.
b) El riesgo de G* es
k k :
R(Pj, G*) =E L(P;,G*) =Y cypij = Y _ Cilj Z f:(x)dx
2 =YY

=1 /
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Definiciones
El Riesgo de Bayes de una regla de clasificacion G* serd

r(r, G*) = ER(©, G*) ZZMJ CiiPij = ZZ“J ,J/

Jj=1 i#j Jj=1 i#j

En particular, si ¢;; = 1 si i # j tenemos que

r(r, G") ZZWJPMJ =1- ZWJPJIJ =1- ZWJ/

J=1i#j

que se llama la probabilidad total de mala clasificacién ya que
coincide con P(G* # G).

Si k =2y cjj=1sii# jtenemos que

r(T, G*) =1 + g [772f2(x) — 7T1f1(X)] dx
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Definiciones

1. Diremos que una regla de clasificacién Gj es Bayes respecto
de la distribucién a priori 7 si

r(r, Gy) = n&in r(r, G*)
2. Diremos que una regla de clasificacién G§ es minimax si

max R(Pj, 6g) = min max R(P}, G")
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Propiedad

La regla Bayes respecto de 7 clasifica x € P; si x € G; o donde

Gio={xeR": Zﬂpb ZWJCZU x) Vl#i}

o sea, clasifico x € P; si

K k
D myeifi(x) = min > _ wjeq;fi(x)
=1 =t

siendo la asignacién en la frontera de G; o arbitraria.
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Casos particulares

a) Supongamos que c;; = 1 si i # j entonces la regla Bayes
clasifica x € P; si x € G; g donde
Gio = {xeRP: mfy(x)<mifi(x) VL#i}
= {xeRP: qux)<qi(x) VL#Ii}
es decir, clasifico x € P; si gj(x) = maxi</<k ge(x) siendo la

asignacién en la frontera de G, g arbitraria. Por lo tanto,

i) la regla Bayes coincide con el criterio de minimizar la
probabilidad total de mala clasificacién.

ii) la regla Bayes coincide con el criterio de maximizar la
probabilidad a posteriori.

iii) si ademds, m; = 1/k, 1 < j < k, la regla Bayes coincide con el
criterio de maxima verosimilitud, que asigna x a la poblacién que
maximiza la verosimilitud de x.
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Casos particulares

b) Supongamos que k = 2 entonces la regla Bayes clasifica x € P;
si x € G109 donde

Gio = {x € RP: Alx) > W2C1|2}

h(x) = Tioy

i) Simacyp = M6y la regla Bayes da el criterio de maxima
verosimilitud. En particular, si ¢jj = 1si/ = J, el criterio de
maxima verosimilitud es la regla Bayes asociada a m = m = %

i) si ¢y = 1si i#jym=1—a, m=a 0<a<]l,entonces la
regla Bayes clasifica

e xc Prsi

f
Xegl,OZ{XERp: 1(X)>a= @ }
e xcPosi

XEgz,OI{XERPZ
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Casos particulares
b) ii) Sea ag tal que

/gm hH(x)dx = /gl0 fi(x)dx

Luego, la regla Bayes respecto de 7 = (ap,1 — ag) con
ag =1/(1+ ap) iguala riesgos y es la regla minimax.

c) Supongamos que x = (x1,x2)T con x; € RY y que x; y X, son
independientes en todas las poblaciones, o sea, f;(x) = h;j(x1)¢;(x2).
Mas adn, supongamos que ¢j(x2) = ¢(x2) para todo j. Entonces, la
regla de clasificacidn se basa solamente en xi, es decir, la regla Bayes
clasifica x € P; si x € Gi o donde

k k

Gio= {X = (Xl.Xz) € RP: Z TTjC,"j/?j(Xl) < Z FJ'C,U/U(Xl) VY i I'}

=1 j=1

o sea, clasifico x € P; si ijzl 7;cijyhi(x1) = ming Zj;l micoihi(x1).
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Hasta ahora supusimos que la distribucién de x en cada poblacién
es conocida. En la mayoria de los casos esto no ocurre y tenemos
alguna de las siguientes situaciones

a) la distribucién es conocida salvo por algunos parametros que
deberemos estimar, f; = fi(-, 6)
b) la distribucidn es parcialmente desconocida, o sea, sabemos por
ejemplo que
g LX)

_ T
ngz(x) a+6'x

c) la distribucién es desconocida

En a) y b) estimamos los parametros. La regla en este caso se estima por
Gg reemplazando los pardmetros desconocidos por sus estimadores.

Entonces, necesitamos conocer las probabilidades de error cometido, o
sea, aproximar r(7, G§) y R(P}, G§).
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Error 6ptimo de clasificacion

El error de mala clasificacién de la poblacién j
k k
REPG5) = > oy = > [ )ax
i#i i 7Y
Si k = 2, llamaremos
e1opt = R(P1,Gy) = / i(x)dx =1 —/ fi(x)dx
G20 G1,0

€2.0pt = R(P27 Ga() = fQ(X)dx =1- / fz(X)dX
G1,0 G20
€opt = T1€1,0pt T T2€2 opt
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Error éptimo de clasificacién si f; = fi(-, 6)

El error de mala clasificacién de la poblacién j

k k
R(PG5) =Y i =3 [ 600,

i#j i#j
Si k = 2, llamaremos
el,opt = R(Pl, Gg) = / fl(X, Ol)dX =1- / fl(X, 01)dX
G20 G1,0

erop = R(P2,GY) = [ F(x68:)dx=1 —/ f(x, 02)dx
G1,0 G20
€opt = T1€1,0pt T T2€2 0pt
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fi = fi(-,0;), 6, desconocido

Hasta ahora supusimos que la distribucién de x en cada poblacién
es conocida. Supongamos que la distribucién es conocida salvo por
algunos parametros que deberemos estimar, f; = f;(-,0;) y sea

~

* 0; un estimador de 6; basado en la muestra x;1,...,X; ;-

~

* 5(x) = £(,9))

entonces la regla Bayes, con ¢;; = 1si / # j, se estima por la regla
Gg que clasifica x € P; si x € 5;70 donde

Gio = {xeRP: mf(x)<mfi(x) V+#i}

Se sugiere que n; sea tres veces por lo menos la cantidad de pardmetros
0; a estimar y el ndmero puede ser mayor si los grupos no estan bien
separados.
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Calculo errores de clasificacion f;, j = 1,2

Se definen varios tipos de errores

a) El error actual

o = RPLGS) = [ Adx=1- [ A(x)dx
G20 G

€ act = R(Px, 8‘5) = /A h(x)dx =1 / f(x)dx
G1,0
€act = T1€l,act + T2€2 act

Claramente, eqpr < €act

b) La tasa de error actual esperada

Eeacr = 7"'IIEel,act + 7r2Ee2,act
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Estimacidon de los errores de clasificacidon
1) El estimador plug—in

/e\j,act = Z/ dX—]. /@\ E(x)dx

HJ 4,0
€act = g Ty ek,act
Jj=1

Este error se basa en la corrrecta especificaciéon del modelo pero
ademas en muchos casos, como veremos, subestima el error

real egpt.
Sik=2
/él,act = /A /f;(x)dx =1- / /f;(X)dX
G2,0 G1,0
2273“ = N /f;(x)dx =1- N /f\z(x)dx Cact = 7T1/él,act + 77232,act

G1,0 G2,0
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Estimacidn de los errores de clasificacion

Sea ~
/F,(X) = 7r,-f(x, 9,‘)

un estimador insesgado de
r,-(x) = 7T;f(X, 9,‘)
es decir,
Eg7i(x) = ri(x) para casi todo x
Entonces, si ¢j; = 1 para i # j se cumple que

E(-)eact < €opt < Eﬂeact
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Estimacidn de los errores de clasificacion

2) La tasa de error aparente.

Consideremos la regla basada en las regiones ‘.—:/’\j,o. 1<j<ky
sean

n; j = #{xj, clasificadas en la poblacién P;} = #{xj, € (jj‘o}

k
nj = E n;; el total de observaciones de la poblacién /—ésima,
j=1
k
~ nj Z
T = — ¢con n= n;
n -
i=1

m; = #{x;; mal clasificadas } = Z njj
J#i
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Estimacidn de los errores de clasificacion

2) La tasa de error aparente es

m k

I

Ciapp = - Capp = E Ti€,app
j=1

1

k k
€app = Ti€j,app = n
j=1

El método basado en €y, se llama también de resustitucion.

Este estimador del error es muy optimista ya que tiende a
subestimar la probabilidad real de error, pues los mismos datos
se usan para armar la regla (estimar los pardmetros) y para
evaluar la regla resultante. Los estimadores de los pardmetros
obtenidos son los que mejor ajustan a los datos y por ello
tiendo a clasificar mejor.
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Estimacidn de los errores de clasificacion

2) Veamos un ejemplo de como la tasa de error aparente
subestima.

Sea X € Ry supongamos que n; = ny = 1, o sea, tenemos las
observaciones xj y x» de la poblacién 1y 2, respectivamente.
Supongamos x; > xo.

Consideremos la regla de clasificaciéon que asigna x a P; si
x > (x1 + x2)/2 y al grupo 2 en otro caso.

Entonces, €,,, = 0, lo cual es demasiado optimista.
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Estimacidn de los errores de clasificacion

3) El estimador de convalidacién cruzada.
En este método se sacan las observaciones de a una. Con los
n — 1 datos restantes se arma la regla y se clasifica la
observacién extraida. Sea

a; = #{x;y mal clasificadas ,1 < /¢ < n;}

3 k
i
€icv = ’T ecv:§ Ti€icv
i :
i=1

k

Zk HEE
~ ~ i=1¢i
€cv = Ti€icv =

i=1

n
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Estimacidn de los errores de clasificacion

El estimador de convalidacién cruzada.

Este método da estimadores consistentes del error pero con
varianza grande.

Obviamente, es mas costoso computacionalmente pero da
resultados mas honestos y deberia ser usado si es posible.

En el caso normal, las férmulas para los estimadores de los
parametros evitan efectuar el calculo de la regla en cada paso.

Otra opcién es usar el método de M—fold que divide la
muestra total en M grupos y construye la regla con M — 1
grupos mientras clasifica el grupo restante, sucesivamente.
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5) El estimador bootstrap.

Como e app €s sesgado, Efron (1979) sugiere estimar su sesgo
usando boostrap.

a) Para cada 1 </ < k, tomamos una muestra xj, con reemplazo de
la muestra original de la poblacién P;, de tamaiio n;.
b) Construyamos la regla de clasificacién basada en esta muestras
Pk, . S
que llamaremos G;*" con regiones G7. Sean

m; =#{x;, mal clasificadas 1 < /¢ < n;} = #{x}, ¢ g\f,o 1<¢<n}
m™* =4{x;; mal clasificadas 1 </ < n;} = #{xis ¢ éf,o 1 <4< ni}

*kk *
m* —m’
di — i i

nj

c) Repitase a) y b) un niimero B grande de veces. Sea d; s el valor

de d; en la replicacién s y defina d; = 25:1 dis
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Estimacidn de los errores de clasificacion

5) El estimador bootstrap.
El estimador bootstrap se define como

m: k

[

€i,boot — F‘i‘di ebootZE Ti€j boot
! i=1
k

€boot = g Ti€j boot

i=1

Caso Normal Il
[e]e]
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fi ~ N(pj, Z;)

Supongamos que ¢;; = 1 si i # j entonces la regla Bayes clasifica
x € Pj si x € G g donde

) fi(x)

Gio = {xeR": ;’_<f€(x) Ve #£ i}

= {xeR”: Iog<2E§;>>|Og<Z> Ve F# i}
donde

filx)\ 1, det(x,) 1
Iog()cé(x)) = = v =

(750 Sy TIE 1Y) Sy

2 % det(z;) 2
1
S O (ET T ) = 2 (B - B ) )

o sea, obtenemos una forma cuadratica en x.
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En este caso,

fi(x)\ _ T B+ p
e

1 B 1
SHi) = T (x = Spae)

= wE(x-
Por lo tanto, si llamamos
ry—1 1
Li(x) = logmi + p; 77 (x — ili/)
asigno x al grupo con mayor L;(x), o sea, clasifico x € P; si

i) = 2 b

Simj = 1/k para todo j, esta regla de clasificacién es la obtenida
antes con las coordenadas discriminantes.
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Caso Xy =X
En este caso, asigno x al grupo con mayor L;(x) donde llamamos
Te—1 1
Li(x) = logmi + p; 27" (x — S ;)

Las funciones

Me— i + p
die(x) = Li(x)—Le(x) = (p;—pee) ' E™ (X - M)HOg mi—logmy
se llaman funciones discriminantes y djs(x) = —dy;(x).

Sea ajy = X (p; — py). Luego

dig(x) = a& (x — W) + log m; — log 7y .
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Caso 2, = X

Si tenemos k poblaciones, sélo necesitamos encontrar
. ) . ., k
r = min(p, k — 1) direcciones de proyeccién en lugar de ( > )

Efectivamente, basta conocer a1, 1 <i < k—1ya que

Q42 = O j+1 — Q4142

Ejemplo: Si k = 3 y obtenemos que
Si Ly(x) > La(x) y La(x) > L3(x) = L1(x) > L3(x).

Si ademds p = 2 cada ecuacién dj(x) = 0 es una recta y las tres
rectas se cortan en el mismo punto ya que

d13(x) = L1(X)—L3(X) = Ll(X)—L2(X)+(L2(X)—L3(X)) = d12(x)+d23(x)
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Si k=2, como =X (p; —pp)

dia(x) = a” <x — W) + log w1 — log mo

es la regla discriminante lineal de Fisher que clasifica en el grupo 1
si d12(X) > 0.

El hiperplano di2(x) = 0 determina un hiperplano que separa los
dos grupos.
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Caso Xy =X

Veamos que si m; = 1/k para todo j, la regla de clasificacién Bayes es la
obtenida antes con las coordenadas discriminantes.

Tp = i milp; — E)(; —B)", s = rango(Ep)
e z=z=ATx=(z],2])7 el vector de variables discriminantes con

A= (al, . ,ap) = (A17A2) donde A]_ = (al, .. .,as)

o z(U = ATx, z® = ATx

e v; = ATy, entonces ng) =

Six|G =i~ N(p;,X) vimos que

z|G =i~ N(vj,lp,)
0 sea,
VIG=in~ N(ugl). ls) 2@ ~ NP 1, )
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La regla que vimos asignaba x¢ al grupo i si vo = ATxq € G; donde

G = {veR: |v-uV<v-o| e}
1 1
= {ver: M- 51/51)) > @M (v - éVS)) Ve £ i}
(1) (1)
= {vers: @M _pMhr <v - ”?) >0 VL#i}
Esta regla es Bayes cuando 7; = % para todo j.

Para una probabilidad a priori 7 general tenemos que modificar G;
por G; -, 0 sea, asigno Xq al grupo i si vo = ATxg € G; . donde

Gir = {veR: |v—uV|2—2log(m) < v - v{V|? — 2log(m) V¢ # i}

. ) ()T o) +I/(1)
{veR*: (v;’ —v,;”’) v—f >|g( )VE#I}
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6 ~ N(l’l’_j7 Zj)! J — 172
Definicién. Supongamos que x|P; ~ N(p;, X)), j = 1,2.

Se dice que x estd dada en forma candnicasi gy =0, X1 =1,y
2, es diagonal.

Llamaremos N = X, = diag(A1,...,Ap) Y o = 6 = (01,...,0p) .
Propiedad. Supongamos que x|P; ~ N(u;,X;), j = 1,2 donde

Y; >0, X, > 0. Entonces existe ' € RP*P no singular tal que
z =T"(x — p;) estd en forma candnica.

r=(c)'sg

° 21:CCT

e (3 son autovectores de C 1%, (Cfl)T
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Por lo tanto, si ¢;; = 1 si i # j entonces la regla Bayes clasifica

x€Pyrsiz=T"(x—p;) € G1 donde

Gio={zeRP: log (gg;) > log (Zj)}:{zeRp: Q(z) > 0}

con

p
Q(z) = Z aiz? + Z bizi + ¢
i—1

1

1 i
(-1 PN
1¢ 1 62
c = Iog<m>+22Iog)\s+2Z;
s=1 s=1""7°

p
=
1
2

™2

La ventaja de la forma candnica es que los términos de la forma
ajix;x; desaparecen lo que hace mas facil de entender la regla de
clasificacioén.
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Ejemplo p =2

Tomemos 7 = m = 1/2 y los siguientes valores para § y A

Caso ‘ 51 52 )\1 )\2 ‘ all ano b1 b2 ‘ Cc
A 2 1 04 01 075 45| -5 -10] 8.391
B 2 -1 4 025]-0375 15| -05 4 2.5
C 3 1 4 1 -0.375 0 | -0.75 -1 | 2.318
D 2 0 10 1 -0.45 0 -0.2 0 | 1.351
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Ejemplo p =2, Caso A

X2
2
1

-2 0 2 4 6

X4
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Ejemplo p =2, Caso A

Xz
2
|

-2

X1



Discriminacién Errores de clasificacion Caso Normal | Caso Normal Il

000000 000 0000000 (e}
00000 0000000000 000008000 000000000000 00000000
00000 000000000000

Ejemplo p = 2, Caso A: Regla Lineal como si £; = X, lo cual es FALSO

© -
< G,
X N
o -
o~
|
T T T T T
-2 0 2 4 6
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Ejemplo p =2, Caso B

X2
2
1

X4
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Ejemplo p =2, Caso B
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Ejemplo p = 2, Caso B: Regla Lineal como si £; = X; lo cual es FALSO
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Ejemplo p=2, Caso C, ax =0
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Ejemplo p=2, Caso C, ax =0
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Ejemplo p =2, Caso C: Regla Lineal como si £; = X, lo cual es FALSO

Xz
2
|

-2




Discriminacién
000000
00000

X2

Errores de clasificacion

000

0000000000

Caso Normal | Caso Normal Il

0000000 (e}
000000000000 e00000000 00000000
00000 000000000000

Ejemplo p=2, Caso D, a» =0, b, =0
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Ejemplo p=2, Caso D, a» =0, b, =0
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Ejemplo p =2, Caso D: Regla Lineal como si £; = X, lo cual es FALSO
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Ejemplo p; = (—1,0.5), p, = (1.5, -0.5), ; =

s _( 1 -08
< — =08 1T )

G,

06 1 '
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Ejemplo p; = (—1,0.5), p, = (1.5, -0.5), ; = 06 1 )
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Ejemplo p; = (—1,0.5), p, = (1.5,-0.5), X1 = ( 1 06 )

06 1
1 -08
X2 = ( -08 1 )

Datos transformados z = F"(x — p4).

—0.5590 —1.1180
—0.5590  1.1180

A1 = 0.125 A =45
a;n = 3.500 ax = —0.3889
by = 6.708 by = 0.8696 c=5.325
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Datos transformados z = I (x — p;)
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Datos transformados z = I (x — p;)

-2

Y2

-4

-6
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Datos transformados z = I'"(x — u,), Regla Lineal como si X; = X lo cual es FALSO
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Calculo errores de clasificacién f; ~ Ny(p;, X), j = 1,2

o a=%"Y(u — ),
e la regla Gj clasifica en el grupo 1 si x € Gy 9, con
g170 = {X : dlg(x) > O}

dia(x) = <x — (H12+“2)> + log m; — log o
2_ 7 - T -1 T
AL =a (pg — o) = (g — o) 77 (g — ) = @ T
Luego

R(P1 G) = [

G0

A(x)dx =1 —/ fi(x)dx

G1,0
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Calculo errores de clasificacién f; ~ Ny(p;, X), j = 1,2
En P1, x ~ Np(p1, X) luego

a’™x ~ Na"u,a"Za) = N(a™ s, Alz,)

de donde
log (”2) I
R(P1,G}) = ® !
AP
log (Zz) + %Ai
R(P,G5) = of - <
P

eopt = (7, G§)

|
i
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Calculo errores de clasificacién f; ~ Ny(p;, X), j = 1,2

Si m = m = 1/2 entonces

1
R(P1, Gy) = R(P2, Gg) = & <— 2Ap>

y Gg es minimax.

En general, la regla minimax asigna al grupo 1 si

D(x) = a” (x - W) > log(c) donde c se elige de modo que
1 1
log(c) — fAf, —log(c) — =A2
2 _ 2 °
¢ =¢
A, Ap

que tiene como solution ¢ = 1 coincidiendo con el método de
cociente de verosimilitud.
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Calculo errores de clasificacion f; ~ Ny(p;, X), j=1,..., k

e la regla G§ clasifica en el grupo i si x € G; g, con

Gio={x:dj(x) >0Vl # i} ={x:Li(x)= max Le(x)}

(%) = Li(x)—Lo(x) = () = ( - W>+|og ri—log

o A% = (p;— )" T (1 — )

Luego

RP,G =Y f,-(x)dx:l—/ f(x)dx
0£i Geo Gio
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Calculo errores de clasificacion f; ~ Ny(p;, X), j=1,..., k

En Pj, x ~ Np(p;, X) luego

1
d,'g(x) ~ N <2A,2g + |og7r,- — Iogm, A,2€>

Mas atin, el vector d;(x) = (dje(x))ei tiene distribucién normal
(k —1)—variada y

Cov(di(x). dy(x)) = (i — ) 7 (1 — )

Si k = 3 se pueden calcular, facilmente.
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fi ~ N(p;, X;) con p;, X; desconocidos
Supongamos tener x;; ~ N(p;, X;), 1 <j < n;, 1 < i < k entonces
estimamos p; y ¥; por

Q 1 ¢ - T

= > (xig = %i)(xij — Xi)
1 J:]-

Clasificamos x € P; si x € QA;,O con

G0 = (xeR: og [ 10 o jog (T ,.
Gio = {xeRF: Ig<?()>>|g<wl> Ve # i}

f 1

donde ?,(x) = f(x

fi(x)
8 (%))

a/\ivsi) con f(X,[,l,,Z) ~ N(H7z)

u
1 det(Se) 1 a1~ ~Te-1n
2 — —(a¥sTin. —
218 der(s;) 2 (B S; ' — 1y S, M y)

R R T PR Ca



Discriminacién Errores de clasificacion Caso Normal | Caso Normal Il

000000 000 0000000 oe
00000 0000000000 0000000000000 0O0000000 00000000
00000 000000000000

fi ~ N(p;, X) con p;, X desconocidos
Supongamos tener x;; ~ N(p;, X), 1 < j < n;, 1 <i < k entonces
estimamos p; y X por

k
~ 1
i = X S_n—k;QI_

Clasificamos x € P; si x € é;,o con
Gio = {xeRP: TLj(x)>1Lyx) Vl#£i}={xcRP: di(x)>0}
donde

T

)(xij — %)

Iljl

o 1.
Li(x) = logm; + i S~ (x — 5 /i)

Q)

w(x) = Li(x) = Le(x) PO
_ |Og< e>+(u, fi,)"'s™! (’“W)



Discriminacién Errores de clasificacion

Caso Normal | Caso Normal Il
000000 000 0000000 00
00000 0000000000 000000000000000000000 ©0000000
00000 000000000000

Estimacién de los errores de clasificacién k = 2, f; ~ Np(p;, X)

En el caso normal clasificamos x € Py si 812()() >0
dia(x) = log (?) + (X1 —%2)"S™! <x — X1+X2>
2

2
us ~ X1 + X
= log (1> +a” (x— 12)
T 2
Por lo tanto, como si x ~ N,(ptq,X) y si llamamos 02 = a' Za,
X1 =(x1,1,---,X1,n) Y X2 = (X2,1,...,X2,p,), €ntonces

le(x) ~ N<2112(,ul).02>
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Estimacién de los errores de clasificacion kK = 2,
f} ~ NP(l'l’j7 z)

€l,act = /\ fl(X)dX = /A ﬂ(X)dX
G20 di2(x)<0
=P (&T <x - x1+x2> + log <7T1) < 0Jx ~ Np(peq, Z)>
2 T
o o

Por lo tanto,
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Estimacién de los errores de clasificacion kK = 2,
6' ~ NP(I"’j) z)
T 1 T 1
log (22 ) — =D? log (=2 ) + =D?
. 1 2 P 1 2 P
€sct = M P +md | —
Dy Dy
donde
2 AT -~ ~ ~ ~\T =1/~ —~
Dp =a (U1 — Hp) = (K1 — Bp) S (Hy — Hp)

Si 1 y o son desconocidos se estiman por ni/ny ny/n, con
n=ny+ np. Si T =m = 0.5, entonces

~ 1
€act = $ (— EDP)
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Estimacién de los errores de clasificacion kK = 2,
Como EF,, 1,(A) = va(v1 + A)/[vi(ve —2)] sivp > 2y

m+m—-—p—1_, 2
TS ~ F —p—1(A
(nl T, — 2)p 0 p,ni+n2—p 1( )
con \? = (1) — 1) E T (g — ) y
niny ,_ _ —1/— _
T2 = — = (X1 —%)"S 1(x; — x
5 n1+n2( 1—X2) (X1 —X2)

tenemos que

n—?2 pn
ED2= ——_ (A2 4+
P n—p—3( p+n1n2>

Dg sobreestima a A,ZJ y por lo tanto, €, subestima el error real
€act-
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Estimacién de los errores de clasificacion kK = 2,
X‘x S Pj ~ 6 - f}(xa 9])

Esto se explica también pues recordemos que probamos el siguiente
resultado

Lema. Sea 7(x) = fi(x, 8;)m; un estimador insesgado de ri(x), o
sea, E57i(x)|x = ri(x) para casi todo x. Luego

Eeact S eopt < Eeact
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Ejemplo Manzanos
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Ejemplo Manzanos
B: Asignado al grupo 1, e asignado al grupo 2, A asignado al grupo 3

Manzanas
25 30 35 08 10 12 14 16
I - o
S
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o |
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an " L
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Ejemplo Manzanos: Regla LDA: Bien clasificados, Mal clasificados

Partition Plot

app. error rate: 0.333
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Comparacion entre LDF y QDF, k =2

En general la decisién de elegir entre la regla lineal (LDF) y
cuadrética (QDF) se hace en base al resultado del test para
Hy : X1 = X,. Si el test rechaza se usa QDF.

A pesar de que esta decisién es razonable ya que LDF es
Optima si Hy es cierta, hay un niimero importante de trabajos
que muestran que aunque no lo sea, LDF es tan buena como
QDF.

Uno podria basar su decisién en elegir el método que da
menor error aparente, €,p, l0 cual es peligroso ya que este
estimador del error subestima el error real, e;+. El calculo del
error actual esperado sélo puede hacerse por simulacion.

Una opcidn es utilizar el e, para elegir entre ambas reglas.
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Comparacion entre LDF y QDF, k =2

En general, LDF es buena para pequenos alejamientos de
Ho : X1 = X5. El mejor comportamiento de QDF depende del
tamafio de las muestras y de la dimensién.

e Para n; y ny pequenasy p < 6 hay poca pérdida al elegir LDF.

e Para ny, ny <25y p grande y/o diferencias entre X1 y Xy,
LDF es preferible.

e Sin embargo, cuando p grande y X1 y X5 son muy distintas,
la probabilidades de mala clasificacién ej st y €2, ac+ pueden
ser muy grandes para un uso practico
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Comparacion entre LDF y QDF, k =2

e Si X1 # X, y la diferencia es grande y p > 6, QDF es mucho
mejor que LDF si el tamaio de muestra es grande.

e Se recomienda para p=4, ny =np, =25

e 25 observaciones adicionales cada dos dimensiones, o sea, para
p = 6,8, 10 se necesitan n; = n, = 50,775,100

e Para n; > 100 y p moderado los resultados asintéticos que
favorecen QDF se alcanzan bastante rapido.

e QDF se deteriora rapidamente si p crece porque S; no provee
una estimacién confiable de X; si p es una fraccién moderada
de n;.
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo

Seanyj, 1 <j < nj, 1 =1,2 medidas correspondientes a hijos
varones mellizos

® n; = 49 gemelos (monocigota) e np, = 40 mellizos (heterocigota)

Se midieron

e altura,
e ancho de cadera,
e Circunferencia del pecho

del primer y segundo nacido, dando origen a un vector de
dimensién 6.
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo
Las coordenadas del vector y;; son

e Las tres primeras mediciones corresponden al primer hijo, o sea,
Yij.1:Yij.2,Yij3 son las medidas de altura, ancho de cadera y
circunferencia de pecho del primer hijo en el par de mellizos j del
grupo I.

e Las tres dltimas mediciones corresponden al segundo hijo, o sea,
Yij.a:Yijs,Yije son las medidas de altura, ancho de cadera y
circunferencia de pecho del segundo hijo en el par de mellizos j del
grupo i.

Es natural suponer que tanto para el primer como para el segundo
hijo las medidas tomadas tienen igual media es decir

Eyije = Eyijets, (=1,2,3
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo
Definamos
® Xij1=Vij1— Vij4
= diferencia de altura entre los j—ésimos gemelos del grupo /
® Xij2 =VYij2~ VYij5
= diferencia de ancho de cadera entre los j—ésimos gemelos
del grupo i
Luego,

Exj=0 i=12 1<j<n
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo

mellizos gemelos
[ ]
[ ] (24
® o
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
o o
o ©
° ® 9
[ ]
-10 -5 0 5 10 15

dif STA
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo

mellizos gemelos
[ ]
[ ] [ 14
® o
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°® °
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[}
® o ( }
o @
[ ]
° ® e e °*
[ ]
[ ]
[ ]
-10 -5 0 5 10 15

dif. STA
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Modelos parsimoniosos
e xj ~ N(0p,piX) conp;1 =1,1=1,2

La regla de discriminacidn en este caso es:
Gio = {x: Q(x) >0}

con Q(z) = x"Ax + ¢

1-— /)Zfl
2p
c = log <m> +g log(p)

(b

Caso Normal Il
fole)

00000000
000000008000
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Modelos parsimoniosos
Sean xj; ~ N(0p, piX) con p1 =1,1<j < nj, 1 =1,2. Definamos

n:
1 1
T
M’- = — E xeij
nj <
J=1

Los EMV de p y X resuelven

= 1 1
2 = <H1M1 + AnzMz)
D

= 3

p = ;traza(f_lMg)

con lo cual

~ 1—pa-1 . T P .
A= > Cog (M) 4 Py
2p ‘ 8 <’/TQ> 2 og(p)
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo

Seanyj, 1 <j<n;, 1=1,2. np =49 son los gemelos y n, = 40
los mellizos. Definimos:

® Xij1 = Yij1 = Yija

¢ Xij2=VYij2~VYij5

M)

B 3.8166 0.6462
a 0.6462 0.6473

p = 7.070
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Modelos parsimoniosos: Ejemplo

mellizos

gemelos

dif STA

5 10 15
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00000000
000000000008
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