Algebra 1
Practica 6: NUmeros Complejos
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Calcular la suma, el producto y sus partes reales e imaginarias.
Calcular también el inverso de z y de w. Verificar la validez de
las propiedades para los siguientes casos:

z=1+i w=v3-3j

SUMA : z+w = (140)+(V3=3i) = 14+V3+(1-3)i = 1+/3-2i

— Re(z+w)=1+V3, Im(z+w)=-2
PRODUCTO :z-w = (1+1i)- (V3 —38i) = V3+3+ (V3 —3)i
— Re(z-w)=+v3+3, Im(z-w)=v3-3
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INVERSO dez = z7' = 5= = =

pues comprobemos

1—i_ (+na0-n_2_

2V (1
z-z (+I)2 > -

INVERSO dew — w-'— L _ W _(V8-3i) V3+3i
wo|wf? 12 12

pues comprobemos

V3+3i  (V3-3i)(vV3+3i) 12

=-==1

w-w ' =(v3-3i)
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Propiedades :

a)z=(1+)=1—-i=1+i=2z

b)z+w=(1+i)+(V3-3i)=1+v3+(1-23)))

=14+v3-2i=1+V3+2i

Por otra parte, z + w

=1+ +(V8-8)=(1-N)+(V3+3) =1+ V3+2i
c)Z-w=(1+1i)(v3-8i)=v3+3+(V3-3)i
=V3+3—(V3-3)i

Por otraparte, z- w = (1 +i)-(V3 — 3i) = (1-i)-(V3+3i) =z~ w
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d) |z - w|=|(1+i)-(vV3=3i)| =|vV3+3+(vV3—23)i|

:\/(\/§+3))2+(¢§—3)2:\/12+2¢§+12—2¢§
=26 =|z| ||

4
-1 _ = .
e)z ~ R
. . z 1+ 1—i W
S/z:1+/:|z|2: 5 =3 =z
pues comprobemos
_ AR 1+n(1-i 2
. 1: p— = — =
z-z (1+/)( 5 > 5 5 1
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Entonces

?=m212+i=(1 -0 =@
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Médulo y Argumento

Sean z, w € C entonces

1) lz-wl=|z]-|w|

la cual implica la validez de

2) |27 =2

3) arg (z-w) =arg(z) + arg(w) + 2kn : kK € Z
la cual implica la validez de

4) arg (Z"y=narg (z) +2kn : k € Z
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Valores de Senos y Cosenos Notables del 1er Cuadrante

e n T T
"% s lals 2"

1 vV2|V3

V3| v2 ]| 1
COSG‘l?? E 0| -1

June 4, 2021 8/36



Calcular el modulo y el argumento de cada nimero complejo:
a)z=23+3i by w=12 —4+/3j
c)z=—6—23i d) T =-V3+3i

Solucion: a) |z| = |3 + v3i| = /32 + V3 = V12 = 2V3
— z=2V3. <i+£i> —2V3. <£+1i)

2V/3 2V3 2 2
\complejo c?er modulo 1 complejo de modulo 1
V3
> = cos -
= =0 = 5 es el argumento principal de z
1 = sen 6
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%0
[ Angulos a y 180°a
[ Anguios ay 180°+a
O Angulos ay 360°-a

a=30
180" | . 3s0°
j
"o

Todos los argumentos son arg (z) = g +2Kkm: kel
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—> Z se representa en el 1er cuadrante del plano C
sobre la semirrecta que empieza en el origen,
a 30° medidos desde el semieje positivo x,

en sentido antihorario, a distancia 21/3

Todos los argumentos son arg (z) = g +2kr:KeZ
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b) w =12 — 4/3i.

— |w| = 12— 4V/3i = \/(12)2 + (—4V3)2 = VB 3 = 83

— W= 8\/_<12 4\/_)—8\/_ (ﬁ—li)

8v3 83 2 2

complejo de modulo 1 complejo de modulo 1

Esto es imprescindible para calcular el argumento 6, porque asi:

V3
—— = cosf
2 17 ..
= 0= e es el argumento principal de w
1
5 = sen ¢
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90"

[ Angulos ay 180°a
[ Angulos ay 180°+a

9 Angulos ay 360"a

180 | | | o 3600
; { j

Todos los argumentos son arg (z) = HTW +2kr:keZ

June 4, 2021 13/36



Es decir que
w se representa en el 4to cuadrante del plano C

sobre la semirrecta que empieza en el origen,

a 30° medidos desde el semieje positivo x,
en sentido negativo = horario

a distancia 8v/3

11
Todos los argumentos son arg(w) = % +2kn kel
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c)z=—-6—2V3i.

— |2] = | -6 - 2V3i| = \/(-6)2 + (—2V3)2 = V48 = 4V3

6 2V3, V3 1.
:>Z:4\/§<—m—ml):4\/§ <—7—§I>

complejo de modulo 1 complejo de modulo 1

asi podemos calcular el argumento 6:

V3
% = cosf
=0 = 5" es el argumento principal
1
5 = sen 0
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90"

[J Angulos ay 180°a
B Anguios ay 180°+a

O Angulos ay 360"-a

a=30
180" | 0 360°
1 ¢ 1

7 -270‘

7
Todos los argumentos son arg (z) = Eﬂ +2kr:KkeZ
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—> Zz se representa en el 3er cuadrante del plano C
sobre la semirrecta que empieza en el origen, a 210°

medidos desde el semieje positivo x,
en sentido positivo = antihorario

a distancia 4/3 del origen sobre la semirrecta

7
Todos los argumentos de z son arg(z) = 6" +2kn:keZ
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= —v/3+3i
1 T] = |~ VB30 = \(VBR 1 8 = VBT VI2 =23

V3 3 V3
:>7':2\/§-<2\/_ \/‘>_2\/_ (——+7>

complejo de modulo 1 complejo de modulo 1

Calculemos su argumento 6:
1

.

—— = cosf
2 o L
= 0 = — es el argumento principal de T
3
V3
7 = senf

2m
Todos los argumentos de 7 son arg(T) = 5 T 2kt :k € Z
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Es decir que
T se representa en el 2do cuadrante del plano C

sobre la semirrecta que empieza en el origen, a 120° medidos de:
en sentido antihorario

a distancia 2/3 del origen sobre la misma semirrecta

June 4, 2021 19/36



https://www.geogebra.org/m/WkRI9RDuJ

Reduccion de angulos al 1¢ cuadrante

Introduce en la casilla un dngulo del primer cuadrante
o utiliza el deslizador

a =go| «=80°
® L
90°
B
~
;/\ ) Angulos o y 180°-a
/
/ (7 Angulos o y 180°+a
/
/rj O Angulos o y 360°-a
.
/ .
/ \
120 / \
\
lﬂ" 360°
[ [ -

Fo7ne
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https://www.geogebra.org/m/WkR9RDuJ

Raices Cuadradas

Si 0 # z € C entonces existen distintos wy —w € C tales que

2 2

we=2z=(—w)

Ejemplos: ¢ 2 = —1 = (—i)?

o (V3i)2 = (-V3i2 =-3

e Siz=-5=— +w = +V/5i cumple (+w)? = (xV/5/)?> = -5
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Raices Cuadradas

Calcular las raices cuadradas de z = 7 + 6v/2i. \

Solucién: Buscamos w, —w € C tales que
w? =7 4 6V2i = (—w)?
Escribamos en forma binédmica

W= X+ yi = w? = (x + yi)? = x* + 2xyi + (yi)?

=xX2—y +  2xyi
—— ~—
parte real  parte imaginaria

=7 +6V2i



Raices Cuadradas

Obtenemos ecuaciones en las variables x, y € R:

o x2—y?2 =Re(z)=7
=
o 2Xy = Im(z) = 6v2 :y:¥
3v2\° x* 18
X7é0:>7:x2—<—>_x2
X X

— 0=x*-18 - 7x%

Raices de la ecuacion de grado 4: Cambiemos v = x> > 0en R
— 0=0?>—-18—7ucon raicesu; =9, up = —2

— 0 < x* = u=9 es la Unica solucion = despejemos x, y
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Raices de la ecuacion de grado 4: completemos cuadrados

2
— 0=x*-18—-7x%= <x2—7> —@—18

2 4
7\% 49 121
2i7 [ — e
<:><X 2) 4+18 7 eR
7 11 7 11
2__:_ 2_7: o 2: 4 H 2:_
o 2‘ 2<:>x 5 i2z>x 9 0 bien x 2cR

3v2

—> 0 < x? = 9 es la Unica solucién = despejemos y = E

x:3:>y:\/§, x:—3:>y:—\/§
Por lo tanto, las dos raices cuadradas son

w=3+V2i, —w=-3-+2i, \/



Comprobacion:

(£w)? = (3 + V2i)?
=9+ 6V2i + 2/
:9+6\/§i—2:7+6\/§i\/
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Regiones del plano C

Hallar la region del plano los complejo que verifica las

condiciones y graficar: z : g <arg(z) < %ﬁ, lz| <2

e z € disco de radio 2, centrado en el origen
e z € 2do cuadrante
ezZ=Xx-+yicumpley > —x
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i -
//,,
y
4 15 ‘
. TT‘ . S5
|z| =2 5 £ ”-“(‘/')—,17
14
05+
-15 1 -0'5 0 05 1
054
T 3T
a)z:Egarg(z)gf, |z| <2
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Hallar los complejos que verifican las condiciones y graficar:
™ . ™
b) w: T <arg(—iw) < —

4

e w € region no acotada del plano
e arg(—iw) = arg(—i) +arg(w) — 2kn
N——

—3n
-2

37 37 57
ol e _ < 20
= <5 +arg(w) — 2k < 4

& T + 2km < arg(w) < —% + 2Km
7T

arg(w) € [0,21] = k=1= %T <arg(w) < e

e w € semiplano inferior
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5/aTr<argw< 7/4 T

Vs
4

b) Solucién: w : ?TW < arg(w) <
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Regiones del plano C

Hallar los complejos que verifican las condiciones y graficar.

™

™ .
— < — <
c)z 2 <arg(z-3i) < )

e z — 3/ = wdel item b)
eZ=w+3i
e Traslademos cada w del item b) sumando 3/ para obtener

Z=w-+3j

June 4, 2021 30/36



c)W:E%Tgarg(w)g?T7T:>Z—W+3i:5:<avrg(z—3i)<7;T
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Regiones del plano C

Hallar los complejos que verifican las condiciones y graficar.
d) z: ?TW <arg(z—3i) < 74—7T, |z| >3, -4 <Im(z) <0

e Z € region del item ¢)
o z esté fuera del disco abierto de radio 3, centrado en el origen
ez=x+yicumple -4 <y <0

—> Zz pertenece a la franja horizontal
entrelasrectasy=—-4ey =0
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d) %” < arg(z — 3i) < %”, 1z| >3, —4 < Im(z) <0
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Hallar todos los n € N: (2 — 2¢/3/))™! = (=1 — /3i) - 227!

Solucion: Reescribamos
lado izquierdo = (2 — 2v/3i)™" =21 (1 — /3j)™!

— lado derecho = —(1 + V/3i)-2". 2™

& (1—V3i)H = —(1+/3)-2"= —(HQﬂ-z"+1

D

(1 - ﬁi)”“ (1 +v/3i)
= 5 =
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<1 = \/§i>”“ (1+ V3i)
= =

2 2
Multipliguemos a ambos miembros por el inverso
(14 v3i) o (1-V3D)
z=" """ =2 =
2 2
(1 B \/§I> n+2
= = —1
2
o Médulo: 1"2 = | 1| =1/

o Argumento:

A\ N2 .
arg<1 _\@I> = (n+2) avg(1 _2\/§I> = 7+ 2kT

2

-~

=57/3
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& (n+2)-n=n+2kn: keZ

w| o

< (nN+2)-5=8-(1+2k)=3+6k: keZ
& (n+2)-5=3mod 6
< 5n=-10+3=—-1 mod 6

S -—n=-1<n=1mod6

= Soluciones ={neN:n=6k+1: ke Z} \/
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