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Pequeño Teorema de Fermat

Sea p un primo positivo, entonces para todo a ∈ Z,

ap ≡ a mod p

Si p - a
ap−1 ≡ 1 mod p

Ejemplo: 212 ≡ 1 mod 13
Comprobación: 212 = (24)3 = (16)3 ≡ (3)3 = 27 ≡ 1 mod 13
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Corolario del Pequeño Teorema
Corolario: Sea p un primo positivo, a ∈ Z : p - a;
n ≡ r mod (p − 1) entonces

an ≡ ar mod p

En particular, an ≡ ar mod p para r = rp−1(n)

Ejemplo 1. Calcular el resto de dividir a 2147 por 13:

p = 13 primo - 2 =⇒ p − 1 = 12 =⇒ 212 ≡ 1 mod 13

exponente 147 = 144 + 3 = (12)2 + 3 ≡ mod 12

=⇒ 2147 ≡ (212)︸ ︷︷ ︸
≡1mod 13

12 · 23 ≡ 23 ≡ 8 mod 13

=⇒ r13(2147) = 8X
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Ejemplo 2
Probar que 17|a4048 − a613 para todo a ∈ Z

Solución: p = 17 primo positivo, si 17|a =⇒ 17|a4048 − a613

Si 17 - a entonces

n ≡ r mod 16 =⇒ an ≡ ar mod 17

4048 = 16 · 253 ≡ 0 mod 16 =⇒ a4048 ≡ a0 ≡ 1 mod 17

Análogamente,

613 = 213 · 313 = 243 · 2 · 313 = 163 · 2 · 313≡ 0 mod 16

=⇒ a613 ≡ a0 ≡ 1 mod 17

=⇒ a4048 − a613 ≡ 1− 1 ≡ 0 mod 17, para todo a ∈ Z
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Ejemplo 3. a.
Calcular el resto de dividir por 11 a N = 493894

Solución: 49 ≡ 5 mod 11

=⇒ N = 493894 ≡ 53894 mod 11

Calculemos el resto mod 10 del exponente:

3894 ≡ 4 mod 10

entonces

N = 493894 ≡ 53894 ≡ an ≡ ar = 5r10(3894) ≡ 54 mod 11

≡ 252 ≡ 32 ≡ 9 mod 11

Por lo tanto, el resto de N = 493894 mod 11 es r11(N) = 9
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Ejemplo 3. b.

Calcular el resto de dividir por 11 a mE = 57373001

Solución: Calculemos el exponente r = r10(373001)

exponente E ≡ r ≡ 373001 ≡ 73001 mod 10

≡ (−3)3000 · (−3) ≡ 91500 · (−3) mod 10

≡ (−1)1500 · (−3) ≡ −3 ≡ 7 mod 10

Además, 57 ≡ 2 mod 11

=⇒ mE = 57373001 ≡ 2373001 ≡ 2r10(373001) ≡ 27 mod 11

≡ 25·22 ≡ 32·4 ≡ (−1)·4≡ 7 mod 11=⇒ el resto es r11(mE) = 7X
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Ej. 4.
¿Es cierto que la ecuación 2` ≡ 1 mod 23 tiene una única
solución módulo 22?

• ap−1 ≡ 1 mod p ∀(a : p) = 1, a ∈ Z, p primo

a = 2, p = 23 primo - 2

=⇒ 2p−1 = 222 ≡ 1 mod 23 =⇒ 222k ≡ 1 mod 23 ∀ k ∈ N

¡Pero este exponente no necesariamente es el más chico con
esta propiedad!
¿Cómo nos aseguramos de no perder soluciones?
Podrı́a haber 1 ≤ d < 22 : 2d ≡ 1 mod 23
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Si d mı́nimo: 2d ≡ 1 mod 23 =⇒ d |22

=⇒ d ∈ D(22) = {1,2,11,22}

n 2n 2n mod 23 2n mod 23
1 21 2 ≡ 2 mod 23
2 22 4 ≡ 4 mod 23
4 24 42 = 16 ≡ −7 mod 23
6 26 24 · 22 ≡ (−7)4 ≡ −28 ≡ −5 mod 23
8 28 26 · 22 ≡ (−5)4 ≡ −20 ≡ 3 mod 23
11 211 28 · 23≡ 3 · 8︸ ︷︷ ︸

≡24

≡ 1 mod 23

2n ≡ 1 mod 23⇐⇒ n = 11 · k : k ∈ N
En particular, la ecuación 2` ≡ 1 mod 23 tiene dos soluciones
módulo 22.

May 28, 2021 8 / 26



Atención Teorema de Fermat
Lema: Sea a ∈ Z y p > 0 primo tal que (a : p) = 1.
1) Sea 1 ≤ d ≤ p − 1 el mı́nimo tal que ad ≡ 1 mod p

=⇒ d |(p − 1)

2) Sea 1 ≤ d̃ tal que ad̃ ≡ 1 mod p =⇒ d |d̃
Demostración 1): Dividamos a p − 1 por d : escribamos

p − 1 = d · q + r : 0 ≤ r < d

=⇒ veamos que r = 0

Fermat =⇒ 1 ≡ ap−1 mod p ≡ (ad)
q · ar ≡ ar mod p

absurdo si r > 0 pues d era el mı́nimo con la propiedad

ad ≡ 1 mod p

=⇒ debe ser r = 0 =⇒ d |(p − 1)X
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Dem 2) Sea 1 ≤ d̃ tal que ad̃ ≡ 1 mod p. Queremos probar que

d |d̃
Como antes, dividamos a d̃ por d y veamos que r = 0:

d̃ = d ·m + r : 0 ≤ r < d

=⇒ 1 ≡ ad̃ ≡ (ad)
m · ar ≡ ar mod p

absurdo si r > 0 pues r < d pero d era el mı́nimo con la
propiedad

ad ≡ 1 mod p

=⇒ debe ser r = 0 =⇒ d |d̃
Concluı́mos que todos los exponentes d̃ con la propiedad

ad̃ ≡ 1 mod p

son múltiplos de un mı́nimo d divisor de p − 1X
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Atención Teorema de Fermat

Ej. 5.
Hallar todas las soluciones de:
a) 5` ≡ 1 mod 11; b) 5k+3 ≡ 413 mod 11

a) Fermat : 510 ≡ 1 mod 11

entonces si existe 1 ≤ ` ≤ 10 : 5` ≡ 1 mod 11 ⇒ `|10

• 52 = 25 ≡ 3 6≡ 1 mod 11

• 55 = 52 · 52 · 5 ≡ 3 · 3 · 5 ≡ 45 ≡ 1 mod 11

Por lo tanto, todas las soluciones son

Soluciones = {` ≡ 0 mod 5} = {` = 5q : q ∈ Z}
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b) Reescribamos la ecuación mod 11: 5k+3 ≡ 413 ≡ 410︸︷︷︸
≡1 mod 11

· 43

≡ 43 ≡ 42︸︷︷︸
≡5mod 11

· 4 ≡ 5 · 4 ≡ 20≡ 9 mod 11

a) =⇒ 5` ≡ 1 mod 11 ⇐⇒ ` ≡ 0 mod 5

⇒ 5k+3 ≡ 9 mod 11⇔ 5k+4 ≡ 5 · 5k+3 ≡ 5 · 9 ≡ 1 mod 11

⇔ k + 4︸ ︷︷ ︸=`
≡ 0 mod 5⇔ k ≡ 1 mod 5

=⇒ Soluciones = {k ∈ N : k ≡ 1 mod 5}

=⇒ Soluciones = {k ∈ N : k = 5 · q + 1 : q ∈ N ∪ {0}}X

May 28, 2021 12 / 26



Ej. 6.
a) Encontrar todos los n ∈ N tales que 372 · 7n ≡ −35 mod 37.
b) Resolver la ecuación 39 · 772 · X ≡ 5 mod 37

Solución a) 372︸︷︷︸
=370+2

· 7n ≡ 2 · 7n ≡ −35 ≡ 2 mod 37

⇔ 2 · 7n ≡ 2 mod 37⇔ (−18)2︸ ︷︷ ︸
≡1

· 7n ≡ (−18)2︸ ︷︷ ︸
≡1

mod 37

⇔ 7n ≡ 1 mod 37
p = 37 primo positivo, 37 - 7

Pequeño Teo Fermat =⇒ 736 ≡ 1 mod 37

7n ≡ 7r36(n) mod 37=⇒ 736·k ≡ 1 mod 37
Pero podrı́a haber 1 ≤ d < 36 : 7d ≡ 1 mod 37

Si 1 ≤ d ≤ p − 1 es el mı́nimo tal que ad ≡ 1 mod p =⇒ d |36

=⇒ d ∈ D+(36) = {1,2,3,4,6,9,12,18,36}
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Restos de 7d mod 37 para d |36

n 7n 7n mod 37 7n mod 37
1 71 7 ≡ 7 mod 37
2 72 49 ≡ 12 mod 37
3 73 7 · 12 ≡ 10 mod 37
4 74 7 · 10 ≡ −4 mod 37
6 76 74 · 72 ≡ (−4) · 12 ≡ −48 ≡ −11 mod 37
9 79 74 · 74 · 7 ≡ (−4)(−4) · 7︸ ︷︷ ︸

37·3+1

≡ 1 mod 37

Por lo tanto, el exponente más chico es 9:

7n ≡ 1 mod 37⇐⇒ n ≡ 0 mod 9

=⇒ Soluciones = {n = 9 · k : k ∈ Z}
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b) Resolver la ecuación 39 · 772 · X ≡ 5 mod 37:
Sabemos por Fermat: p = 37 primo: (37 : 7) = 1,

72 ≡ 0 mod 36 = p − 1 =⇒ 772 ≡ 1 mod p = 37

=⇒ 39 · 772︸ ︷︷ ︸
≡2 mod 37

· X ≡ 2 · X ≡ 5 mod 37

⇔ 2 · X ≡ 5 mod 37

⇔ X ≡ (−18) · 2︸ ︷︷ ︸
≡1 mod 37

· X ≡ (−18) · 5 ≡ −90≡ 21 mod 37

pues 90 + 21 = 111 = 3 · 37

=⇒ Soluciones = {X = 37 · q + 21 : q ∈ Z}X
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Ej. 7.
Calcular el resto de dividir por 104 al entero

N =
2000∑
n=1

n60

Solución: 104 = 23 · 13 entonces

r104(N) depende de los restos r13(N) y r8(N)

Módulo 13:
• Si 13|n =⇒ n60 ≡ 0 mod 13

•Si 13 - n, 60 ≡ 0 mod 12 (PTFermat) =⇒ n60 ≡ n0 ≡ 1 mod 13
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2000 = 153 · 13 + 11 =⇒ en la suma se tienen
• #{1 ≤ n ≤ 2000 : 13|n} =

[
2000
13

]
︸ ︷︷ ︸

parte entera del cociente

= 153

• #{1 ≤ n ≤ 2000 : 13 - n} = 2000− 153 = 1847

entonces módulo 13

N =
2000∑
n=1

n60 =
∑
13|n

n60 +
∑
13-n

n60

≡
∑
13|n

0 +
∑
13-n

1

≡ 1847 = 13× 142 + 1≡ 1 mod 13
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Módulo 8:
• Si 2|n =⇒ n = 2k : k ∈ Z =⇒ n60 = (23)20k60≡ 0 mod 8

•Si 2 - n =⇒ n ≡ 1 ∨ 3 ∨ 5 ∨ 7 mod 8

n n2 n2 n2 mod 8 n60 mod 8
1 1 1 ≡ 1 ≡ 1 mod 8
3 32 9 ≡ 1 ≡ 1 mod 8
5 52 25 ≡ 1 ≡ 1 mod 8
7 72 49 ≡ 1 ≡ 1 mod 8

=⇒ n2 ≡ 1 mod 8 =⇒ n60 ≡ 1 mod 8
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Módulo 8
En la suma se tienen

• #{1 ≤ n ≤ 2|n} =
2000

2
= 1000

• #{1 ≤ n ≤ 2000 : 2 - n} = 2000− 1000 = 1000

entonces módulo 8

N =
2000∑
n=1

n60 =
∑
2|n

n60 +
∑
2-n

n60 ≡
∑
2|n

0 +
∑
2-n

1

≡ 1000 = 250× 8 ≡ 0 mod 8

=⇒
{

N ≡ 1 mod 13
N ≡ 0 mod 8
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N módulo 13× 8: Teo Chino del Resto

{
N ≡ 1 mod 13
N ≡ 0 mod 8

=⇒ N = 13m + 1 ≡ 5m + 1 ≡ 0 mod 8

⇐⇒ 5m ≡ −1 mod 8⇐⇒ m ≡ 25m ≡ −5⇐⇒ m ≡ 3 mod 8

Por lo tanto,

N = 13m + 1 = 13(8q + 3) + 1 = 104q + 13 · 3 + 1 = 104q + 40

=⇒ N tiene resto 40 en la division por 104X
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Ej. 8.
Hallar los primos p > 0: verifican a la vez{

3p2+3 ≡ 16 mod p
(13p + 11)131 ≡ 6 mod p

Solución: Por el teorema de Fermat

• ap−1 ≡ 1 mod p ∀(a : p) = 1, a ∈ Z

• r ≡ 0 mod p − 1⇒ ar ≡ 1 mod p ∀(a : p) = 1, a ∈ Z

¡OJO QUE NO ES un sı́ y sólo si!
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Ni p = 3 ni p = 11 son soluciones

Veamos que p = 3 no es solución:

⇒ 3p2+3 ≡ 312 ≡ 0 6≡ 16 mod p = 3

Veamos que p = 11 no es solución:

⇒ (13p + 11)131 = (13 · 11 + 11)131 ≡ 0 6≡ 6 mod p = 11
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Congruencia del exponente
∀ p 6= 3,p 6= 11⇒ la base de la potencia en ambos casos es
coprima con p, luego el exponente módulo p − 1 es:

p2 + 3 = (p − 1)(p + 1) + 4

⇒ 3p2+3 ≡ 3(p−1)(p+1)+4 ≡
(
3p−1)︸ ︷︷ ︸
≡1 mod p

p+1 · 34 ≡ 81

≡ 16 mod p ⇔ 65 ≡ 0 mod p

65 = 5 · 13 luego, si p es solucion =⇒ p = 5 ó p = 13

• p = 5 es solución: • 3p2+3 = 328 = (34)
7 ≡ 817 ≡ 1 ≡ 16 mod 5

• (13p + 11)131 = (13 · 5 + 11)︸ ︷︷ ︸
≡1 mod 5

131 ≡ 1131 ≡ 1 ≡ 6 mod 5
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p = 13 y p = 5 son soluciones
• p = 13 es solución, usando Teo. Fermat: 312 ≡ 1 mod 13

• 3p2+3 = 3169+3 = 312·14+4 ≡ (312)1434

≡ 34 ≡ 27︸︷︷︸
≡1 mod 13

· 3 mod 13

≡ 3≡ 16 mod 13X
• (13p + 11)︸ ︷︷ ︸
≡11mod 13

131 ≡ (1112)10︸ ︷︷ ︸
≡110

1111 ≡ 1 · (−2)11

≡ (−2)6 · (−2)5 ≡ 64︸︷︷︸
≡1mod 13

· (−32)︸ ︷︷ ︸
≡−6mod 13

≡ (−1)(−6)

≡ 6 mod 13X
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Teorema de Fermat para 2 primos
Corolario 2: Sean p, q primos distintos, si

p - a, q - a entonces a(p−1)(q−1) ≡ 1 mod p · q

Dem: p - a, q - a entonces

•ap−1 ≡ 1 mod p

y también
•aq−1 ≡ 1 mod q

=⇒ (ap−1)q−1 ≡ 1 mod p y a la vez (aq−1)p−1 ≡ 1 mod q

ambos primos p y q|[a(q−1)(p−1) − 1] =⇒ p · q|[a(q−1)(p−1) − 1]

=⇒ a(q−1)(p−1) ≡ 1 mod p · qX
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Ej. 9.
Calcular el resto de dividir 3432880 por 323

Solución: 323 = 17 · 19 = p · q

2880 = 26 · 32 · 5 = 16 · 18 · 10 = (p − 1) · (q − 1) · 10

=⇒ 3432880 = (323 + 20)2880≡ 202880 mod 323

≡ [20(p−1)·(q−1)]10 mod p · q

≡ 1 mod 17 · 19

=⇒ El resto de dividir 3432880 por 323 es r = 1X
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