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Efecto domind

Induccidn:



Induccién global - Combinatoria

Induccion
1 n=n+1
e 6 6 6 o o o 0 0
Induccion global: necesitamos P(1), P(2),..., P(n)

verdaderas para probar P(n -+ 1) verdadera

1,2,....,n=n+1



ion global

Inducci




Ej 1. Probar que todo n € N es puede escribir como
sumas y restas de potencias de 3, todas distintas.
Solucion: « P(1) : 1 = 3°
P(2):2=-1+4+3=-3°+3"
P(3):3 =3
P(4):4=1+3=23°+3
P(5):5=9-3-1=32-3"-3°
P(6):6=9-3=32-3
P(7):7=9-3+1=32-3"+3°

P(8):8=9-1=32-3° efc



= necesitamos P(1), P(2),..., P(n— 1) verdaderas
para probar P(n) verdadera
=

Casos base: n=1,2

Supongamos P(k) verdaderaV1 <k<n-1y
probemos P(n) ¥ n > 3:
Formalmente, el signo se puede escribir como ¢(j) = +1
para cada k

N
P(n):n=> 4389: 0<(li<lp<.. Iy
j=1



v nvale alguna de las 3 posibilidades:
en=3-k

en=38-k+1

en=38-k+2 keN

=—> 0,1y 2 son los posibles restos en la division por 3:

e1=3-0+1
e2=3.-0+2
e3=3-14+0
e4=3-1+1
e5=3-1+2
e6=3-2+0

e 10°=99.999 +1=3-33.333+ 1, etc



Casos base: n=1,2.3
Hipotesis inductiva:

P(k) verdaderavV1 <k <n= P(n)¥vn>3

e Sin=3h

— 1 < h < n= vale la hipétesis inductiva para h

N
:>h:Z:|:36120§€1 <l <...lpn
j=1
N
:>n:3h:2¢3ff+1:1 <li+1<lo+1<..  ly+1
j=1



eSin=3h+1

— 1 < h < n= vale la hipétesis inductiva para h

N
:>h:Z:i:3£j20§€1 <Ulo<...ly
J=1

N
—n=23h+1 :30+Zi34+1 0<ly<lo<.. Ay
j=1

donde el 3° no aparece entre las potencias de la
sumatoria, dado que todas son > 1, o0 sea

O<l<bo<.. by=1<li+1<l+1<...ln+1



e Sin=23h+2, escribamos2=3—-1=3" -3
— n=23h+3-3°

=3.(h+1)-3°=3h—-3%dondeh:=h+1<n
N——

=h
— vale la hipétesis inductiva para h < n
N
— h=>) 437:0<ti<lr<.. Iy
j=1
— n=3h-3°
N
=304 ) 4B A< p <l < Uyt
j=1
donde el 3° no aparece entre las potencias de la
sumatoria, dado que todas son > 1

O<li<bo<..by=1<UlUi+1<l+1< ... lny+1



Ejemplo 2

g si n es par
Sea f:N—=N, f(n)=

n+3 sinesimpar

Probar que para todo n € N existe un j € N tal que la aplicacion reiterada j
vecesde fanda163.

¢ Necesitamos induccion global?
P(1):f(1)=1+3=4=f(f(1))=f(4) =2
= f(f(f(1)))=f2)=1=/=3

P(2): f(2) =

NN

=1=/=1

P(3):f(3):3+3:6:>f(f(3)):f(6):gz3z>j—2



P(4):f(4):g:2;»f(f(4)):f(2):1 >j=2

P(5):f(5):5+3:8:>f(f(5)):f(8):g:4

= usando fA(4)=2= fD(B)=1=j=4
P(10) : f(10) = g _5
= usando fY(5)=1= f910)=1=/=5

f:10—-5—-8—4+—-2+—1



P(20) : f(20) = 10
= usando f®(10) =1 = f®(20)=1= /=6
f:2010—-5—-8—4+—2—1

P(27):27+—-30—~15—-18—-9— 12— 6+—3

= fNQ27)=8= j=7

P(160) :160+—80—40—20—10—5—-8—4+— 2 +— 1
= f®(160)=1=/=9



= necesitamos P(1), P(2),..., P(n) verdaderas para
probar P(n) verdadera
= Induccion global

» Caso base: n=1
e Supongamos P(k) verdadera V1 < k < ny probemos
P(n):

Sinespar:>f(n):g<n

= entonces estamos en las condiciones de la hipotesis

. . n
inductiva para >
= existeunj e N tal que fU) (g) =163

= f(n) = A(f(n) = 19 (7) =163



Si nes impar, escribamos n = 2k + 1, k< NN

= f(n)=n+3=2k+4 =2(k+2) es par

= f(f(n))=f2(k+2)=k+2
Si k + 2 < n, podemos usar la hipotesis inductiva
= existe j € N talque V) (k+2)=163
= D (n) =163
Probemos que k +2 < n:
k+2<n=2k+1«<=1<k<3<2k+1=n
—> hay que probar por separado P(1) y P(3)

que ya lo hicimos

—> queda probado P(n) es verdadera para todo n € N \/



Practica 3

Combinatoria

Estrategias para contar



Combinatoria
Ejemplo 1. En oficinas distintas trabajan de forma
presencial las personas A, By C. Sabemos que Ay B
tienen 6 contactos estrechos en comuny By C tienen 4
contactos estrechos en comun, distintos de los
anteriores. Se informa que A se contagié de covid.
¢ De cuantas formas distintas se puede llegar a contagiar
C a partir de A via contactos estrechos?

B puede contagiarse de A de 6 formas distintas

por cada una de ellas
C puede contagiarse de B de 4 formas distintas
— #posibilidades de contagio de C a partir de A

=6-4=24



Ej 2. ;Cuantos 1 < n <2000, n € N no son multiplos de
4 ni de 57

Solucion:
= nc {1,2,3,6,7,9,11,13,14,17,18,19,

21,22,23,26,27,29,31,33,34,37,38,39
41,42,43,46,47,49,51,53,54,57,58,59 - -- , 1999}
Entre 1 y 20 hay 12 que no son multiplos de 4 nide 5

Entre 21 y 40 hay 12 mas no multiplos de 4 ni de 5
Entre 41 y 60 hay 12 mas no mdltiplos de 4 ni de 5...

= cada 20 hay 12 valores de n posibles

2000 =20-100 = Total =12 -100 = 1200



Otra solucion: Principio de inclusion y exclusion:

#(AU B) = (#A) + (#B) — #(An B)

Sean A:={neN,;1 < n<2000: nes multiplo de 4 }
B:={neN;1<n<2000: nes miltplode5}

entonces

un_ 20400 _ 500
up =290 _ 409

5



La unién y la interseccion son los conjuntos
AUB={neN;1<n<2000: nesmiltiplode 46de5}

ANB={neN,;1 <n<2000: nesmiultiplode4ydeb5}

={neN,1 <n<2000: nes multiplo de 20 }
2000

Inclusion - exclusién implica
= #(AUB) = (#A) + (#B) — #(AnN B)
=500 + 400 — 100 = 800
Por lo tanto,

#{neN:1<n<2000, nnoes muliiplode4nideb}

= #(AU B)° = 2000 — 800 = 1200



Principio de inclusion y exclusion

Ej 3. En una encuesta sobre preferencias de helados se
recogieron los siguientes datos:

A 78 estudiantes les gusta el chocolate.

A 32 estudiantes les gusta el de dulce de leche.

A 57 estudiantes les gusta el de frambuesa.

A 13 estudiantes les gusta tanto el de chocolate como
el de dulce de leche.

A 16 estudiantes les gusta tanto el de chocolate como
el de frambuesa.

A 21 estudiantes les gusta tanto el de dulce de leche
como el de frambuesa.

A 5 estudiantes les gustan los 3 sabores

A 14 estudiantes no les gusta ninguno de los 3.

Determinar el nimero total de encuestados.



Renombremos...
Los datos sobre las preferencias de helados son:
o #C = #{ chocolate} = 78
o #D = #{ dulce de leche} = 32
o #F = #{ frambuesa } = 57

e #(Cn D) = #{ chocolate y dulce de leche } =13
o #(C N F) = #{ chocolate y frambuesa } = 16
e #(D N F) = #{ dulce de leche y frambuesa } = 21

e #(CNDNF)=
#{ chocolate, dulce de leche y frambuesa } =5

o #U - (CUDUF)=4#{ninguno } = 14

— nUmero total de encuestados
= #U = #(CUDUF) + #(CUDUF)°



Solucion: Principio de inclusion y exclusion:

#(AUB) = (#A) + (#B) — #(AN B)

u

#(CUDUF) = (#C) + (#D) + (#F)
—#(CND)—#(CNF)—#(DNF)

+#(CNDNF)



¢,Los encuestados cuantos son?
#(CUDUF) = (#C) + (#D) + (#F)
—#(CND)—#(CNF)—#(DNF)

+#(CNDNF)
—~78+32+57-13-16-21+5
=122

Por lo tanto, la cantidad total de encuestados es

#U=H#(CUDUF)+#(CUDUF)°

=122 +14 =136 \/



Claves de 4 digitos

Ej 4. Se tienen 20 consonantes y 5 vocales para
conformar claves de acceso de 4 letras.

a) ¢ Cuantas hay en total?

b) ¢ Cuantas hay si los caracteres elegidos deben ser
todos distintos?

c) Cuantas hay con la condicion de que tengan al menos
una letra repetida

d) Cuantas hay con la condicion de que no tengan dos
consonantes seguidas?



a) Se tienen 20 consonantes y 5 vocales para conformar
claves de acceso de 4 letras. 4 Cuantas hay en total?

Solucion: Definamos el conjunto cuyos elementos
queremos contar:

T = {palabras de 4 letras}



a) Se tienen 20 consonantes y 5 vocales para conformar
claves de acceso de 4 letras. §Cuantas hay en total?

Solucion: Definamos el conjunto cuyos elementos
queremos contar

T = {palabras de 4 letras}

25-25-25-25




Elecciones independientes
e tenemos 25 elecciones posibles para la primera letra,
por cada una de ellas
¢25 elecciones posibles para la 2da letra,
por cada una de las anteriores
¢25 elecciones posibles para la 3ra letra,
por cada una de las anteriores
¢25 elecciones posibles para la 4ta letra

— N =#T =25.25.25.25 = 25* = 390.625



Letras distintas

Se tienen 20 consonantes y 5 vocales para conformar
claves de acceso de 4 letras.

b) ¢ Cuantas hay si los caracteres elegidos deben ser
todos distintos?

Solucion: Definamos el conjunto cuyos elementos
gueremos contar:

D = {palabras de 4 letras todas distintas} C 7

— #D < #T

El < es porque los conjuntos son finitos



e tenemos 25 elecciones posibles para la primera letra,
por cada una de ellas

¢24 elecciones distintas de la anterior para la 2da letra,
por cada una de ellas

¢23 elecciones distintas de las 2 anteriores para la 3ra
letra,
por cada una de ellas

¢22 elecciones distintas de las 3 anteriores para la 4ta
letra,

— N=#D =25-24.23 .22 = 303.600



Complemento
Se tienen 20 consonantes y 5 vocales para conformar
claves de acceso de 4 letras.
c) Cuantas hay en con la condicion de que tengan al
menos una letra repetida

Solucion:
T=DUD°*=DUR

R es el complemento del anterior y la union es disjunta
= #T = (#D) + (#7)
entonces #77. = (#7T) — (#D)

= #7 = Total — #{claves con todas las letras distintas}

= 25% 25.24.23.22 =87.025



Union disjunta
¢ Cuantas hay en con la condicion de que no tengan dos 6 mas consonantes
seguidas?

Solucion: Llamemos

C := {palabras que no tienen 2 6 mas consonantes seguidas}

y dentro de éste
(s = {palabras con ninguna consonante}

Ci = {palabras con exactamente 1 consonante}
C, = {palabras con exactamente 2 consonantes (no seguidas)}
—(C = Co U C1 U C2
————
union disjunta
= #C = #Co + #C1 + #Co



Cardinal de cada uno de los tres
subconjuntos

#(y = #{palabras con ninguna consonante}

= #{palabras con 4 vocales}

cadaclave=| V-V - V. V|

entonces las posibilidades son

5-5:5-5]

entonces la cantidad de claves distintas sin consonantes
(con 4 vocales) es

= #(y =



#Cy = {palabras con exactamente 1 consonante}

= #{palabras con exactamente 1 consonante y 3 vocales}

¢, Cuantas hay?

cadaclave=|C-V-V.V

entonces la cantidad de claves distintas que empiezan
con una consonante son

La misma cantidad con la consonante ubicada en
cualquiera de los otros 3 lugares, entonces la cantidad
total de claves distintas de esta forma es

— #C,=4.20.5°



#C2

= #+{palabras con exactamente 2 consonantes (no seguidas)}

= #{palabras con 2 consonantes alternadas con 2 vocales}

¢ Cuantas hay? Estas claves pueden ser de 3 tipos:

C-V-C-V|=20?.5°

0 bien

V.C-V.C|l= 20%.5°

0 bien

C-V.-V.C|l=20?-5°

entonces la cantidad de claves distintas en este caso es

— #(Cp =3-20%.5°



Cantidad total de palabras con consonantes
no seguidas

= suma de los cardinales de los 3 conjuntos disjuntos
= #C = #Co + #C1 + #C2

=5"4+4.20-5°+3.20°.5°
=625 + 10.000 + 30.000 = 40.625



Cardinal de Funciones entre conjuntos finitos
Ej 5. ¢ De cuantas formas distintas se pueden colocar 3
libros distintos en 2 cajas enumeradas?

#{Funciones f : {libros} — {cajas}}

C2




Cardinal de Funciones entre conjuntos finitos
e el libro a puede ir a cualquiera de las 2 cajas
independientemente, por cada una de estas elecciones
e el libro b puede ir a cualquiera de las 2 cajas
independientemente, por cada una de estas elecciones

e el libro ¢ puede ir a cualquiera de las 2 cajas



3 libros distintos a, by cencajas 1y 2

ab




Cardinal de Funciones entre conjuntos finitos

= hay = 23 formas distintas de acomodar
3 libros distintos en 2 cajas
(sin importar el orden dentro de cada caja)

#{Funciones: libros — cajas} = (#cajas)#”bfos



Cardinal de Funciones

Si A, B son conjuntos finitos con #A=a, #B=0b
entonces

#{Funciones f : A — B} = b?

hay b? formas distintas de acomodar
a libros distintos en b cajas

(sin importar el orden dentro de cada caja)

#{Funciones: lioros — cajas} = (#cajas)*""*



Cardinal de Funciones

Ej 6. ¢De cuantas formas distintas se pueden asignar
10.000 pasajeros en 15 aviones distintos?

Sean A = {pasajeros}, B = {aviones} son conjuntos
con entonces

#{Funciones f : A — B} = b? = 15"

hay 15'% formas distintas de asignar

10* personas (son todas distintas) en 15 aviones



