TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE 2020

Practica b

. Sea f :[a,b] — R. Para cada particién 7 de [a,b] (si 7 = {zo,21,...,2n}) se define
m(f) =D 1) = Flan-)l,
k=1

Demostrar que si m; C w2 son dos particiones de [a, b], entonces m1(f) < ma(f).

. Estudiar si las funciones que siguen son de variacién acotada en el intervalo [a,b]
correspondiente y en el caso afirmativo dar una mayoracién para Vy(a,b).

si 0<z<1
si =0

O~

(a) f(z) =cos(z) en [0,37] (D) f(g;):{

2sin(ﬂ)2 O<x<1

=22~ 322 en [-1,2] (d = TG
(© fla) =26 =32 en [-1.2] (@) fla)={ M) 00
En el caso (d) estudiar también la derivabilidad de f.

. Demostrar que si f y g son funciones de variacién acotada en [a,b] entonces fg
también lo es.

. Sea f : [a,b] — R. Probar que V(a,b) = f(b) — f(a) si y sélo si f es mondtona
creciente en [a, b].

. Para las funciones de variacién acotada que siguen, hallar la funcién V; (recordamos
que Vi(a) =0y Vi(x) = Vi(a,x) sia <z < b):

z+1 —-1<zx<0
(a)  f(x)= x 0<z<l1 (b) f(z)=sinxz en [0,27]
1l—2z 1<zx<2

Para cada funcién encontrar explicitamente funciones monétonas crecientes g1 y go
tales que f = g1 — go.

. Demostrar que si f : [a,b] — R es una funcién de variacién acotada entonces es
integrable Riemann.

. Sea f : [a,b] — R una funcién de clase C' en [a,b]. Demostrar que f es de variacién
b
acotada y que vale la igualdad V¢(a,b) = [ |f'(z)| dz.

. Sea f :[a,b] = R de Lipschitz. Probar que V} es una funcién de Lipschitz con la
misma constante de Lipschitz que f.



9. Decidir si las funciones del ejercicio 6 de la practica 4 son integrables Riemann.

b

10. Analizar en cada caso la existencia de [ f da y calcularla cuando corresponda.
a

(a) «:[a,b] — R una funcién arbitraria y f una funcién constante sobre [a, b].

(b) « : [a,b] — R una funcién continua con a(a) = ag , a(b) = by; ¢ € (a,b) y
5 six € [a,c)

f:a,b] — R dada por f(x):= 3 siz=c
—1 sixz € (cb

., Qué sucede si en lugar de tomar « continua sélo se sabe que « es continua en

un entorno de ¢?

1 sizé€la,d

(¢) f como en el item anterior y a(z) = { 1 osize(ed]

11. Sean f,« : [a,b] — R, tales que f es continua e integrable respecto de « en [a,b] y
sea c en (a,b). Si B : [a,b] — R satisface 5(z) = a(x) para todo x # ¢, probar que

b b
feRB)enlab]y [fda=[fdB.
., Qué sucede si c=a o0 ¢ = b?.
12. Dadas las funciones siguientes definidas en el intervalo [0,2]: f(x) = |z — 1],
2

) sizx=0
a(r) = { et size (0,2, demostrar que f € R(«) en [0,2] y calcular Off do.

13. Sean f,a: [a,b] — Ry seac € (a,b) tales que f € R(a) en [a,c] y f € R(«a) en [e, b].
b c b
Demostrar que f € R(a) en [a,bly [ fda= [fda+ [ f da.
a a C
b
14. Supongamos que [ fda existe y es igual a 0 para toda funcién mondtona creciente

a
f. i Qué puede decir sobre la funcién «a?
Sugerencia. Para cada ¢ € [a,b] considere la funcién mondtona f. definida como
felx)=0sia<z<cy fczr)=1 sino.

15. Sean f,a : [a,b] — R. Para cada particién © = {zo,...,x,} del intervalo [a,b], se

define s, := kﬁ:l ftr)[a(xg) — a(zg—1)], donde ty, € [xg—1,Tk].

Demostrar que si f € %(«) entonces existe una sucesién de particiones (7, ),y que
cumple las condiciones:

(a) (Tm)men € mondtona en el sentido siguiente: si m < m' entonces 7, C mpy.
(b) lm || 7, ||=0.
m—ro0

b

(¢) lim sr, = [ f da, independientemente de la eleccién de los ¢ en cada suma
m—0o0
a
St -



16.

17.

18.

19.

(d) Toda otra sucesién (0y,),,cy mondtona de particiones tal que 7, C o, para
todo m € N suficientemente grande cumple las condiciones (b) y (c) precedentes.

Si ahora g, : [a,b] — R son otras funciones, tales que g € R(3) y para cada

n
particién 7 notamos r := > g(tx)[S(zx) — f(xk—1)], donde t € [z)_1,zx], deducir
k=1
b
que entonces existe una sucesion de particiones (7,),,cy tal que li_r>n Srp = [ fda
m oo
a
b
y lim rr = [gdp.
m—r0o0 a

(Otra definicién de integral de Riemann-Stieltjes)

Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior: sean f,« : [a,b] — R, diremos
que [ es integrable Riemann-Stieltjes® con respecto a la funcién o (notaremos f €

R*(«)) si se cumple: eviste un A € R tal que para todo € > 0 existe § > 0 tal que
| s — A |< € para toda particion 7 con | 7 ||< d, independientemente de los valores
de t,.. En este caso diremos que A es la integral de Riemann-Stieltjes® de f respecto
a a. Sia(z) = x para todo = € [a,b], decimos que f es es integrable Riemann* y A

es la integral de Riemann® de f.

(a) Demostrar que R*(a) C R(a).

(b) Sean f,«a : [a,b] — R definidas asi: si ¢ € (a,b) entonces f(z) = a(zx) = 0 para
a<z<ec flx) =a(z) =1parac <z <b, f(c) =0y a(c) = 1. Demostrar
que f € R(a) pero que f ¢ R*(a).

(c) Sea f : [a,b] — R acotada y « : [a,b] — R continua. Probar que f € R(«) si
y sélo si f € R*(a). En particular, f es integrable Riemann si y sélo si f es
integrable Riemann*.

[Nota: de la parte (b) del ejercicio se deduce que la definicién de integral de Riemann-
Stieltjes* no es equivalente a la dada en clase; sin embargo la mayorfa de los resul-
tados generales se preservan con ligeras modificaciones.]

Sea f : [a,b] — R integrable.

(a) Probar que
/bf(:v)d:rlim Bif a—l—kb_ia
a  nooo n P n ’

n -k
(b) Calcular limy, o0 Y p_y ML”Q y limy, oo anijf para todo k > 0.

c b
Sean f;a : [a,b] = Ry sea ¢ € (a,b) tales que [ f day [ f da existen. Demostrar
a C

b c b b
que [ fda también existe y que vale la igualdad: [ f da+ [ f da= [ f do.
Sea f : [a,b] - R y sea a : [a,b] - R mondtona creciente. Demostrar que si
f e R(a)en [a,b] y [c,d] C |a,b], entonces f € R(a) en [c,d].



20. Sea « : [a,b] — R una funcién creciente, discontinua en un punto ¢ € (a,b). Sea
f € R(a). Probar que f es continua en c.

21. Sea f : [a,b] — R continua y sea « : [a,b] — R mondtona creciente.
b
(a) Demostrar que existe ¢ € (a,b) tal que [ f da = f(c) (a(b) — a(a)).

a
(b) Suponiendo que « es ademds derivable en (a,b),(pero no necesariamente de
clase C'), demostrar que la funcién

va) = [ 1 da
es derivable en (a,b) y que ¢/'(x) = f(z)d/(x) para todo x € (a,b).
22. Sean f,g : [a,b] - R y sea « : [a,b] — R mondtona creciente. Demostrar que si

b b
fig € R(a) y f(z) < g(x) para todo = € [a,b] , entonces ff da < fg da.

b
Deducir que si f € R(a) entonces ‘fabf da‘ < [|f| de.

23. Para cada z € R vamos a notar con |x| a la parte entera de x, es decir: |z]| :=
max {n € Z / n < z}. También denotaremos {x} := = — [z]. Analizar la existencia
de las integrales que siguen y en caso afirmativo calcularla:

(a) 0f4m2d<m> (b) jxd({w}) © j‘x d(le))

24. (Integrales y series)
(a) Sea I : R — R la funcién definida por
Osiz <0
I(z):=4 "=
lsiz>0

Sean (¢ ), una sucesién de niimeros reales no negativos tal que » . ¢, y (sp)n C
(a, b) una sucesién de puntos distintos dos a dos. Probar que para todo z € [a, b,
a(z) =377 cyI(z — sp) es una funcién mondtona creciente, con la siguiente
propiedad: para toda f : [a,b] — R continua, se tiene

b 0o
/ deé = chf(sn)
a n=1

(b) Sea (ap)nen C [0, 1] una sucesién estrictamente creciente tal que lim, o a, = 1
y f:1]0,1] — R una funcién continua tal que f(a,) = 1/n. Definir o : [0,1] — R
creciente y acotada de manera que f € R[a] y

1 o0 1
/0 fda_;k?).

Determinar la funcién variacién V,,, para la funciéon « encontrada.



25. (Integracién por partes) Sean f,« : [a,b] — R tales que f € («) en [a,b]. Probar
que a € R(f) en [a,b] y que vale

b b
/ f(@)da(z) + / a(@)df (z) = FB)a(b) — f(a)a(a).

26. (Férmula de sumacién de Euler-Maclaurin de orden 0) Sea f : [a,b] — R derivable
tal que [ es continua en [a, b]. Probar que

[b] b b
S )= Y fn) = / f(@)da + / F(@){e}de + f(a){a} — FB){b).

a<n<b n=|a]+1

En particular, si a y b son enteros, esta cantidad es
b
b
:/ f(x)da:+/ "(z )({x}—) da:+f();f().

27. Sea f,a : [a,b] — R tales que f es una funcién continua y « es de variacién acotada.
(a) Demostrar que |f| € R(V4).

b
(b) Demostrar que vale la desigualdad ‘fff da‘ < [|f] dV,. Sugerencia. Tener
a
en cuenta el Ejercicio 15.

(c) Deducir de (b) que f f dOé‘ < Va(a,b) m[a)l()]|f( z)|.

(d) Paracadaz € [a,b] se define ¢)(x) = [ f do (observar que 1 estd bien definida).
Probar que 1 es de variaciéon acotada

(e) Si « es Lipschitz en [a, b], probar que la funcién v definida en el item anterior
también es Lipschitz en [a, b].

28. (Limites e integrales de Riemann-Stieljes)

(a) Sean « : [a,b] — R de variacién acotada y (fn), una sucesién de funciones
fn i la,b] = R con f, € R(«a) para todo n. Probar que si (f,), converge
uniformemente en [a,b] a f, entonces f € R(a) y

lim fndoz—/ fda.

n—0o0

(b) Sea «:[0,1] — R de variacién acotada. Calcular
1

lim z"dor.
n—oo 0

x29. (Férmula de Stirling)



(a) (Euler-Maclaurin de orden 1) Sea a,b € Z con a < b. Definimos By : R — R
como la funcién By(z) := {2}? — {z} + §. Probar que si f : [a,b] — R es una
funcién dos veces derivable con f” continua en [a,b], se tiene

(b) Usar el item anterior con f(z) = log(x) para probar que para todo n,
n! =n"e "V Ana,,

donde (ay,), es una sucesién que tiende a 1, y A es una constante positiva.

(¢) Usar integracién por partes para probar que la sucesién W, = [ (cos(t))"dt
verifica nW,, = (n — 1)W,_s para todo n > 2. Deducir que para todo n,
limy, oo 228 =1 y limy, 00 2225 = 1.

V2An A

8n

(d) Probar que lim,,_ o #’il =1y que A = 27. Deducir:

. nle™
lim — =1.

n— oo nnm
@(r — )"

% 30. (Irracionalidad de 7) Para todo n € Ny sea P,(z) := ; . Definimos
n!
s
I, := / P, (z) sin(z)dz.
0
(a) Probar que para todo n > 2 se tiene que
P!(x) = 7*P,_o(x) — (4n — 2)P,_1 ().
(b) Probar que para todo n € N se tiene que I, = / P!(z)sin(z)dx.
0

(c) Probar que para todo n € Ny existe un polinomio @,(X) con coeficientes
enteros, de grado a lo sumo n, tal que I, = Q,(72).

2

(d) Probar que 7 es irracional.

Sugerencia: Supongamos que 72 = 7 con a,b € N. Por el item anterior, cada

b I, = b"Qn(F) es un entero. Del hecho que x(m — z) toma su valor méaximo
en 5, deducir la desigualdad

(bﬂ2>n
0<U%Fw@/<ﬂﬂjﬂ>ﬁmwm<‘ﬁﬂ.
0 n: n:

(e) Concluir que 7 es irracional.



