
Taller de Cálculo Avanzado - Primer cuatrimestre 2020

Práctica 5

1. Sea f : [a, b]→ R. Para cada partición π de [a, b] (si π = {x0, x1, . . . , xn}) se define

π(f) :=
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|,

Demostrar que si π1 ⊂ π2 son dos particiones de [a, b], entonces π1(f) ≤ π2(f).

2. Estudiar si las funciones que siguen son de variación acotada en el intervalo [a, b]
correspondiente y en el caso afirmativo dar una mayoración para Vf (a, b).

(a) f(x) = cos(x) en [0, 3π] (b) f(x) =

{
1
x si 0 < x ≤ 1
0 si x = 0

(c) f(x) = 2x3 − 3x2 en [−1, 2] (d) f(x) =

{
x2 sin

(
π
x

)2
0 < x ≤ 1

0 si x = 0

En el caso (d) estudiar también la derivabilidad de f .

3. Demostrar que si f y g son funciones de variación acotada en [a, b] entonces fg
también lo es.

4. Sea f : [a, b] → R. Probar que Vf (a, b) = f(b) − f(a) si y sólo si f es monótona
creciente en [a, b].

5. Para las funciones de variación acotada que siguen, hallar la función Vf (recordamos
que Vf (a) = 0 y Vf (x) = Vf (a, x) si a < x ≤ b):

(a) f(x) =


x+ 1 −1 ≤ x < 0
x 0 ≤ x < 1

1− x 1 ≤ x ≤ 2
(b) f(x) = sinx en [0, 2π]

Para cada función encontrar expĺıcitamente funciones monótonas crecientes g1 y g2
tales que f = g1 − g2.

6. Demostrar que si f : [a, b] → R es una función de variación acotada entonces es
integrable Riemann.

7. Sea f : [a, b]→ R una función de clase C1 en [a, b]. Demostrar que f es de variación

acotada y que vale la igualdad Vf (a, b) =
b∫
a
|f ′(x)| dx.

8. Sea f : [a, b] → R de Lipschitz. Probar que Vf es una función de Lipschitz con la
misma constante de Lipschitz que f .
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9. Decidir si las funciones del ejercicio 6 de la práctica 4 son integrables Riemann.

10. Analizar en cada caso la existencia de
b∫
a
f dα y calcularla cuando corresponda.

(a) α : [a, b]→ R una función arbitraria y f una función constante sobre [a, b].

(b) α : [a, b] → R una función continua con α(a) = a0 , α(b) = b0; c ∈ (a, b) y

f : [a, b]→ R dada por f(x) :=


5 si x ∈ [a, c)
3 si x = c
−1 si x ∈ (c, b]

.

¿Qué sucede si en lugar de tomar α continua sólo se sabe que α es continua en
un entorno de c?

(c) f como en el ı́tem anterior y α(x) =

{
1 si x ∈ [a, c]
−1 si x ∈ (c, b]

.

11. Sean f, α : [a, b] → R, tales que f es continua e integrable respecto de α en [a, b] y
sea c en (a, b). Si β : [a, b] → R satisface β(x) = α(x) para todo x 6= c, probar que

f ∈ <(β) en [a, b] y
b∫
a
f dα =

b∫
a
f dβ.

¿Qué sucede si c = a o c = b?.

12. Dadas las funciones siguientes definidas en el intervalo [0, 2]: f(x) = |x− 1|,

α(x) =

{
5 si x = 0
ex si x ∈ (0, 2],

demostrar que f ∈ <(α) en [0, 2] y calcular
2∫
0

f dα.

13. Sean f, α : [a, b]→ R y sea c ∈ (a, b) tales que f ∈ <(α) en [a, c] y f ∈ <(α) en [c, b].

Demostrar que f ∈ <(α) en [a, b] y
b∫
a
f dα =

c∫
a
f dα+

b∫
c
f dα.

14. Supongamos que
b∫
a
fdα existe y es igual a 0 para toda función monótona creciente

f . ¿Qué puede decir sobre la función α?

Sugerencia. Para cada c ∈ [a, b] considere la función monótona fc definida como
fc(x) = 0 si a ≤ x ≤ c y fc(x) = 1 sino.

15. Sean f, α : [a, b] → R. Para cada partición π = {x0, ..., xn} del intervalo [a, b], se

define sπ :=
n∑
k=1

f(tk)[α(xk)− α(xk−1)], donde tk ∈ [xk−1, xk].

Demostrar que si f ∈ <(α) entonces existe una sucesión de particiones (πm)m∈N que
cumple las condiciones:

(a) (πm)m∈N es monótona en el sentido siguiente: si m < m′ entonces πm ⊂ πm′ .

(b) lim
m→∞

‖ πm ‖= 0.

(c) lim
m→∞

sπm =
b∫
a
f dα, independientemente de la elección de los tk en cada suma

sπm .
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(d) Toda otra sucesión (σm)m∈N monótona de particiones tal que πm ⊂ σm para
todom ∈ N suficientemente grande cumple las condiciones (b) y (c) precedentes.

Si ahora g, β : [a, b] → R son otras funciones, tales que g ∈ <(β) y para cada

partición π notamos rπ :=
n∑
k=1

g(tk)[β(xk)− β(xk−1)], donde tk ∈ [xk−1, xk], deducir

que entonces existe una sucesión de particiones (πm)m∈N tal que lim
m→∞

sπm =
b∫
a
fdα

y lim
m→∞

rπm =
b∫
a
g dβ.

16. (Otra definición de integral de Riemann-Stieltjes)

Con las mismas notaciones que en el ejercicio anterior: sean f, α : [a, b]→ R, diremos
que f es integrable Riemann-StieltjesF con respecto a la función α (notaremos f ∈
<F(α)) si se cumple: existe un A ∈ R tal que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que
| sπ −A |< ε para toda partición π con ‖ π ‖< δ, independientemente de los valores
de tk. En este caso diremos que A es la integral de Riemann-StieltjesF de f respecto
a α. Si α(x) = x para todo x ∈ [a, b], decimos que f es es integrable RiemannF y A

es la integral de RiemannF de f .

(a) Demostrar que <F(α) ⊆ <(α).

(b) Sean f, α : [a, b]→ R definidas aśı: si c ∈ (a, b) entonces f(x) = α(x) = 0 para
a ≤ x < c, f(x) = α(x) = 1 para c < x ≤ b, f(c) = 0 y α(c) = 1. Demostrar
que f ∈ <(α) pero que f /∈ <F(α).

(c) Sea f : [a, b] → R acotada y α : [a, b] → R continua. Probar que f ∈ <(α) si
y sólo si f ∈ <F(α). En particular, f es integrable Riemann si y sólo si f es
integrable RiemannF.

[Nota: de la parte (b) del ejercicio se deduce que la definición de integral de Riemann-
StieltjesF no es equivalente a la dada en clase; sin embargo la mayoŕıa de los resul-
tados generales se preservan con ligeras modificaciones.]

17. Sea f : [a, b]→ R integrable.

(a) Probar que ∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f

(
a+ k

b− a
n

)
.

(b) Calcular limn→∞
∑n

k=1
n

k2+n2 y limn→∞
∑n
i=1 i

k

nk+1 para todo k ≥ 0.

18. Sean f ;α : [a, b] → R y sea c ∈ (a, b) tales que
c∫
a
f dα y

b∫
c
f dα existen. Demostrar

que
b∫
a
fdα también existe y que vale la igualdad:

c∫
a
f dα+

b∫
c
f dα =

b∫
a
f dα.

19. Sea f : [a, b] → R y sea α : [a, b] → R monótona creciente. Demostrar que si
f ∈ <(α) en [a, b] y [c, d] ⊂ [a, b], entonces f ∈ <(α) en [c, d].
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20. Sea α : [a, b] → R una función creciente, discontinua en un punto c ∈ (a, b). Sea
f ∈ <(α). Probar que f es continua en c.

21. Sea f : [a, b]→ R continua y sea α : [a, b]→ R monótona creciente.

(a) Demostrar que existe c ∈ (a, b) tal que
b∫
a
f dα = f(c) (α(b)− α(a)).

(b) Suponiendo que α es además derivable en (a, b),(pero no necesariamente de
clase C1), demostrar que la función

ψ(x) =

∫ x

a
f dα

es derivable en (a, b) y que ψ′(x) = f(x)α′(x) para todo x ∈ (a, b).

22. Sean f, g : [a, b] → R y sea α : [a, b] → R monótona creciente. Demostrar que si

f, g ∈ <(α) y f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ [a, b] , entonces
b∫
a
f dα ≤

b∫
a
g dα.

Deducir que si f ∈ <(α) entonces
∣∣∣∫ ba f dα∣∣∣ ≤ b∫

a
|f | dα.

23. Para cada x ∈ R vamos a notar con bxc a la parte entera de x, es decir: bxc :=
max {n ∈ Z / n ≤ x} . También denotaremos {x} := x− bxc. Analizar la existencia
de las integrales que siguen y en caso afirmativo calcularla:

(a)
4∫
0

x2 d(bxc) (b)
2∫
0

x d({x}) (c)
2∫
0

x2 d(|x|)

24. (Integrales y series)

(a) Sea I : R→ R la función definida por

I(x) :=

{
0 si x ≤ 0

1 si x > 0
.

Sean (cn)n una sucesión de números reales no negativos tal que
∑

n cn y (sn)n ⊆
(a, b) una sucesión de puntos distintos dos a dos. Probar que para todo x ∈ [a, b],
α(x) :=

∑∞
n=1 cnI(x− sn) es una función monótona creciente, con la siguiente

propiedad: para toda f : [a, b]→ R continua, se tiene∫ b

a
fdα =

∞∑
n=1

cnf(sn).

(b) Sea (an)n∈N ⊂ [0, 1] una sucesión estrictamente creciente tal que limn→∞ an = 1
y f : [0, 1]→ R una función continua tal que f(an) = 1/n. Definir α : [0, 1]→ R
creciente y acotada de manera que f ∈ R[α] y∫ 1

0
fdα =

∞∑
k=1

1

k3
.

Determinar la función variación Vα, para la función α encontrada.
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25. (Integración por partes) Sean f, α : [a, b] → R tales que f ∈ <(α) en [a, b]. Probar
que α ∈ <(f) en [a, b] y que vale∫ b

a
f(x)dα(x) +

∫ b

a
α(x)df(x) = f(b)α(b)− f(a)α(a).

26. (Fórmula de sumación de Euler-Maclaurin de orden 0) Sea f : [a, b] → R derivable
tal que f ′ es continua en [a, b]. Probar que

∑
a<n≤b

f(n) :=

bbc∑
n=bac+1

f(n) =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
f ′(x){x}dx+ f(a){a} − f(b){b}.

En particular, si a y b son enteros, esta cantidad es

b∑
n=a

f(n) =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
f ′(x)

(
{x} − 1

2

)
dx+

f(a) + f(b)

2
.

27. Sea f, α : [a, b]→ R tales que f es una función continua y α es de variación acotada.

(a) Demostrar que |f | ∈ <(Vα).

(b) Demostrar que vale la desigualdad
∣∣∣∫ ba f dα∣∣∣ ≤ b∫

a
|f | dVα. Sugerencia. Tener

en cuenta el Ejercicio 15.

(c) Deducir de (b) que
∣∣∣∫ ba f dα∣∣∣ ≤ Vα(a, b) max

x∈[a,b]
|f(x)|.

(d) Para cada x ∈ [a, b] se define ψ(x) =
∫ x
a f dα (observar que ψ está bien definida).

Probar que ψ es de variación acotada.

(e) Si α es Lipschitz en [a, b], probar que la función ψ definida en el ı́tem anterior
también es Lipschitz en [a, b].

28. (Ĺımites e integrales de Riemann-Stieljes)

(a) Sean α : [a, b] → R de variación acotada y (fn)n una sucesión de funciones
fn : [a, b] → R con fn ∈ <(α) para todo n. Probar que si (fn)n converge
uniformemente en [a, b] a f , entonces f ∈ <(α) y

lim
n→∞

∫ b

a
fndα =

∫ b

a
fdα.

(b) Sea α : [0, 1]→ R de variación acotada. Calcular

lim
n→∞

∫ 1

0
xndα.

∗ 29. (Fórmula de Stirling)
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(a) (Euler-Maclaurin de orden 1) Sea a, b ∈ Z con a < b. Definimos B2 : R → R
como la función B2(x) := {x}2 − {x} + 1

6 . Probar que si f : [a, b] → R es una
función dos veces derivable con f ′′ continua en [a, b], se tiene

n∑
i=m

f(i) =

∫ n

m
f(x)dx+

f(m) + f(n)

2
+

1

6

f ′(n)− f ′(m)

2!
−
∫ n

m
f ′′(x)

B2(x)

2!
dx.

(b) Usar el ı́tem anterior con f(x) = log(x) para probar que para todo n,

n! = nne−n
√
Anan,

donde (an)n es una sucesión que tiende a 1, y A es una constante positiva.

(c) Usar integración por partes para probar que la sucesión Wn =
∫ π

2
0 (cos(t))ndt

verifica nWn = (n − 1)Wn−2 para todo n ≥ 2. Deducir que para todo n,
limn→∞

W2n
π√
2An

= 1 y limn→∞
W2n+1√

A
8n

= 1.

(d) Probar que limn→∞
Wn
Wn+1

= 1 y que A = 2π. Deducir:

lim
n→∞

n!en

nn
√

2πn
= 1.

∗ 30. (Irracionalidad de π) Para todo n ∈ N0 sea Pn(x) :=
(x(π − x))n

n!
. Definimos

In :=

∫ π

0
Pn(x) sin(x)dx.

(a) Probar que para todo n ≥ 2 se tiene que

P ′′n (x) = π2Pn−2(x)− (4n− 2)Pn−1(x).

(b) Probar que para todo n ∈ N se tiene que In = −
∫ π

0
P ′′n (x) sin(x)dx.

(c) Probar que para todo n ∈ N0 existe un polinomio Qn(X) con coeficientes
enteros, de grado a lo sumo n, tal que In = Qn(π2).

(d) Probar que π2 es irracional.

Sugerencia: Supongamos que π2 = a
b con a, b ∈ N. Por el ı́tem anterior, cada

bnIn = bnQn(ab ) es un entero. Del hecho que x(π − x) toma su valor máximo
en π

2 , deducir la desigualdad

0 < bnIn = bn
∫ π

0

(x(π − x))n

n!
sin(x)dx <

(
bπ2

4

)n
n!

π.

(e) Concluir que π es irracional.
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