CAPITULO 4

Resolucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales

4.1. Problemas de valores iniciales. En este capitulo vamos a estudiar métodos
de resolucion de ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones y sistemas diferenciales aparecen en
casi todos las areas de la fisica. El tema es muy amplio y cubre muchisimas técnicas de la fisica—
matematica. Nos restringiremos a ecuaciones diferenciales ordinarias, es decir estudiaremos
aquellos sistemas cuyo estado se describe por una funcién (escalar o vectorial) que depende
de una sola variable, que en general podemos pensar que es el tiempo. Concretamente, x(t)
representa uno o varios numeros que determinan el estado del sistema bajo estudio en el instante
t. Dentro de esta clase de problemas, solo consideraremos el problema de valores iniciales:

1) {a‘c(t) = f(t, (1),

l’(to) = Xy,

donde f(t, z) es una funcién suave en ambas variables. Sabemos que este problema tiene solucién
unica definida en algtin intervalo que contiene a ty. Ademds, depende en forma continua de los
datos iniciales (tg, x).

A continuacién damos algunos ejemplos de problemas escalares (z(t) € R) de valores inicia-
les, relacionados con distintas aplicaciones.

4.1.1. Crecimiento poblacional. Los modelos clasicos de crecimiento del ntimero de
individuos de una especie son:

I. Crecimiento exponencial (Malthus 1798): N = rN.

1. Crecimiento logistico (Verhulst, 1838): N =r(1 — N/K)N.
En el primer caso la solucién es N(t) = Nye™, el segundo tiene como respuesta:

NoK

NO =33 (K = No)e

Sin embargo, modelos més generales de la forma N = g(N)N fueron planteados en diferentes
situaciones. Por ejemplo, un modelo usado para describir el crecimiento de tumores se basa en
la ley de Gompertz.

4.1.2. Circuitos R-C y R-L. Se denomina circuito R-C a un circuito eléctrico com-
puesto de varios resistores y capacitores interconectados. El mas simple de los circuitos R-C
consiste de un sélo resistor y un capacitor, como se muestra en la Figura 4.2(a). Si el capacitor
tiene carga inicialemnte, al estar conectado al resistor, circulard una coriente eléctrica a través
del circuito. Las placas del capacitor perderan su carga y la energia eléctrica se transformara en
calor (ley de Joule). La ley de Ohm establece que la intensidad de la corriente ¢ que circula
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modelo exponencial

modelo logistico
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Fig. 4.1: Crecimiento de la poblacion

(a) Circuito R-C (b) Circuito R-L

Fig. 4.2: Circuitos R-C y R-L simples.

por un resistor es proporcional a la diferencia de potencial v aplicada en sus extremos, es decir
v = Ri, siendo R su resitencia. Por otro lado, sabemos que la relacion entre la carga almacenada
en un capacitor es proporcional a la diferencia de potencial entre sus conductores, ¢ = C'v. Por
conservaciéon de la carga, y asumiendo que la carga solo se acumula en el capacitor, tenemos
1 = —q = —Cv, de donde se deduce RCV + v = 0. Si el potencial en el tiempo t; es vy, la
evolucién en el tiempo del potencial eléctrico estd dado por v(t) = voe~*"%)/" donde 7 = RC.
Observemos que si la resistencia R se mide en  (ohmios) y la capacidad C' en F (faradios),
7 se mide en s (segundos). La ecuacién diferencial de v refleja la conservacién de la energia.
En efecto, la energfa eléctrica acumulada en el capacitor estd dada por & = qv/2 = Cv?/2,
por lo tanto la variacién en el tiempo de dicha energia vale &ec = Cvd. Por otro lado, la ley
de Joule establece que la energia transformada en calor por unidad de tiempo, esta dada por
&l = 0 = v%/R. Vale entonces

2
Géelec + 52;@ = Cvo + v 0.
R

Analizamos ahora el circuito presentado en la Figura 4.2(b), formado por un resistor y un
inductor. Igual que en el caso anterior, de la ley de Ohm obtenemos v = Ri. La ley de Faraday
establece la relacién entre la corriente que circula por el inductor y la diferencia de potencial
entre sus extremos, v = —Ldi/dt, donde L es el coeficiente de autoinduccion.

De ambas relaciones, obtenemos la ecuacién diferencial © + R/Lv = 0, cuya solucién es
similar a la del caso anterior, con 7 = L/R. Si el valor resistencia R esta dado en §2 y el de la
inductancia L en H (henrios), 7 queda expresado en s.

4.1.3. Caida libre. Se denomina caida libre al movimiento de un cuerpo bajo la accién
de un campo gravitatorio. Si se considera la fuerza de rozamiento fluidodinamico, la ecuacién
de movimiento se puede escribir en términos la altura z:

mo = —mg + fr,
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donde g es la aceleracion de la gravedad y f,. es la fuerza de rozamiento que depende de v. Para
velocidades altas (régimen turbulento), f,. estd dada por

fr = %CdpAU27
donde Cjy es el coeficiente aerodindmico de resistencia al avance, p la densidad del fluido y A
es el drea transversal a la direccion del movimiento. Si definimos v = 1/2 CypA, la ecuacién
diferencial para v es © = —g + v/muv?. Si suponemos que el cuerpo inicialemnte se encuentra en
reposo, v(0) = 0, la solucién estd dada por v(t) = —g7tanh(t/7), con 7 = y/m/(g7y). Vemos
que, a diferencia de lo ocurre cuando no hay rozamiento, la velocidad se estabiliza en un valor
final v,, = g7. Para mas detalles, ver el Ejercicio 4.11.

4.2. Método de Euler. En algunos problemas, como los ejemplos anteriores, se
pueden obtener soluciones analiticas. Sin embargo, esto es raro y en la mayoria de los problemas
solo podemos obtener soluciones aproximadas por medio de métodos numéricos. Inicialmente,
vamos a considerar el caso escalar, es decir () € R, la extensién al caso vectorial (o a ecuaciones
de mayor orden) es inmediata. Resolveremos los problemas de valores iniciales hacia el futuro,
t € [to,to + T] (con T > 0). Esto no representa ninguna restriccién, siendo que (4.1) es un
problema reversible. En efecto, si resolvemos

en [—tg, —tg + T, entonces z(t) = Z(—t) es la solucién del problema (4.1) en [ty — T, to].

El mas sencillo de los métodos de integracién numérica se conoce el método de Euler explici-
to. Basicamente consiste en aproximar la solucion mediante la recta tangente que pasa por el
punto (%o, x¢) dada por

= x(ty) + x(to)(t — to) = xo + f(to, o) (t — to).

En el tiempo t; = tg + hy obtenemos x; = xg + hof(to, zo). Repitiendo la operacién a partir
del punto (1, 1), obtenemos un nuevo punto xs = 1 + hy f(t1, 1), correspondiente al tiempo
to = t1 4+ hy (ver Figura 4.4). Concretamente, planteamos la sucesién de puntos (t,, z,) definida
por

t, =11+ hn—l;
Ty = Tp—1+ hnflf(tnflu xnfl)u

donde h,, son valores arbitrarios (pequenos). Como la recta tangente es una aproximacién de
la funcién para pequenos incrementos en la variable independiente, x1 = z(t;), siendo z(t) es
la solucion exacta. A partir del segundo paso, el punto inicial no coincide con el verdadero. Sin
embargo, por la continuidad de la soluciones con respecto a los datos iniciales, z,, = z(t,). En
general vamos a tomar h, = h y por lo tanto t, =ty + nh.

Ejemplo 4.1. Para ilustrar el método de Euler explicito, vamos a estudiar el problema
#(t) = x(t),
z(0) =1,

en el intervalo [0, 1], como conocemos la solucién exacta, x(t) = €', podemos obtener los errores
obtenidos con el método numérico para diferentes pasos temporales h. Observemos que para
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t | x(t) z, (h=0.1) Error z, (h=10.01) Error
0.1 | 1.105 r1 = 1.100 5.17 x 1073 10 = 1.105 5.49 x 1074
0.2 | 1.221 Ty = 1.210 1.14 x 1072 Too = 1.220 1.21 x 1073
0.3 | 1.350 r3 = 1.331 1.89 x 102 T30 = 1.348 2.01 x 1073
0.4 | 1.492 x4 = 1.464 2.77 x 1072 40 = 1.489 2.96 x 1073
0.5 | 1.649 x5 = 1.611 3.82 x 1072 50 = 1.645 4.09 x 1073
0.6 | 1.822 xg = 1.772 5.06 x 1072 ZTeo = 1.817 5.42 x 1073
0.7 2014 | x;=1949  6.50 x 1072 70 = 2.007 6.99 x 1073
0.8 | 2.226 rg = 2.144 8.20 x 1072 Tgo = 2.217 8.83 x 1073
0.9 | 2.460 Tg = 2.358 1.02 x 107! Ty = 2.449 1.10 x 1072
1.0 | 2718 | x19=2.594 1.25x 107! Z100 = 2.705 1.35 x 1072

Tabla 4.1: Error ent =0.1,0.2,...,1 para h =0.1 y h = 0.01.

dos discretizaciones distintas, la solucién en un instante ¢ se alcanza en elementos diferentes
de la sucesion x,. En efecto, si para los pasos h, h > 0 tenemos la soluciones aproximadas
T, i, tendremos que z(t) = z, v x(t) = &z, donde ¢ = nh = iih. En la Tabla 4.1 se muestran
los errores E,, = |x(nh) — z,,| para h = 0.1,0.01. En la Figura 4.3 graficamos los errores para
h =10"1,1072 1073 en un sistema de coordenadas semi-logaritmico. Podemos observar que los
graficos son asintoticos a rectas, lo que refleja el comportamiento exponencial de los errores.

Esto coincide con el analisis del error que haremos mas adelante.

1071

102

Error

1073

1074

1075 —

Fig. 4.3: Error del método de Euler para la ecuacién z(t) = z(t).

El método anterior se describe en el codigo mostrado en el Algoritmo 4.1, los datos son:
tiempo inicial g, el valor inicial g, el tiempo de integracion T', el paso h temporal y la funcion
que representa la ecuacion diferencial f. La salida es una lista de tiempos t_list y otra de los
estados correspondientes x_list.
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Algoritmo 4.1: Método de Euler explicito.
Data: f, to, T, h, )
Result: t_list, x_list
n = 0;
t_list(0) = to;
xlist(0) = xo;
while t_list(n) —tp < T do
n=n+1;
t-list(n) =t(n—1)+ h;
xzlist(n) = x_list(n — 1) + hf(tlist(n — 1),z list(n — 1));
end

Ejercicio 4.4. Escribir un programa que implemente el método de Euler explicito descripto
en el Algortimo 4.1 para resolver el problema (4.1).

4.2.1. Error de truncamiento del método de Euler. Vamos a acotar el error que se
comete al aproximar la solucion exacta usando el método de Euler. Aclaremos que por acotar
entendemos obtener una estimacién pesimista del error, es decir que vamos a suponer que todas
las cantidades no conocidas toman los valores que maximizan el error. Mas adelante proponemos
métodos de analisis del error mas precisos, los cuales permiten optimizar los pardametros del
método (el paso temporal h en este caso) para lograr integradores eficientes sin superar el error
tolerado.

El anélisis del error se basa en calcular el nimero de términos del desarrollo de Taylor de
la solucién aproximada que coinciden con los de la solucién exacta. Si la coincidencia es hasta
el término n-ésimo, decimos que el método es de orden n. En el caso del método de Euler,
tenemos

x(tl) = Q?(to) + h$<t0) + %2.1'(7'1)

Como #(t) = f(t,z(t)), tenemos

B(t) = fit,2(t) + fot, x(8)E(t) = fi(t, x(t)) + folt, x(2) f(t, 2(t)),

de donde obtenemos

x(t1) = zo + hf(to, zo) + %(ft(ﬁ,[)?(ﬁ)) + fo(m,2(m)) f (11, 2(m1))).

Como x1 = x(to) + hf(to, xo), obtenemos

e =x(t) —x = %(ft(ﬂ,»f(ﬁ)) + fo(m, 2(m)) f (11, 2(11))) = O(hz)-

La cantidad €; se denomina error local de truncamiento.

4.2.2. Error global. Como vemos en el grafico de la Figura 4.4, a partir del segundo paso,
la diferencia entre la solucion exacta y la aproximada no se debe solo al error de truncamiento
local. Como partimos del punto (1, 1), que difiere del punto de la solucién exacta (t1, z(t1)), se
suma el error del paso anterior.. Queremos estudiar la acumulacion de errores en cada paso, lo
haremos para el método de Euler pero se aplica a todos los método propuestos. Definimos como
error global en el paso n—ésimo a E,, = |z(t,) — z,|. Vamos a calcular una cota para Es y luego
extenderemos el andlisis al caso general. Repitiendo los argumento utilizados anteriormente,
vemos que el error local de truncamiento e; = x(t3) — T, con To = x(t1) +hf(t1, x(t1)). El error
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Fig. 4.4: Errores locales y globales.

en tiempo ty estd definido como Ey = |z(t2) — 22|, que a diferencia de lo que sucede en ¢, no
es €5 como vemos en la figura 4.4. Para calcular Ey, podemos escribir

EQ S |(L’(t2) — Zi’2| + |Zf'2 — J/’Q| = |€2| + ’jg — Z‘2| .
Para estimar el segundo término escribimos

|To — xo| = |2(t1) — 21 + A(f(t1,2(t1)) — f(t1,71))]
<l|z(ty) — 1| + h|f(t1, 2(t1)) — f(t1,21)] .

Si suponemos que | f(t1,z(t1)) — f(t1,21)| < L|x(t1) — 21| = L |ey1|, entonces
Ey <le| + (1 + Lh) |e] .
En general, vemos que E, < |e,| + (1 + Lh)E,_1, e inductivamente podemos ver que
E, <|ex| + (1 + Lh) |en—1| 4+ -+ (1 + Lh)" " |e1] .
Si definimos €0 = méx {|e], ..., |e,]}, resulta
E, <1+ Q+Lh)+- 4 (1+Lh)" " emax-
De la expresién de la serie geométrica y usando que 1+ Lh < e™*, tenemos

n __ Lnh __
<(1—|—Lh) 1 <€ 1

E —_ —_— .
n — Lh 6TI'laX — Lh Emax

Como nh < T, obtenemos

el —1e
En < max .
- L h

Falta ver la condicién que impusimos sobre f(¢,z). Por el teorema del valor medio (o de
Lagrange) vemos que f(ty,z(t1)) — f(t1,21) = f.(t1,€), para algin punto £ en el intervalo
determinado por x;y y z(t1). Por lo tanto, si |f.(t,z)| < L, la hipétesis se verifica. En general
no podemos suponer la acotacién de f, (¢, x) en todo el dominio, pero tampoco es necesario. Si
tomamos un rectangulo @ = [to,to + 1| X [&1,&2] suficientemente grande para que la solucién
(t,x(t)) permanezca en ), podemos usar la constante L = max {|f.(t,z)|: (t,z) € Q} (ver
Figura 4.5). Para h pequeno, tendremos (t,,x,) € @ lo que termina con el argumento.
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& 1----

to to+ T t
bt

Fig. 4.5: En gris, el rectangulo () que contiene a (¢, z(t)).
Los puntos indican la solucién aproximada (¢, x,).

4.2.3. Estimacién del error. En 4.2.1, obtuvimos cotas de error de truncamiento con
constantes que dependen de la solucién exacta y estimaciones de las derivadas de f (¢, x), lo que
vuelve dificil de estimar con precisién. Con el objetivo de mantener el error dentro de valores
aceptables, buscamos formulas que nos permitan calcularlo con buen grado de aproximacién.
Como definimos en 4.2.1, el error local de truncamiento ¢; es la diferencia entre la solucién
exacta z(t1) y x1. El error con paso h estd dado por

€1 — I(tl) — T = CQhQ + O(h3),

Sin en lugar de considerar un paso de tamano h, consideramos dos pasos de tamano h/2
obtenemos

1
gl = iL'(tl) — (%1 = 502}7/2 + O(hg),
restando las estimaciones tenemos &, — x; = 1/2C5h* + O(h?), de donde podemos despejar
€1 = 2(571 - 5(71) + O(hg)

En 4.2.1 definimos €, como la diferencia entre el valor de la solucién exacta que pasa por (tg, z)
en el tiempo t = t,,, y la solucién obtenida con el método desde el punto (¢,_1, z(t,_1)) (Figura
4.4). Ahora, hemos considerado la diferencia entre el valor de la solucién exacta que pasa por
(tn—1,Tn_1) en el tiempo t = t,, que denotamos &,, y la solucién numérica z,,. Si suponemos
que el error global es pequeno, ambos errores deben ser similares, como se puede apreciar de la
comparacion de las Figuras 4.4 y 4.6. Analicemos el problema

Fig. 4.6: Error local.
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(t) = e 2 — 2z(t),
z(0) = 0.1,
para t € [0, 1]. La solucién exacta que pasa por (¢,_1,x,_1) estd dada por
w(t) = (t —t,_q)e 2 fe 2ttty

entonces &, = he % +e~?"z, ;. En la Tabla 4.2 se muestran los valores obtenidos para ¢, = 0,
x9 = 0.1 y h = 0.1. Observemos que las diferencias entre los errores locales de truncamiento y

t T, &n T, €n 2(x, — )

0.1 ]0.1800 0.1637 0.1712 | —1.625 x 1072 —1.752 x 1072
0.2 | 0.2259 0.2144 0.2197 | —1.147 x 1072 —1.238 x 1072
0.3 ]0.2477 0.2398 0.2434 | —7.920 x 107> —8.565 x 1073
0.4 | 0.2531 0.2478 0.2502 | —5.308 x 10~ —5.756 x 1073
0.5 ]0.2474 0.2440 0.2455 | —3.405 x 1073 —3.708 x 10~*
0.6 | 0.2347 0.2327 0.2336 | —2.035 x 1073 —2.232 x 10~°
0.7 | 0.2179 0.2168 0.2173 | —1.064 x 1073 —1.184 x 10~*
0.8 1 0.1990 0.1986 0.1987 | —3.891 x 10~* —4.551 x 10~*
0.9 | 0.1794 0.1794 0.1794 | 6.692 x 1075  3.895 x 10~°
1.0 | 0.1600 0.1604 0.1602 | 3.632 x 107*  3.612 x 10~*

Tabla 4.2: Error para h = 0.1 y la estimacién con h = 0.05.

las estimaciones son del orden de k3 = 0.001.

Las estimaciones del error permiten implementar métodos adaptativos, estos integradores
modifican el paso h para lograr que el error local de truncamiento en cada paso se encuentre
cerca de un valor preestablecido. Si fuera mayor, la solucién numérica tendria un error supe-
rior al deseado. Por el contrario, si fuera mucho menor, se estarian desperdiciando recursos
computacionales.

4.2.4. Extrapolacion. En el parrafo anterior, mostramos como se puede estimar el error
local de truncamiento comparando los resultados que se obtienen aplicando un paso del método
de tamano h y dos pasos con tamano h/2. Podemos, en lugar de estimar el error, reducirlo
considerando que &, = x,, + €,. Proponemos la modificacion:

Tp = xy + 2(2, — xy) = 2%, — Ty,
Explicitamente, tenemos

Ty = Tp—1+ hf(tn—la xn—l)a
-%n = Tp-1 + h/2f<tn—la xn—l) + h/2f(tn—l + h/27 Tp—1 + h/2f(tn—17 xn—l))

de donde obtenemos el método de Euler modificado:
jn = Tp-1 + hf<tn71 + h/2> Tn—1 + h/2f(tn,1, .1’”,1)).

Este método pertence a la familia de métodos propuestos en el Ejercicio 4.10, cuando ov = 1/2
yp=1

Ejemplo 4.2. Consideremos el problema
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cuya solucién exacta es z(t) = 0.01e*/(1 4 0.01(e* — 1)). En la Figura 4.7 se muestran las
soluciones obtenidas con ambos métodos. Para el método de Euler, tomamos un paso h = 0.05,
y para el método de Euler modifcado elegimos A = 0.1. De esta forma, el nimero de evaluaciones
de f(t,x) es el mismo. Como z(t) toma valores muy diferentes (0.01 < z(¢) < 1), consideramos
el error relativo que se muestra en la Figura 4.7(b), donde vemos la superioridad del método
de Euler modificado.

15 [T ‘AAAA T T ]
Ko saEuler
A A .
A + | xModificado
A AA
A
a A
—_— 10 [ A 4 |
o R N
= . .
~ A A
8 A A
— A
£a) 4 N
5F  a N R
A A
A AA
A x x XXX Xy “a
A x o x “ A
L X X ox g < x x XA:
0= | | | | L]
0 0.5 1 1.5 2 2.5
t
(a) Grafico de las soluciones (b) Errores relativos

Fig. 4.7: Comparacion de los errores de los métodos de Euler y Euler modificado.

4.2.5. Método de Euler implicito. Consideremos la ecuacién i(t) = — A z(t)

4.3. Meétodos de Taylor. En el método de Euler vimos que z; era una aproximacién
de primer orden del verdadero valor z(¢;). Si lograramos que x; coincidiera con mds términos
del desarrollo de Taylor de z(t), el orden del error de truncamiento serfa mayor (y por lo tanto
el del error global) y tendrfamos un método mds preciso. Para lograr esto desarrollamos los
primeros términos de x(t;):

) h* .. h3 .
x(t1) = zo + hx(toy) + 5 Z(to) + ry Z(7)

=xo + h f(to, x0) + % (fe(to, xo) + fa(to, zo) f(to, v0)) + — (7).

Si tomamos

2
x1 = xo + h f(to, x0) + % (fe(to, zo) + fu(to, zo) f(to, %0)),

obtenemos un método de segundo orden, es decir €, = O(h?), lo que prueba (por un argumento
similar al anterior) que el error global es E, = O(h?).

& Ejercicio 4.5. Plantear el método de Taylor para el problema del Ejemplo 4.1.

Ejercicio 4.6. Escribir un cédigo para la resolucion del problema del Ejemplo 4.1 mediante
el método dado en el Ejercicio 4.5.

% Ejercicio 4.7 Obtener el método de Taylor de tercer orden.
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4.4. Métodos Runge-Kutta. Para implementar el método de Taylor necesitamos
evaluar la funcién f(t,z) y también sus derivadas. Esto presenta varios problemas. Por un lado
tenemos que modificar todos los codigos donde se evalian la funcion y sus derivadas, es decir que
hay que escribir varias rutinas especificas para utilizar el integrador. Mas atin, en muchos casos
f(t,x) no tiene una expresién analitica, sus evaluaciones son el resultado de célculos realizados
numéricamente. No podemos entonces obtener los valores de sus derivadas. Vamos a presentar
en esta seccion una familia de métodos de alto orden donde sélo necesitan evaluaciones de la
funcién f(¢,z). Consideremos el mas simple de estos integradores: tomamos k; = f(tg,zo) v
ke = f(to + h,xo + hky), desarrollando ke como funcién de h

ky = f(to, z0) + h(fi(to, mo) + fu(to, o) f(te, x0)) + O(h?),

h
si definimos 1 = xg + = (k1 + k2), vemos que

2
2
r1 = o + hf(to, o) + %(ft(th%) + fe(to, o) f (to, z0)) + O(hg)a

2

ZE(tl) =29+ hf(to, 200) + %(ft(tm%) + fx(th Iﬂo)f(tO,fO)) + O(hB)a

restando ambas expresiones obtenemos €; = z(t;) — x; = O(h?).
Describimos los pasos correspondiente al método en el Algoritmo 4.2.

Algoritmo 4.2: Método Runge-Kutta de orden 2.
Data: f,t9, T, h,xzg
Result: ¢ list, x_list
n = 0;
t_list(0) = to;
xlist(0) = xo;
while t(n) —tp < T do
n=n+1;
t_list(n) = tlist(n — 1) + h;
ki = f(tlist(n — 1),z list(n — 1));
ko = f(tlist(n),xzlist(n — 1) + h* k1);
x list(n) = xlist(n — 1) + h* (k1 + ko) /2;
end

De la misma forma, podemos mostrar que el método que se obtiene calculando

[ (to, o),

(to + h/2 To + hk1/2)

(to + h To + hk)g)

y tomando x1 = xg + — (k1 + 2ke + 2k3 + k4) es un método de cuarto orden. Consideramos

nuevamente el problema del Ejemplo 4.1. En la Figura 4.8 graficamos los errores en funcién
del tiempo, para los métodos Runge-Kutta estudiados con dos pasos temporales distintos:
h =0.1,0.01.

Ejercicio 4.13. Escribir un programa que implemente el método de Runge-Kutta de se-
gundo y cuarto orden para resolver ecuaciones de la forma

{w) = f(t,z(t)),

x(to) = Xy,
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(a) Runge-Kutta de segundo orden. (b) Runge-Kutta de cuarto orden.

Fig. 4.8: Errores de los métodos de Runge-Kutta para & = z, (0) = 1, t € [0, 2].

tomando como parametros la funcién f, los tiempos inicial ¢y, el intervalo de integracién T,
el paso h y el dato inicial zg; y arrojando como resultados las listas t_list = (ty...ty) v
xlist = (xg...xy). Utilizar este método para resolver nuevamente el Ejercicio 4.17. Comparar
la solucién con la obtenida con el método de Euler.

4.5. Problemas en dimension mayor. Sabemos que existen muchos ejemplos
de problemas donde se necesita mas de una variable para describir el estado del sistema. La
evolucién se expresa por (4.1), pero interpretando esta ecuacion en forma vectorial, es decir

{rfc(t) = f(t,z(t)),

w(to) = Xy,

donde x(t) = (z1(t), ..., z4(t)) € R? representa el estado del sistema en el instante ¢, f(¢,x) es
una funcién suave definida en R x R? con valores en RY, ¢, es el tiempo y x el estado inicial
del sistema.

A continuacién, mostramos un ejemplo de sistemas de ecuaciones diferenciales, relacionado
con circuitos R-C.

Ejemplo 4.3. Consideremos el circuito de la Figura 4.9. Aplicando la primera ley de Kirchhoff,

Ch Ry

U1 V2

Uo Ry — (s

Fig. 4.9: Circuitos RC' en cascada.

obtenemos las ecuaciones

027)2: UIR_U27
2
. . v V1 — U
01(00—01)=§1+ 1R 27
1 2
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si definimos los tiempos 7 = R;CY, 75 = RyCy, 7, = Ry(CY, el ssitema se escribe como

) 1 1 1 .
U =—| —+ — | v+ —v2+ Vo,

T Ta Ta
. 1 1
Vg = —V1 — —Va.
T2 T2
El sistema es un sistema lineal no homogéneo con coeficientes constantes. Si el generador pro-
duce una diferencia de potencial vy = cos(wt), el problema admite una unica solucién periédica
Vper(t) = (Vper,1(t) Uper2(t))", con vper,;(t) = 0j(w) cos(wt + ¢;(w)), donde vi(w), va2(w) € (0,1)
y ¢(w) € (—m, w]. Podemos ver numéricamente que para cualquier condicion inicial, se verifica

lim v(t) — vper(t) = 0.

t——+o0

Si Ry =2k, Ry = 1kQ, C = 21F, Cy; = 1pF, obtenemos los gréaficos de la Figura 4.10. El

/4
d2(w) 0
—m/4
1073 O T T T A AT | _7r/2 T T S T S T S I T B A R W
100 10! 102 10 10* 10° 106 100 10! 102 10 10* 10° 106
w (rad/s) w (rad/s)
(a) Grafico de amplitud vs. w. (b) Gréfico de fase vs. w.

Fig. 4.10: Amplitud y fase de la solucién periddica.

1

méximo de 09(w) se alcanza en w = 500rads™!, para ese valor ¢9(w) = 0.

Ejemplo 4.4 (Circuito R-L-C). Consideramos el circuito R-L-C de la Figura 4.11. Por lo que
vimos en ejemplos anteriores, tenemos Cvg = ¢q, ¢ = —i, v, = Ldi/dt y ve — vy, = Ri. De estas
relaciones se deduce el sistema lineal

dq

dt ’

% = w?q — 2¢i.

donde w = 1/v/LC y € = R/(2L). En la Figura 4.12(a) mostramos las soluciones para los
pardmetros w = 2, £ = 1/2 y las condiciones iniciales ¢(0) = 1, i(0) = 0. En la Figura 4.12(b)
mostramos las soluciones para los pardmetros w = 1/2, £ = 1/2 y las mismas condiciones
iniciales. Si bien las soluciones convergen asintéticamente a 0 en ambos casos, el comportamiento
es diferente. En el primero, lo hacen en forma oscilatoria, mientras que en el tltimo, en forma
mono6tona. Estas diferencias se relacionan con los autovalores de la matriz de coeficientes que
valen A\; o = £+4/6%2 — w?. En el primer caso, los autovalores son complejos conjugados con parte
real negativa, mientras que en el ultimo, son ambos negativos. En la Figura 4.13 mostramos las
trayectorias en el espacio de fases.
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Fig. 4.11: Circuito R-L-C.
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(a) Solucién sub—amortiguada. (b) Solucién super—amortiguado.
Fig. 4.12: Soluciones del circuito R-L-C.
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(a) Solucién sub—amortiguada. (b) Solucién super—amortiguado.

Fig. 4.13: Grafico paramétrico de las soluciones del circuito R-L-C.

4.5.1. Métodos para sistemas de ecuaciones diferenciales. Los métodos numéricos
no son diferentes,

4.5.2. Ecuaciones de orden superior. La evoluciéon de un sistema fisico puede estar
determinado por las derivadas de orden superior respecto del tiempo, @(t), &(t),.... General-
mente, aunque no siempre, el sistema se escribe como la derivada de mayor orden en funcion

del tiempo y de las derivadas de orden menor:
a®(t) = f(t, @), &(t),...,a" (1),

con condiciones iniciales x(ty) = xo,x(tg) = x1,...,2* V(ty) = x4_1. Este problema se
puede reducir al caso anterior. Si x(t) € R?, consideramos el vector X (t) € R*® definido por
X (t) = (x(t)x(t) ... 2*D(t)), vale entonces

X(t) = (@) &(t) ... x™ (1),
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por lo tanto X (t) = F(t, X (t)), donde la funcién F(t, X (t)) est4 dada por

F(t,X(t)) = (&(t) &) ... ft,z(t),2(t),..., 2% D).

Las condiciones iniciales se pueden escribir como X (to) = (o @1 ... Tg_1).
Vamos a ilustrar estas ideas con algunos ejemplos.

Ejemplo 4.5. Para explicar las leyes de Kepler, Isaac Newton estudié el movimiento de una
particula sometida a una fuerza que depende de la posicion de la misma. El caso considerado
corresponde al de una fuerza central, es decir la fuerza estd dirigida a lo largo de la recta que
une un centro fijo o y la posicién de la particula, la magnitud de dicha fuerza sélo depende de la
distancia al punto central. A Newton le interesa conocer el movimiento de los planetas alrededor
del sol, pero sus resultados cambiaron de manera radical toda la fisica y la matematica. Si r es
el vector posicién de la particula, la fuerza ejercida sobre la misma estd dada por f(r) = o(r)r,
donde r = /r.r y (r) una funcién conocida. Por la segunda ley de Newton, si la particula
tiene masa m, las ecuaciones de movimiento son m# = f(r). Si definimos p = m#, el problema

Fig. 4.14: Particula en un campo central de fuerzas.

original se puede escribir de la forma

4.6. Analisis de diagramas de fases.

4.7. Aplicaciones.

4.7.1. Modelo depredador-presa (Lotka—Volterra). Cuando estudiamos el creci-
miento de una poblacion, tuvimos en cuenta la tasa de crecimiento de la poblacién natural,
es decir bajo la condicion de recursos ilimitados. También consideramos el caso de recursos
que se agotan, pero siempre tomando una sola especie. Vamos a analizar ahora la evolucién de
poblaciones que interactian. Para mantener la discusién lo mas simple posible vamos a tomar
dos especies, la primera que llamaremos predador, la que se alimenta de la segunda especie, a
la que denominaremos presa. Asumimos algunas hipétesis:

= los predadores tienen como unica fuente de alimentacion a las presas,
= las presas cuentan con recursos ilimitados,

= la Unica amenaza de las presas son los predadores.
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Denotamos z(t) e y(t) el nimero de individuos de predadores y de presas a tiempo ¢, respecti-
vamente. En ausencia de presas, y(t) = 0, x(t) decae con tasa «; mientras que en ausencia de
predadores, x(t) = 0, x(t) crece con tasa . Ademds, los encuentros entre individuos de cada
especie hacen crecer la poblacion de los predadores, mientras que decrece la poblacion de las pre-
sas, en forma proporcional al nimero de encuentros n(t) por unidad de tiempo. Siendo que n(t)
es proporcional al nimero de predadores y al nimero de presas, vemos que n(t) = kx(t) y(t).
De esto modo, se obtiene el sistema Lokta-Volterra:

o) b(t) = —aa(t) +72(0) (1),

y(t) = By(t) —ox(t) y(t),

donde « y ¢ poderan el efecto de n(t) en la tasa de crecimiento de predarores y presas, res-
pectivamente. Existen muchos ejemplos que encajan parcialmente en esta descripcion: leones
y gacelas, aves e insectos, pandas y eucaliptos. Uno de los primeros casos donde se cuentan
con datos es el de las liebres raqueta de nieve, Figura 4.17(a)!, y el lince canadiense, Figura
4.17(b)?, en la Figura. De los registros sobre el comercio de pieles en Canadd llevados por la

compania Hudson Bay Company?®, se pueden extraer datos sobre la poblacién de ambas especies
(ver [6], pdgina 216). En la Figura 4.15 mostramos la evolucién entre los anos 1845 y 1935.

175 --- liebres

— linces

150

125 -

= 100 -

miles)

75|

Poblacién

[ [ [ [ [ []
1845 1860 1875 1890 1905 1920 1935
Afo

Fig. 4.15: Evolucion de las poblaciones de linces canadienses y liebres raqueta de nieve.

Se puede ver analitcamente que el sistema (4.2) presenta dos puntos de equilibrio, uno de
ellos es el trivial z(t) = 0,y(t) = 0 y el otro z(t) = £/d,y(t) = a/v. El primer cuadrante,
x,y > 0, es invariante, es decir si z(ty) > 0 e y(ty) > 0, entonces z(t) > 0 e y(t) > 0 para
todo t. La funcién V(z,y) = aln(y) + Bln(z) — vy — dz es una cantidad conservada, es decir,
para cualquier solucién del sistema (4.2), V(x(t),y(t)) es constante en el tiempo. Por lo tanto
las curvas de nivel de V(x,y) describen las trayectorias en el espacio de fases z,y. Se tiene
entonces que las 6rbitas son cerradas. Dado que el punto de equilibrio (3/4, «/7) es un méximo
de V(xz,y), es un equilibrio estable.

En al Figura 4.16 se muestra las soluciones periédicas del sistema (4.2). Claramente, los datos
mostrados en la Figura 4.15 no presentan la misma regularidad. Esto puede deberse a muchos
factores; por ejemplo las hipotesis del modelo Lotka-Volterra no se verifican completamente,
los linces podrian alimentarse de otros animales pequenos, la fuente de alimento de las liebres

1© 2013, D. Gordon E. Robertson, CC BY SA 3.0.
2© 2010, Keith Williams, CC BY 2.0 https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=11394713.
3https://github.com/bblais/Systems-Modeling-Spring-2015-Notebooks/tree/master/data
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podrian fluctuar por razones climaticas, etc. Por otro lado, los datos poblacionales se infieren
de las pieles comercializadas. Esta actividad humana esta sujeta a cambios, no necesariamente
relacionados con la poblacién. Modificaciones en las regulaciones de la caza o variaciones de
la demanda* de pieles podrian haber afectado la relacién entre el volumen de la actividad
comercial y la poblacién de las especies.
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(a) Gréfico de z,y en funcién de t. (b) Orbitas (z,y) en el espacio de fases.

Fig. 4.16: Orbitas del sistema (4.2) para o = 0.25, § = 1.0, v = 6 = 0.01.

a) Liebre raqueta de nieve. (b) Lince canadiense.

Fig. 4.17: Presa y predador correspondiente a los datos de la Figura 4.15.

4.7.2. Modelo FitzHugh—Nagumo. En 1952, Alan Hodgkin y Andrew Huxley desa-
rrollaron el primer modelo cuantitativo de las corrientes iénicas de Sodio (Na™) y Potasio (K*)
en el axon gigante de la neurona de calamar, al ser estimulada con una corriente externa. El
modelo consiste en un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales, conocido como
modelo de Hodgkin y Huxley (HH), el cual describe la dindmica del potencial de membrana
de una neurona ante la accién de una corriente aplicada. Este modelo reproduce muchas de las
propiedades observadas. Sin embargo, la alta dimensién del sistema dificulta la comprension en
forma cualitativa de los fenémenos involucrados.

En 1961, Richard FitzHugh propuso un modelo simplificado que capturaba el proceso de ex-
citacion de celulas nerviosas. Para esto, utilizé computadoras analégicas (Figura 4.21), es decir
circuitos cuyas caracteristicas eléctricas simulaban el comportamiento de las células neuronales.
Su trabajo dio como resultado un nuevo modelo simplificado pero efectivo. Al ano siguiente,

4El periodo considerado incluye dos crisis mundiales: la gran depresién (1873-1896) y la crisis del 29 (1929-
1939).
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Fig. 4.18: Encuentro entre liebre y lince (© Canadian Museum of Nature).

J. Nagumo realizé un circuito electrénico equivalente a partir de diodos tunel (conductancia
diferencial negativa). El modelo FitzHugh—Nagumo es un oscilador de relajacién que consiste
un sistema de ecuaciones diferenciales de dimensién dos que se escriben de la forma:

(43) {@<t> — u(t) = v¥(t)/3 — w(t) + 1,

Tw(t) = v(t) +a —bw(t),

donde v representa el potencial a través de la membrana, I la corriente aplicada (estimulo),
w es una variable de recuperacion del sistema sin significado biofisico. Los parametros a, b, 7
son adimensionales y positivos. El valor de 7 determina la relaciéon entre la velocidad de w en
relacion con la de v. Debido a que la naturaleza no lineal del sistema, no podemos obtener
soluciones en forma analitica. Sin embargo, se puede el comportamiento del sistema realizando
algunas simulaciones numéricas. En la Figura 4.19 se muestran las soluciones para un estimulo
escalén I(t) = IgH(t —ty), donde I, la amplitud del salto, ¢y el tiempo del salto y H la funcién
de Heaviside. Se consideran los pardametros a = 0.7, b = 0.8, 7 = 12.5 y t; = 100. En la
Figura 4.19(a) el estimulo escalén produce un pulso tinico de gran amplitud casi independiente
de Iy. Cuando el estimulo supera cierto umbral, la solucién se comporta en forma oscilatoria
(Figura 4.19(b)). Los diagramas de fases se muestran la Figura 4.20, vemos en la Figura 4.20(a)
(Ip = 0.3) que la trayectoria parte del estado estable para I = 0 y realiza una larga excursién
para luego converger al nuevo punto de equilibrio. En la Figura 4.20(b), se observa el ciclo
limite atractor.

4.7.3. Atractor de Lorenz. En 1963, Edward Lorenz estudié (ver [11]) un sistema de
ecuaciones diferenciales tridimensional no lineal, el cual era un modelo simplificado de la evo-
lucién temporal de flujos hidrodinamicos de la atmosfera terrestre. De la observacion de los
resultados obtenidos numéricamente, concluyé que el sistema no evolucionaba hacia un estado
estacionario ni tampoco presentaba un comportamiento periédico. Por el contrario, su dinami-
ca era irregular y parecia cambiar aleatoriamente, a pesar que el sistema era completamente
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(a) Transicién entre estados de equilibrio (b) Auto-oscilacién: Iy = 0.325.
estables: Iy = 0.3.

Fig. 4.19: Comportamiento del sistema (4.3): potencial vs. tiempo.
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(a) Punto atractor: Iy = 0.3. (b) Ciclo limite: Iy = 0.325.

Fig. 4.20: Comportamiento del sistema (4.3): diagrama de fases.

Fig. 4.21: R. FitzHugh y la computadora analégica.
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deterministico. El sistema estudiado es

i(t) = oa(t) - oy(t),
y@t) = pa(t) —y(t) — x(t) 2(t),
2(t) = =B a(t) + (t) y(t),
que para ciertos valores de los paramétros presenta, lo que hoy denominamos, comportamiento
cadtico®. Las trayectorias no convergen a un punto de equilibrio, ni se acercan a un ciclo limite

(0 a un toro invariante en dimensién mayor que dos). El atractor de este sistema es un conjunto
fractal (dimensién de Hausdorff entre dos y tres) y exhibe un comportamiento muy complicado.

40 |

100 99799 y

Fig. 4.22: Atractor de Lorenz

4.7.4. Métodos homotdpicos para ecuaciones no lineales. En el Capitulo 3 estudia-
mos la resolucién de ecuaciones f(z,) = 0. Vamos a analizar un método diferente a los tratados
ahi. La idea es modificar la ecuacién lentamente desde una ecuacién con solucién conocida hasta
la ecuacién a resolver. Més concretamente, consideramos el problema f(x(t)) = (1 — t) f(x),
con t € [0,1] para t = 0, z( es claramente una solucién. Por otro lado, derivando la igualdad
con respecto a t, obtenemos

—f(@o)/ fo(x(t)),

—N—
8 8
—~
S =
[
S

()

Aplicando los métodos de integracién, obtenemos una aproximacién de z(1) = x,, solucién de
la ecuacién f(x,) = 0. Si tomamos el ejemplo e* = 45, podemos plantear el problema para
flx)=e*—45y xq = 0:

(t) = 44e~0),
z(0) = 0.

Con el método de Runge-Kutta de orden 4 y paso h = 0.01, obtenemos z(1) = 3.8066641621,
el error es | In(45) — z(1)| = 1.67232 x 1075.

5Un sistema dindmico cadtico presenta, entre otras caracteristicas, una alta sensibilidad a variaciones de
las condiciones iniciales, es decir que pequenas variaciones en dichas condiciones iniciales producen diferencias
significativas en el comportamiento futuro. Esto impide la prediccién a largo plazo (efecto mariposa).
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El método anterior se puede generalizar, si consideramos una funcién F(t,x) que verifique
F(l,z) = f(z), F(0,z) = g(z), podemos plantear F(t,z(t)) = 0. Si g(zg) = 0 es facil de
resolver (en forma analitica o numérica), resolviendo

Fi(t,x(t))

CE(tx(t)’
x(0) = xo,

i(t) =

obtenemos x(1) = z, solucién de f(z.).
Para el problema 1.7523 — 32 — 1 = 0, planteamos

F(t,z) = (1 —t)(z® — 2) + t(1.752% — 30 — 1)

vemos que F(1,z) = 1.752°> — 3z — 1 y F(0,x) = 2® — z. Las soluciones de F'(0,z) = 0 son
xo = 0,=£1. Podemos resolver el problema original integrando la ecuacion

, —0.7523 + 22 + 1
SC(t) = )

3(140.75t)z2 — 2t — 1
z(0) = —1,0,1,

obteniendo z(1) = z, = —1.09114, —0.360711, 1.45185 las soluciones de 1.752% — 3z — 1 = 0.
Observemos que si la ecuacién ctibica fuese 1.752% — 3z — 2 = 0, cuyas soluciones son x, =
1.5637, —0.781849 + 10.345803, un método similar nos daria una raiz partiendo de xy = 1, pero
no convergeria para ro = —1,0. Esto se debe a que las raices son complejas.

4.7.5. Teoria del cable. La evidencia experimental de la importancia de la teoria del
cable en el modelado de los axones nerviosos reales comenzo a aparecer en la década de 1930 a
partir de los trabajos de Cole, Curtis, Hodgkin, Katz, Rushton, Tasaki y otros. En esta época
fueron muy importantes los papeles de Davis y Lorente de No (1947) y los de Hodgkin y Rushton
(1946). En la década de 1950 mejoraron en las técnicas para medir la actividad eléctrica de
neuronas individuales. Asi, la teoria del cable llegé a ser importante para el analisis de los
datos recogidos a partir de grabaciones de microelectrodos intracelulares y para el andlisis de
las propiedades eléctricas de las dendritas neuronales. Cientificos como Coombs, Eccles, Fatt,
Frank, Fuortes y otros se basaron en gran medida en la teoria de cables para obtener mayor
conocimiento sobre el funcionamiento de las neuronas y para orientarse en el diseno de nuevos
experimentos.

Maés tarde, la teoria del cable con sus derivados matematicos permitié modelos neuronales
cada vez mas sofisticados para ser explorados por investigadores como Jack, Christof Koch,
Noble, Poggio, Rall, Redman, Rinzel, Idan Segev, Shepherd, Torre y Tsien. Una importante
vertiente de investigacion se centrd en analizar los efectos de las diferentes distribuciones de
entrada sindptica en la superficie dendritica de una neurona.

Vamos a considerar el siguiente problema: un cable coaxial esta formado por dos conductores
concéntricos, uno central (axoplasma) y uno exterior (fluido externo). Entre ambos se encuentra
una capa aislante (membrana). En una punta del cable se conecta un generador de tensién
entre ambos conductores, en la otra punta se conectan a través de un resistor (Figura 4.23). El
comportamiento cuantitativo del cable esta determinado por cuatro constantes eléctricas:

» 7, resistencia eléctrica por unidad de longitud del axoplasma (2cm™!),
» 74 resistencia eléctrica por unidad de longitud del fluido externo (2 cm™!),
» g: conductividad eléctrica por unidad de longitud de la membrana (2~ cm™!),

= ¢,: capacidad eléctrica por unidad de longitud de la membrana (Fcm™).



