CAPITULO 6

Analisis de Datos

6.1. Ajuste por cuadrados minimos. Es un procedimiento para ajustar a un
conjunto de datos (pares ordenados y familia de funciones), la funcién que mejor se aproxime
a los datos (linea de regresion o la linea de mejor ajuste), dentro de una familia de funciones
dependiente de uno o varios parametros. Concretamente, dada una tabla

r |\ ryT T2 ... XN

Yyl Y2 ... YN
buscamos una funcién f(x; o, ..., a,) que realice el menor error de los residuos r; definidos
por r; = y; — f(xj;0q,...,qn) en el sentido de minimos cuadrados. La idea es minimizar la

suma S de cuadrados de los residuos:

N

Z(yj — fxji00, .. )

J=1

N | —

1
S(al,...,am):5(7‘%+---+r]2\,):

Este método se utiliza comtunmente para analizar una serie de datos que se obtengan de algin
estudio, con el fin de expresar su comportamiento de manera lineal y asi minimizar los errores
de los datos obtenidos.

6.1.1. Modelo lineal. Vamos a estudiar el siguiente problema, supongamos que dos
variables se relacionan de la forma y = « + S, pero los coeficientes o y 5 son desconocidos.
Si mediante observaciones tenemos para distintos valores de x, los valores de la variable y
correspondiente, podemos hallar los coeficientes desconocidos resolviendo el sistema

y1 = a+ By,

Y2 = a + Pxg,
(6.1)

yn = a + Bry.

Si N =1 el sistema admite infinitas soluciones, para N = 2 hay una unica solucién supuesto
que x1 # x5. Para N > 2, el sistema esta sobredeterminado, por lo tanto tendremos solucién
sélo en el caso de tener los valores exactos de z; e y; (y asumiendo que la relacién entre las
variables es estrictamente lineal). Si dichos valores provienen de observaciones o de célculos
numéricos, esto no sucede y el sistema (6.1) no tiene solucién. Vamos a replantear el problema
de la siguiente forma: queremos hallar a, 5 que minimicen la distancia entre las observaciones
y la prediccién realizada con el modelo. Mds concretamente, si definimos r; = y; — ¥;, donde

J; = a+ Px;, buscamos que S = $(rf + - - + r%) sea minimo. Podemos escribir S en funcién
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de ay :
L N
’ = 5 Z — X — B$j>2,
7j=1
sus derivadas valen

@ Yy —a— fr;) = Zy]qLaN—i—/BZx],

y; —a — Bx;)z Zy]x]+a2x]+52x

Jj=1

as

Jj=1

Para minimizar buscamos un punto («, ) critico, es decir donde ambas derivadas se anulen,
esto nos lleva a las ecuaciones normales

N N
Zj:l yj=aN+p Zj:1 Zjs
N _ N N 2
Zj:l Yy = Zj:l zj+ [ Zj:1 x5y,
por ser la funcién S convexa, un punto critico es necesariamente un minimo (global).

Ejemplo 6.1. Consideremos la Tabla 6.1, las ecuaciones normales se escriben como

Yy ] y—9
2.65707 | 2.75794 | —0.100 87
4.04218 | 3.86579 | 0.17639
4.76812 | 4.97365 | —0.20553
6.36685 | 6.08150 | 0.28535

7.03401 | 7.18936 |—0.15535

U W N~ 8

Tabla 6.1

24.8682 = 5o+ 153
85.6833 = 15a + 553

cuya solucién es a = 1.65008, f = 1.10786, S = 0.095. En el grafico 6.1 mostramos los puntos
de la tabla y la recta obtenida.

6.1.2. Interpretacién geométrica. Vamos a darle un sentido geométrico al problema
planteado, empezaremos por recordar la nociéon de producto interno. Dados dos vectores de
w,v € RY se define el producto interno como w.v = u,v1 + - - - + uyvy € R. De la definicién se

ve claramente que

- uw.(v+w) =u.v + uw,

~uu=ul+-+ud >0y uwu=0siysélosiu=0.
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1Y
y=a+px
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Fig. 6.1: Recta de ajuste y = a + Sz.
Vemos que la norma de un vector se relaciona con el producto interno de la forma: ||u| = u.u.
Se puede probar la desigualdad de Cauchy:
—llulfloll < w.v < flu] o],
lo que nos permite definir un dngulo 6 € [0, 7] como el que verifica w.v = ||u| |v| cos(f).

Dada una recta en el plano generado por el vector w y un punto v fuera de la misma,
sabemos que la minima distancia entre la recta y el punto, se alcanza en la interseccion o
con la perpendicular que pasa por el punto exterior (ver Figura 6.2(a)). De forma similar, si
consideramos el plano generado por los vectores wy, us del espacio tridimensional y un punto v
exterior al mismo, la distancia minima del punto al plano se obtiene en el punto © proyeccion
ortogonal de v sobre el plano, como se muestra en la Figura 6.2(b). Si w es otro punto del
plano, por el Teorema de Pitagoras tenemos

lo —w|* = Jlo —o|* + |0 — w]* > [|& — w]|*

I
(a) Proyeccién ortogonal de v so- (b) Proyeccién ortogonal de v sobre el
bre la recta generada por u. plano generado por uq y us.

Fig. 6.2: Proyeccién ortogonal sobre subespacios de dimension 1 y 2.

Podemos usar estas ideas para interpretar las ecuaciones normales, si 1,z,y € RY son los
vectores definidos por 1= (1... )Y, z = (z,...2x)T ey = (y1...yn)T, buscamos el vector ¢
en el plano generado por los vectores 1, @ que realice la minima distancia al vector y. Tenemos
que y = al + pBx debe verificar y —y 1L 1, y — y L x. Se deduce que a, 5 deben satisfacer el
sistema (2 x 2):

yl=all+F1l.x,
yr=alx+ fx.x,
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que tiene unica solucion si y sélo si los vectores 1, no son paralelos, es decir no son todos
iguales los valores x;. Se suele denominar residuo a r = y — ¥y, el valor de S se puede calcular
como %Hr“2 Si z es otro vector del plano generado por 1y @, z = 71 + dx, tenemos

ly =2 =lly—g+y—=z*= 7| + g — 2| +2r.(g - 2).
Como 7 es perpendicular a todo elemento generado por 1 y «, el doble producto se anula por
lo tanto [ly — z|* = [|r[* + || — =
Si bien la funciéon S no permite hallar los valores de a y 8 que hacen éptimo el ajuste del
modelo en el sentido de minimos cuadrados, su valor numérico no tiene significado. Observemos
por ejemplo que S se modifica con cambios de escala (de unidades). Queremos un indicador de

la bondad del ajuste invariante por transformaciones lineales de la variable y. Si consideramos
y=(y1/1.1)1=(y...9)F, donde § = (y1 + - + yn)/N, podemos escribir

o ] I — gl
171 = i — gl — |9 — 5l = lly — 31 (1 _ly—wl*y

ly — gl
Como ||y—y||? es independiente de la eleccién los pardmetros a y 3, vemos que el ajuste depende
del cociente R? = ||y — y|*/|ly — y||* € [0, 1], mayores valores de R? reflejan un mejor ajuste.

Al contrario de lo que sucede con S, el coeficiente R? no cambia por modificaciones lineales de
la variable y, es decir que si consideramos la variable Y = my + b, tenemos ay = b + may,
By =m By, x3- = m*x; pero Ry = R,

Ejemplo 6.2. En la Tabla 6.2 (ver https://www.engineeringtoolbox.com/) se muestran la

temperatura (°C) de fusién del hielo para distinta presiones (MPa). Queremos establecer una
relacién lineal T = o + BP.

Presién Temp | Presion  Temp | Presion Temp

6.1 x 1074 0.01 |2.0x10" —1.54|9.0x 10! —7.91
1.0 x 1071 0.003 | 3.0 x 10} —2.36 | 1.0 x 102 —8.94
1.0 —0.064 | 4.0 x 10'  —3.21 | 1.2 x 10? —11.09
2.0 —0.14 |5.0x 10" —4.09 | 1.4 x 10? —13.35
5.0 —0.37 | 6.0 x 10" —5.00 | 1.6 x 102 —15.73
1.0 x 10! —0.75 | 7.0 x 10} —5.94 | 1.8 x 102 —18.22
1.5 x 10! —1.14 |80x 10" —6.91|2.0x10>  —20.83

Tabla 6.2

Las ecuaciones normales son

—1.2757 x 102 = 21 a + 1.3731 x 1023,
~1.6498 x 10° = 1.3731 x 102 + 1.7075 x 103 3,

de donde obtenemos los parametros o« = 0.5116, 8 = —1.007 y los indicadores de bondad del
ajuste S = 2.71, R? = 0.993. Si expresamos la temperatura en °F en lugar de hacerlo en °C,
T (°F) = 32 + 1.8 T (°C), obtenemos o = 32.920, 8 = —1.813 y S = 8.77, R? = 0.993. En la
Figura 6.3, los puntos presion-temperatura y la recta de ajuste.

6.2. Linealizacion. En general la ley que relaciona las variables de interés z e v,
y = f(x) no es lineal, pero en muchos casos existen transformaciones simples de cada una de
ellas que convierten al problema en lineal. Es decir, si consideramos nuevas variables X = g(x),
Y = h(y), la realcién anterior se escribe como Y = v+ 3X. En la Tabla 6.3 mostramos distintos
modelos no lineales que aparecen con frecuencia en las aplicaciones y las transformaciones para
linealizarlos.
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| | b
0 50 100 150 200

P (MPa)
Fig. 6.3

Modelo Transformacién

Y=hy |X=g) |[Y=a+pX
Exponencial: y = k e* Y=y | X=2 Y=Ink)+bX
Potencia: y = k 2° Y=In(y) | X =I(z) |V =In(k)+bX
Logaritmica: y = k+bln(z) | Y =y X=Inx)|Y=k+bX
Hiperbdlico: y = ka/(b+=x) | Y =1/y | X=1/z |Y=1/k+b/kX

Tabla 6.3: Modelos no lineales y las linealizaciones.

Ejemplo 6.3 (Modelo potencial). La tercera ley de Kepler establece una relacién potencial
entre el periodo orbital (ano) de cada planeta y el semieje mayor de su 6rbita. En la Figura
6.4 mostramos la érbita eliptica del planeta alrededor del sol, el cual ocupa un foco de la elipse
(primera ley de Kepler). En la Tabla 6.4 mostramos los valores de las semiejes a medida en
metros y el periodo orbital medido en dias. La tercera ley de Kepler establece la relacion

Planeta

Sol

Fig. 6.4: Orbita eliptica y semieje mayor.

7 = ka®, que se trasforma en T' = a + A, donde T = In(7), a = In(k) y b = . Las ecuaciones
normales son

61.3237 = 8.0 + 215.260 b,

1677.42 = 215.260 a 4+ 5810.35 b,
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Planeta a (m) 7 (d)
Mercurio (8) | 5.79092270 x 10'° | 8.796 934 x 10*
Venus (Q) 1.082094 75 x 10" | 2.247010 x 107

Tierra (&) 1.49598262 x 10! | 3.652570 x 10?

Marte (5) | 2.27938824 x 10 | 6.869601 x 102

Jupiter (%) | 7.78340821 x 10! | 4.335355 x 10°

Saturno (h) | 1.42666642 x 102 | 1.075774 x 10*

Urano (8) 2.870658 19 x 102 | 3.079910 x 10*
(

Neptuno (§) | 4.498396 44 x 10" | 6.022490 x 10*

Tabla 6.4: Valores del semieje mayor a y el perfiodo orbital .

que tienen como solucion o = —32.7041 y b = 1.500 31, es decir
T =6.26317 x 101910031,

Obsevemos que Johannes Kepler no disponia de datos sobre Urano y Neptuno dado que no se
conocian estos planetas al momento de enunciar esta ley (1618). ! De la ley de gravitacién de
Newton (1685) se deduce que 7 = 27 (GM) /2632, donde G es la constante de gravitacién uni-
versal y M es la masa del Sol. Usando que G = 6.674 x 107" Nm?kg=2 y M = 1.989 x 103 kg,
obtenemos el valor k = 6.31183 x 107*d/m*? (b = 1.5).

Notemos que de las observaciones astronémicas, sélo podemos obtener el valor del producto
GM, dado que en la féormula solo interviene el producto de ambas cantidades. No fue hasta 1798
que Henry Cavendish obtuvo implicitamente el valor de G como resultado de los experimentos
realizados con balanzas de torsién que permitieron determinar la masa de la Tierra y, como
consecuencia, el valor de G.

http://statpages.info/nonlin.html

6.2.1. Minimos cuadrados generalizados y no lineales®*. Debemos observar que al
linealizar el problema tomando X = g(z) y Y = h(y) y luego aplicar el método de regresién
lineal, estamos minimizando (Y; — ¥7)2 + --- + (Yy — Yy)? que no equivalente a minimizar
(y1 — 91)*> + -+ + (yv — Un)? Supongamos que Y son los valores del modelo de minimos

cuadrados linealizado Y = a + 8 X, si definimos §; = h™(Y}), suponiendo g; = y; tenemos
Y; —Y; = h(y;) — h(y;) = W (y;)(y; — §;), de donde se deduce

(V1= Y1) oo (Y = Ya)* 2 () (= §0)* -+ (W () (o — ).
Podemos considerar una funcién S modificada
Sa = %(wl(yl — 571)2 + -+ wn(Yy — YN)Q)a
donde w; = (h'(y;)) 2. Al minimizar Sg obtenemos las nuevas ecuaciones normales

N N N
Zj:l W;yY; = o Zj:l w; + Zj:l WjTj,
N N N
Do WiYTy =y wimy + By wis,

~

asumiendo (1 (y;))2(Y; — Y;)* = (y; — h_l(ifj))Q
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Ejemplo 6.4. Queremos estudiar el modelo exponencial y = k e que mejor ajuste a los datos
de la Tabla 6.5.
Si consideramos el mejor ajuste de S, donde

16

S = %Z(ln(yj) —a — Bx;)?

i=1
obtenemos las ecuaciones normales

34.6158 = 16.0a + 17.1337 3,
47.9919 = 17.1337 o 4 24.0476 3,

que tienen como soluciéon o = 0.111283 y 8 = 1.91642, lo que corresponde ay = 1.11771 1916422

Por otro lado, considerando que (h'(y))™2 = 2, la funcién a minimizar es
L
Se =3 >y (In(y;) — ag — fo )’
=1

y las ecuaciones normales generalizadas

31512.0 = 8553.6 ag + 15 761.2 B¢,
59012.9 = 15761.2 ag + 29515.6 B,

que da como resultado ag = —4.01117 x 1073 y Bg = 2.00152, es decir y = 0.995997 200152«
Para comparar ambos modelos consideramos la suma de cuadrados de la funcién no lineal:

1 .
Sn(a, B) = 5 (g1 — e*P7)2 oo 4 (Y16 — €*TF719)?)

para cada uno de los modelos anteriores obtenemos Sy (a, f) = 11.5404 y Sy (g, Be) = 2.73312,
donde vemos la mejora del segundo método.

Podemos plantear también directamente la minimizacién de la funcién Sy(«, ), para esto
buscamos un punto critico de Sy

16

a8 _ .
0= 2550, = 30— 0y e,
o =
aS 16
N « ZTj (6 xXj
0= W(O@ﬁ) = (y; — ey et g,
=1

! Los planetas Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno, son los més cercanos a la Tierra y pueden ser
vistos sin instrumentos 6pticos. Urano fue descubierto en 1781 y Neptuno en 1846.

T y In(y) T y In(y)
0.068005 1.81613 0.59671 || 1.11041 9.0719  2.20518
0.251188 1.85042 0.61541 || 1.29646 12.6341  2.53640
0.293132 1.45838 0.37733 || 1.32662 13.8117  2.62552
0.559454 3.39998 1.22377 || 1.52457 20.1724  3.004 32
0.667651 3.16039 1.15070 || 1.65131 27.8109  3.32543
0.710296 5.28771 1.66539 || 1.80158 37.2007  3.61633
0.955559 6.37366 1.85217 || 1.97499 51.1806  3.93536
0.962632 6.81148 1.91861 || 1.97986 52.8378  3.96723

Tabla 6.5
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resolviendo estas ecuaciones no lineales obtenemos ay = —2.89922 x 1072 y Ay = 2.01455,
Sy = 2.68944, lo que nos permite concluir que el método de minimos cuadrados generalizados
nos da una buena aproximacion.

Resolucién de las ecuaciones no lineales Para hallar un punto critico de S planteamos la iteracién del
método de Newton

-1

625N 6251\] oSN

< o) ) ( a1 ) da?  9adf O

g )\ By sy sy | | 9Sx
dadp 0B B (aln=1) gn—1)

Partiendo del punto inicial (o, 8) = (0.111283,1.91642) obtenido mediante la linealizacién obtenemos las itera-
ciones que mostramos en siguiente tabla:

a Jé] Sn

0.111283 384
—0.033 322616
—0.029 027 752
—0.028 992 228
—0.028 992 226
—0.028 992 226

U W N~ O3

1.916415 381
2.018 800281
2.014 584 857
2.014 554909
2.014 554908
2.014 554 908

11.540371 940
2.746 016 039
2.689441908
2.689440 046
2.689 440046
2.689 440 046

Ejemplo 6.5 (Modelo hiperbdlico). Cinética de Michaelis-Menten

6.3. Minimos cuadrados para suma de funciones. Consideremos el caso
general, supongamos que queremos aproximar la relaciéon y = f(z) como combinacién de funcio-
nes conocidas de la forma f(z) = aydy(z) +- - -+ andn(z), donde ¢y (z), ..., n(z) son funciones
dadas. Planteamos la eleccion de los coeficientes basados en el criterio de minimos cuadraticos.
Esto implica hallar ay, . .., a, de forma que sea minimo S = (y; —§1)?+- - -+ (yn — §n)?, donde
U; = f (x;). Si derivamos respecto a cada coeficiente, en el minimo se debe verificar

65 R 8@1 ~ ang
0= — 9y — cee 49 _
aai (yl yl) 8067; + + (yN yN) aai )
para i = 1,...,n, que se puede reescribir de la forma
Y dyn . O  OYn
6.2 e - e
( ) o 8ai + + N 8042- o 80@ * N 8ai
09, .
Dado que Do, ¢i(x;), el lado izquierdo vale
Y dYn
Mg T TN = y10i(z1) + -+ yndi(en)

De la misma forma, el lado derecho se puede plantear

O - Oyn
W Do, YN oo,

= (1¢1(z1) + -+ + andp(1))i(21) + - -

+Hargr(zn) + -+ angn(zn))di(TN)
= (¢i(21)d1(z1) + - + gi(wn)Pr(wN))r + - - -
H(@i(z1)Pn(x1) + - + Gi(n)Pn(TN)) -



6.3. MINIMOS CUADRADOS PARA SUMA DE FUNCIONES 105

Si definimos ¢;; = ¢;(x;), las ecuaciones (6.2) se escriben como

N n N
PRTTEDD (Z ¢ij¢kj> ay,
j=1 k=1 \j=1

las que se conocen como las ecuaciones normales. Si ® € RV*™ es la matriz cuyos elementos son

(®)jx = ¢r(x;) y los vectores y € RY, o € R" dados por y = (y1...yn)", @ = (a1...ap)",
las ecuaciones normales se escriben matricialmente como ®T.y = ®*.®.av. Si la matriz ®T.® es
inversible podemos despejar los coeficientes o = (@T.@)fl oTy.

6.3.1. Modelo polinomial. En muchas situaciones, la relacion entre dos variables z e
y no se puede expresar a través de una funcién lineal sino que es necesario utilizar otro tipo de
funciones, como por ejemplo funciones polinomiales de mayor orden:

y=f(z)=ap+ oz + -+ aa"”

Igual que en el caso lineal, buscamos minimizar el error S = %((yl — g]l)z + -+ (yN —In)?),
donde §r = f(x1). Si definimos ¢, = (1...1)T, ¢, = (21...25)7, (]5 = (27 ...2%)T,
entonces Yy = qgdy+ -+ and, v S = 2Hy yH2 Comoy—y L ¢, k=0,...,n, obtenemos
la ecuaciones normales

Y@y = Qo Qg Py + -+ an @,

Y91 = o Qg1+ + an @,y
(6.3)

y¢n = Qo ¢O¢n Tty d)n(tbn

Para que el sistema tenga solucién tnica, los vectores @y, . .., ¢, tienen que ser independientes.
Si apgpy + -+ + and, = 0, tenemos f(x1) =0,..., f(zy) = 0. Como f(z) es un polinomio de
grado n, f(x) tiene que ser idénticamente nula, lo que equivale a ap =0,..., a,, = 0.

Ejemplo 6.6. La ecuacién de estado para un sistema compuesto de un mol de un gas ideal es
pV = RT, donde p es la presién del gas, V' el volumen y T la temperatura absoluta. R es una
constante universal cuyo valor es R = 8.314 472 Jmol~! K~!. Dicho de otra forma Z = pV/(RT)
es una constante. Sin embargo, no existe ningiin gas real que cumpla exactamente la ecuacion
anterior. Las diferencias son mas notables a medida que la densidad del gas es mayor, lo que
ocurre a temperaturas bajas y altas presiones. En [18] se estudia en forma experimental la
ecuaciéon de estado del neén para temperaturas en el rango 80 — 130 K y presiones de hasta
2 x 108 Pa. En la Tabla I de [18] se muestran valores experimentales de p y Z para distintas
isotermas (T constante), reproducimos en la Tabla 6.6 los valores correspondientes a T' = 100 K
23 En [18] se ajusta por cuadrados minimos un polinomio de grado 10. Por simplicidad y
estabilidad numérica, vamos a considerar un ajuste quintico. Proponemos una aproximacion de
la forma Z = apy + a;x + - -+ + as 2, donde z es la variable adimensional x = p/1.0 x 10® Pa.
Resolviendo la ecuaciones normales, obtenemos

7 = 0.888 4+ 0.598 882z + 2.37695 22 — 2.33479 2% + 1.01929 z* — 0.166 425 2°.

El valor del funcién error S es 2.748 x 10~*. En la Figura 6.5 se muestran los resultados,
comparamos la aproximacién quintica con la aproximacién lineal Z = 0.768 940 + 1.584 23x,
cuyo error es S = 1.127 x 1072,

2La presion estd expresada en atmoésferas, recordemos 1atm = 101 325 Pa.
30Observar que en la Tabla I de [18], los datos correspondientes a P = 209.013 atm (2.11782 x 107 Pa) y
T = 100K aparecen repetidos.
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p (Pa) Z p (Pa) Z
1.43178 x 107 | 1.02397 || 6.25105 x 107 | 1.76259
1.73278 x 107 | 1.05236 || 6.59553 x 107 | 1.82034
2.11782 x 107 | 1.09705 || 6.94002 x 107 | 1.87800
247187 x 107 | 1.14461 || 7.62899 x 107 | 1.99251
2.81212 x 107 | 1.19388 || 8.31794 x 107 | 2.106 23
3.15105 x 107 | 1.24590 || 9.00695 x 107 | 2.218 83
3.49548 x 107 | 1.30104 || 9.696 03 x 107 | 2.33030
3.83990 x 107 | 1.35725 || 1.03851 x 10% | 2.44045
4.18432 x 107 | 1.41425 || 1.10741 x 10® | 2.54983
452876 x 107 | 1.47168 || 1.24523 x 10® | 2.765 54
4.87322 x 107 | 1.52974 || 1.38307 x 10® | 2.978 11
5.21766 x 107 | 1.58802 || 1.58983 x 108 | 3.290 10
5.56212 x 107 | 1.64641 || 1.79661 x 10® | 3.596 27
5.906 58 x 107 | 1.704 55 || 2.07235 x 10® | 3.997 17

Tabla 6.6: Datos de p y Z correpondientes a 7' = 100 K.

4l . 4l .
3| . 30 .
N N
2| . 2| .
10 . 10 .
| | | | | | | |
0.5 1.0 1.5 2.0 0.5 1.0 1.5 2.0
p (108 Pa) p (108 Pa)
(a) Aproximacién lineal: S = 1.127 x 1072 (b) Aproximacién quintica: S = 2.748 x 10~*.

Fig. 6.5: Grafico de Z en funcion de p.



