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CAPITULO 1

Aproximacion de Funciones

1.1. Polinomios de Taylor. Vamos a recordar la teorfa de polinomios de Taylor.
Como en todo el apunte, supondremos, salvo indicacién contraria, que f(x) es una funcién
indefinidamente derivable en toda la recta real o en un intervalo de interés. El polinomio de
Taylor no es otra cosa que la generalizacién de la nocion de recta tangente a orden mayor. La
funcién lineal tangente es, en un sentido que vamos a precisar, la mejor aproximacién lineal
de f(x) cerca de xg. Geométricamente esto quiere decir que entre todas las rectas, la recta
tangente es la que realiza el mayor contacto con el grafico de la funcién cerca del punto. En
forma analitica esto se expresa de la siguiente forma:

(a) Pi(wo) = f(wo).
(b) lim flz) — Alz)

T—x0 r — T

=0.

Se puede ver que Pi(x) = f(xo) + f'(x¢)(x — o) es la tnica funcién lineal que verifica esta dos
condiciones. En efecto, si no valiera la primera condicion, el limite de la segunda seria co. Para
cualquier otra funcién lineal que pasa por el punto (g, f(xg)), el limite es una constante, lo que
quiere decir que la distancia entre la funcién y su aproximacién lineal es (casi) proporcional a
la distancia entre x y zg. S6lo P;(z) tiene la propiedad de acercarse a f(z) més rdpido que z a
zo. Como resultado de estas condiciones se obtiene Pj(xq) = f(xo).

Queremos extender esta nocién a funciones cuadraticas, cubicas, etc. La generalizacién es
sencilla, vamos a buscar una funcién polinomial P,(z) de grado n (0 menor), llamado polinomio
de Taylor de orden n, tal que la distancia entre f(z) y P,(z) decrezca méas rapido que (x —x¢)",
es decir

o 1@ = Pal@)

T—T0 (J; — 5(:0)"

=0
Aplicando la regla de L’Hopital reiteradamente, se puede ver que la condicién anterior es

equivalente a P! (zo) = f'(z0), - - -, pm (z0) = f™(z0). A partir de estas igualdades, podemos
calcular el polinomio de Taylor de orden n alrededor del punto xg:

P(e) = flamo) + F/(@)@ — 7o) + 5 o) (@ = 20)? -+ [ (zo)z — o),

donde n! =1 x 2 x --- x n. Si definimos 0! = 1y f(z) = f(z), podemos escribir
=1
Py(x) =) o F®) (o) (z — x0)".
k=0

La idea es que a medida que aumentamos el orden n, P,(x) aproxime cada vez mejor a f(x).
Esto es cierto en muchos casos de interés, pero no siempre. Esto es discutido en una serie de
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ejemplos sencillos que nos van a permitir entender las diferentes situaciones. La teoria completa
de polinomios y series de Taylor excede el alcance de este apunte.

Ejemplo 1.1 (funcién exponencial). Si f(z) = ¢® y 29 = 0, entonces f*)(0) = 1 y por lo tanto

1
Pn(m):1+:p—|—---+ﬁm"

Tomemos un valor de x cercano xy = 0, por ejemplo x = 0.5. El valor exacto tomando 11
decimales es f(0.5) = 1.6487212707. En la siguiente tabla mostramos los errores que se cometen
con los polinomios de Taylor de distintos ordenes:

n Fo(x) | [f(x) = Pu(2)]
1| 1.5000000000 | 0.149

2 | 1.6250000000 | 0.237 x 10~!
3] 1.6458333333 | 0.289 x 102
4| 1.6484375000 | 0.284 x 1073
5| 1.6486979167 | 0.234 x 104
6 | 1.6487196181 | 0.165 x 10~°
7 11.6487211682 | 0.103 x 107°
8 | 1.6487212650 | 0.566 x 10~®
9 | 1.6487212704 | 0.282 x 10~°

10 | 1.6487212707 | 0.128 x 10710

Nota: Puede resultar poco intuitivo el significado de obtener un valor, mediante una medicién o un célculo,
con un error (relativo) menor a 10710, Este error nos dice que el valor aproximado coincide con el valor exacto
en los primeros 10 digitos significativos. Para hacernos una idea concreta de lo que esto representa podriamos
pensar la siguiente comparacién: si midiéramos la distancia entre un punto de la ciudad de Buenos Aires y uno
de la ciudad de Mendoza (aproximadamente 1000 km) con una precisién de 10 digitos, el error seria menor que

100 pm, una longitud similar al grosor de un cabello humano.

1.1.1. Estimacion del error. Para que cualquier aproximacion que hagamos a un valor
desconocido sea de utilidad, es necesario contar con una idea del error que se estda cometiendo.
En el ejemplo anterior, conociamos los primeros 11 digitos del valor exacto, pero esto es una
situacion artificial, en un problema real obviamente uno no conoce el valor que quiere calcular.
Dicho resultado se obtuvo mediante algin otro procedimiento y la garantia de precisiéon solo
pudo ser dada mediante una estimacon del error.

Vamos a obtener una expresién para el resto de Taylor definido por r,(x) = f(z) — P,(z),
que nos permite estimar el error que se comete al evaluar P, como aproximacién de f. Para
x1 > xo (el caso r1 < xg se estudia de forma similar), podemos escribir

f(z1) = f(o) / fz

El segundo término del lado derecho lo reescribimos usando la formula de integracién por partes
de una forma un poco artificial, dado que f'(x) = —(f'(z)(x1 — z))" + f"(z)(x1 — ), tenemos

+ / oy — 2) (@) da

Zo

= f(wo) + f'(zo) (w1 — w0) + N f(@)(x1 — x)dr = Pi(21) + Ryi(21).

Zo

1

fz1) = f(xo) — /() (21 — 2)

o

Anélogamente, usando la igualdad

P — ) = o (%f”(:v)(rvl - :c>2) AP @) - )
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vemos que

£(2) = Palan) + Ralan) = [wo) + (o)1 = 20) + 51 — 0)*f" (z0)

/ " (z) (2, — x)*dx.

Inductivamente, podemos ver f(z1) = P,(z1) + r,(z1), donde

ro(x1) = /3’1 ! — O (@) (2 — z)"d.

!
o n.

Por el teorema de valor medio para integrales, existe £ € [xg, x| que verifica

FD(E)

n+1
(n+1)! '

flar) = Pala1) + (w1 — o)
El dltimo término, se conoce como férmula de Lagrange del resto r,(x) = f(x) — P,(x). De
esta representacion obtenemos una acotacién del error que se comete aproximando el valor de

f(z) por P,(x):

(1.1) |[f(z) = Pu()| < x || (@ = wo)"

mé
(TL -+ 1) £€xo,x]
En la notacién de Landau: f(z) — P,(x) = O((x — x9)"™), cuando x — xy. La desigualdad
(1.1) nos muestra que si las derivadas estén acotadas (como en el Ejemplo [1.1)), P,(z) — f()
cuando n — 00.

En los siguientes ejemplos, analizamos el comportamiento del error para distintos valores
de n.

Ejemplo 1.2 (funcién trigonométrica). Tomemos f(z) = sen(z) y zo = 0, las derivadas de
orden par f(%)(0) se anulan, por lo tanto los polinomios de orden par n = 2k tienen grado
impar n — 1y vale P,(z) = P,_1(x). Mostramos los primeros polinomios de grado impar:

P (z) = =z,

1
Psy(x) =2 — 6:63,

1 1
Ps(z) =x — 6203 + mw‘r’,

131517

6" T 1200 T 5040”7

1 1 1 1
P o BN 7 9
5() =7 = 57+ 1557 ~ 5000" T+ 362880"

1 1 1 1 1
P =7 — = P 7 9 1
@) =2 = 50 5" " 500" T Se2ss0” 39916800
Tomando z = 0.5, tenemos f(0.5) = 0.47942553860. A continuacién mostramos los errores al

evaluar con los polinomios de Taylor de orden impar:

Bu(z) |f(z) = Fu(2)]
0.50000000000 | 0.206 x 10~
0.47916666667 | 0.259 x 1073
0.47942708333 | 0.154 x 1075
0.47942553323 | 0.537 x 1078
0.47942553862 | 0.122 x 10710

NoREN BN SGURIT I
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Como vemos en la Figura el intervalo donde P,(z) es una buena aproximacién de f(z)
aumenta con el orden del polinomio. Esto es consecuencia de la férmula de error, siendo que

todas las derivadas de f(z) estan acotadas por 1, para x € [—b, b] el error verifica

3 <
nds [ra ()] <

bn
(n+1)!

2 Y Y
“\ I N Ly /!
- -T2 /2 N\ 7\ - —m/2 /2 7\
= —1 1 “‘ ,’, ) -11
(a) Grafico de P3(x). (b) Gréfico de Ps(z).
A y A y
1 11
\\ n n :L, n n x
- —m/2 /2 N - —m/2 /2 7\
—1 \\\ -1

(c) Gréfico de Pr(z). (d) Gréfico de Py(z).

Fig. 1.1: Grafico de f(z) = sen(x) y las aproximaciones de Taylor de orden n = 3,5,7,9.

En los casos anteriores, la convergencia al verdadero valor es relativamente rapida, cuando
aumentamos el orden del polinomio. En el siguiente ejemplo vemos que la convergencia de los
polinomios de Taylor es muy lenta, lo que los vuelve ineficiente como método de aproximaciéon
de la funcién.

Ejemplo 1.3 (funcién logaritmica). Consideramos f(x) = In(1 + x) y ¢ = 0, podemos ver el
polinomio de Taylor de orden n es

2 a3 "

R

Una vez mds consideramos las aproximaciones de f(0.5) = 0.40546510811 realizadas con los

sucesivos polinomios de Taylor

n| Pz) ||f(z)— Pu(2)
1 10.5000000 | 0.945 x 10!
21 0.3750000 | 0.305 x 107!
310.4166667 | 0.112 x 107"
410.4010417 | 0.442 x 1072
510.4072917 | 0.187 x 1072
6 | 0.4046875 | 0.778 x 10~°
71 0.4058036 | 0.338 x 102
8 | 0.4053153 | 0.150 x 1073
9 0.4055324 | 0.672 x 1074
10 | 0.4054346 | 0.305 x 1074
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Podemos ver que, en este caso, la convergencia es mucho mas lenta que en los ejemplos an-
teriores. La funcién tiene una asintota vertical en x = —1, por lo que no podemos esperar
convergencia de los polinomios en un intervalo que contenga a ese punto. Pero como observa-
mos en la Figura , tampoco convergen bien cerca de z = 1. Esto se debe a que la regiéon
de convergencia de los polinomios de Taylor a la funcién siempre es un intervalo simétrico con
centro xg, la cual no puede contener ninguna singularidad de f.

Ay . Ly . “y . ;y

(a) Grafico de Py(z). (b) Gréafico de Ps(x). (c) Gréafico de Py(z). (d) Gréfico de Ps(x).

Fig. 1.2: Grafico de f(z) =In(l1 +z)y P,(z) con n = 2,3,4,5.

Ejemplo 1.4 (funcién sech). En el ejemplo anterior claramente la funcién tiene un punto
singular en z = —1. Esto produce que la convergencia de P,(z) a f(x) sea lenta en los puntos
cercanos a los extremos del intervalo simétrico (—1,1). Estudiemos el ejemplo f(x) = sech(z)
que esta perfectamente definida en toda la recta real. Sin embargo, como vemos en la Figura
las aproximaciones de Taylor no convergen mas alld de un intervalo simétrico alrededor de
xo = 0. Para entender la razéon de este comportamiento deberiamos considerar las extensiones
al plano complejo de las funciones, lo que esta fuera del alcance de este apunte. A modo de
cierre del ejemplo, diremos que la funcién f(x) = sech(x) tiene singularidades en los puntos
xr = +im/2, lo cuales estén a distancia 7/2 del origen.

1.1.2. Aproximaciéon de Padé*. La gran ventaja que tienen los polinomios sobre otra
clase de funciones es que pueden ser evaluados a partir de las dos operaciones basicas de los
numeros reales. En los ejemplos discutidos anteriormente, las evaluaciones de P,(x) pueden
realizarse con lapiz y papel (y mucha paciencia). En la introduccién planteamos que evaluar
funciones racionales tiene complejidad similar a evaluar polinomios. Padé propuso aproximar
una funcién por la mejor funcién racional, en el sentido de Taylor. Es decir @, ,(x) es la
aproximacién de Padé de orden (m,n) de f(x), siendo

ap + ar(z — xo) + -+ + ap(x — x0)™

€T) =
Qmnl@) 1+bi(z—x)+ -+ bp(x — )"
que verifica, f*)(zq) = ng,)n(xo) para k = 0,...,m+n. Estas condiciones determinan en forma

univoca los coeficientes de @, ,. Como ejemplo, tomamos f(x) = In(1 +z) y xy = 0. Las
aproximaciones de Padé, (), ,, se muestran en la tabla

Los errores de calcular In(1.5) 2 0.47942553860 mediante @, , se muestran en la tabla[1.2]
En este ejemplo vemos que se logra una aproximacion mejor con el mismo grado de complejidad.
Por ejemplo, para evaluar ()33(z) tenemos que realizar 3 + 3 multiplicaciones y 1 divisién,
comparable en complejidad, a evaluar P;(x), pero el error obtenido es mucho menor.

En la Figura se comparan los graficos de f(x) = In(1 + x) con las aproximaciones de
Padé QLl? Qg,l, Q272 y el pOliHOIﬂiO P7.
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(a) Grafico de Py(x). (b) Gréfico de Py(z).
A y A y
: MR . - T
s x s T
2 2, 2 2
1 '
(c) Gréfico de Ps(x). (d) Gréfico de Pao(x).
Fig. 1.3: Gréfico de f(z) = sech(x) y P,(x) con n = 2,4,6, 20.
(m,n) 1 2 3
1 2z 12z 24x
x4+ 2 —x? 4+ 6x + 12 a3 — 2224+ 120 +24
9 z(x +6) 3z(x + 2) 3z(19x + 30)
dx + 6 22+ 6x+6 a3 — 212? — 1022 — 90
5 a2 — 6 —24) | x(2® + 21x + 30) z(112? + 60z + 60)
6(3z +4) 922 + 36x + 30 | 3(23 + 1222 4 30z + 20)

Tabla 1.1: Aproximaciones de Padé @, de f(z) =1In(1 + z) en xy = 0.

J—1

(a) Grafico de Q1,1(x).

(b) Gréfico de Q2,1 ().

(c) Gréfico de Qa2(z).  (d)

's

Gréfico de P (z).

Fig. 1.4: Gréfico de f(z) = In(1 + z) y las aproximaciones de Padé.

1.2.

Interpolacién polinomial.

En muchos problema cientificos o en aplicaciones

tecnoldgicas es frecuente disponer de un cierto nimero de puntos obtenidos por mediciones o
calculos auxiliares, y se busca construir una funcién que ajuste a estos datos. Este problema
general, se va a tratar en las sucesivas secciones con distintos enfoques. Otro problema que se
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(m,n) 1 2 3 4 5
1 0.547 x 1072 | 0.132 x 1072 | 0.402 x 1073 | 0.140 x 1073 | 0.526 x 10~*
2 0.785 x 1073 | 0.597 x 10~* | 0.966 x 10~° | 0.207 x 10~° | 0.527 x 1076
3 0.162 x 1073 | 0.753 x 107° | 0.627 x 1076 | 0.873 x 10~7 [ 0.155 x 107
4 0.408 x 107* 1 0.127 x 107° [ 0.745 x 107 | 0.651 x 108 | 0.836 x 10~?
5 0.117 x 10=* ] 0.260 x 1075 | 0.113 x 107 | 0.747 x 1077 | 0.671 x 10~1°

Tabla 1.2: Errores |In(1.5) — Q.. (1.5)].

puede abordar con interpolacion es de aproximar una funciéon complicada por una més simple.
Si tenemos una funcion cuyo calculo resulta costoso, podemos partir de un cierto ntimero
de sus valores e interpolar dichos datos construyendo una funcion mas simple. En general,
obtendremos los valores de la funcién con un cierto error, pero dependiendo de las caracteristicas
del problema, la ganancia en simplicidad puede compensar el error cometido. La aproximaciéon
que se logra con polinomios de Taylor es local. Con esto queremos decir que es una muy buena
aproximacién cerca del punto donde se desarrolla, pero no lo es necesariamente en puntos
alejados.

En esta seccion vamos a estudiar la aproximacion de funciones mediante polinomios en un
intervalo acotado. El Teorema de Aproximacion de Weierstrassﬂ nos dice que las funciones reales
continuas f(z) definidas en un intervalo cerrado y acotado [a, b] pueden ser aproximadas tanto
como se quiera por una funcién polinomial p(x), es decir

méx [f(z) — p(z)| <e.

z€a,b]
Este resultado sélo afirma que la aproximacion existe existe, pero no como hallarla. Nos pro-
ponemos construir polinomios que aproximen a f(x) con un error apropiado al problema de
interés.

Para esto vamos a construir lo que se conoce como un polinomio interpolador de Lagrange.
La idea es simple, una funcién polinomial de grado n, p(z) = ag + a;x + - - - + a,z™, tiene n+ 1
coeficientes, si conocemos el valor de la funcién f(x) en n 4 1 puntos, xg, z1, ..., z,, podemos
determinar el valor de los coeficientes planteando y, = p(x1) = f(xx), o en forma equivalente,
resolviendo el sistema de ecuaciones lineales:

Yo = ap + a1To + - - - + ap Ty,

Y1 =ag+ a1y + - + apzy,
(1.2)

yn:a0+alxn+"'+anxz~

Se puede mostrar la existencia y unicidad del polinomio interpolador a partir del sistema lineal
(1.2), dado que la matriz

1 To - I‘g

1 oy - a?
V(zg,...,x,) = I

1 @, - a”

llamada matriz de Vandermonde, siempre es inversible asumiendo que x; # xj si j # k. Pero
nosotros vamos a seguir un camino distinto para mostrar la existencia sin tener que resolver el
sistema de ecuaciones.

INo confundir con los muchos otros teoremas conocidos como Teorema de Weierstrass
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Matriz de Vandermonde Queremos ver que la matriz de Vandermonde es inversible. Consideramos la funcién

1 IO DR xg

1 Try - x’il
w(zx) = det ,

1 x DR xn

desarrollando por la tltima fila vemos que w(z) es un polinomio de grado menor o igual que n. Podemos ver
que el coeficiente de z" es

1 ) . l'g_]‘
1 zpqg - xz:i
inductivamente vemos que es no nulo. Ademds, w(xg) =0,...,w(z,—1) = 0, por lo tanto w(x) # 0 para todo
x # xo,...,Tn_1, en particular w(z,) # 0. Esto muestra que V(xo, ..., z,) es inversible.
1.2.1. Forma de Lagrange. Dados los puntos zy,...,z, definimos los polinomios in-
terpoladores de Lagrange Lo(z), ..., L,(z) como
I (z — )
(=) (g e —ape) (=)
LJ(Q’J) = = )
(@ —@o) -+ (2 — ) (@ — wjpn) -+ (w5 — ) I (25 — 2

K]

es facil ver que L;(z;) =1y Lj(xy) = 0si k # j. Ahora podemos construir p,(z) de la forma
Pa(w) = f(@o)Lo(x) + -+ flon)Ln(x) = D Fa)L;(2).
=0

Es claro que muchos problemas, por ejemplo cuando utilizamos datos adquiridos con anterio-
ridad, no tenemos posibilidad de elegir los puntos xy,...,z,. Pero cuando podemos, surgen
varias cuestiones:

(1) ;Cémo elegir los puntos x, ..., x,?
(11) ¢(Existe una forma éptima de hacerlo?
(1) jSin — oo, pu(z) — f(2)?

Como f(x) y pn(x) coinciden en xy,...,z,, parece razonable tomar puntos equidistante en el
intervalos [a, b], es decir z; = (1 — j/n)a + j/nb. Veamos que ocurre con algunos ejemplos.

Ejemplo 1.5. Consideremos nuevamente f(z) = sen(nz) en el intervalo [a,b] = [0,0.5], para
distintos valores de n mostramos las diferencias maximas entre la funciéon y los polinomios
interpoladores, tomando los puntos equidistantes:

méx | f(z) — pa(z)|
2.1051 x 1071
2.3537 x 1072
2.3932 x 1073
2.1533 x 1074
1.7105 x 10~°
1.2085 x 106
7.6645 x 10~8
4.4015 x 107
2.3075 x 10710

3

O © 00 O U= Wi

—_

En la figura |1.5 se muestran los graficos de p,(z) para distintos valores de n
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1.0
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(a) Grafico de p;(x).
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(b) Gréfico de pa(x).

0.1 0.3 0.5

(c) Gréfico de p3(x).

Fig. 1.5: Gréfico de f(z) = sen(wz) y las aproximaciones polinomiales.

Ejemplo 1.6 (funcién hiperbdlica). Hagamos lo mismo que en el ejemplo anterior para f(z) =
sech(z) y el intervalo [a,b] = [—5,5], para distintos valores de m mostramos las diferencias
maximas entre la funcién y los polinomios interpoladores:

max | f(z) — pu(z)|
9.8652 x 101
5.9306 x 101
5.9135 x 10!
3.9335 x 10!
2.5965 x 1071
4.4200 x 107!
1.7085 x 107!
5.6791 x 1071
2.2243 x 1071

11 7.7654 x 107!

O © 00~ O Uk WS

—_

En la Figura mostramos los graficos de p,(x) para n = 8,9,10. Podemos observar el com-
portamiento oscilatorio de los polinomios interpolantes cerca de los extremos del intervalo.

0.5 F

—0.5[ Ul —05 ) 1 —o5f

(a) Grafico de ps(z). (b) Gréfico de py(x). (¢) Gréfico de pio(x).

Fig. 1.6: Grafico de f(x) = sech(z) y las aproximaciones polinomiales.

Como muestra el ejemplo anterior, los polinomios interpolantes pueden ser una muy mala
aproximacién. Una posible solucién consiste en distribuir en forma no uniforme los puntos
dentro del intervalo. Si creemos que una mayor concentraciéon de puntos mejora la aproximacion,
podemos espaciarlos en el medio del intervalo y acercarlos en las puntas. Esto se relaciona con
la pregunta sobre como elegir en forma 6ptima los puntos x, ..., z,. La repuesta fue dada por
Chebyshev y es la siguiente: supongamos que el intervalo es [—1, 1], tomamos los puntos

zo = cos(f),xy; = cos(30),...,x, = cos((2n + 1)0),
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donde 6§ = 7/(2n + 2). Para el caso n = 5, mostramos los puntos en la Figura [L.7 Para un

'3

Fig. 1.7: Ubicacién de los puntos de interpolacién con el criterio de Chebyshev (n = 5).

intervalo [a, b] arbitrario, podemos considerar el cambio de variable h(t) = (1—t)a/24(14t)b/2.
Si f(t) = f(h(t)) y Pn(t) €l polinomio interpolador de f(t), entonces py(z) = pn(h~(x)).
Volviendo al Ejemplo |1.6, en la Figura mostramos los polinomios que se obtienen con
los puntos distribuidos con el criterio de Chebyshev. Vemos que las oscilaciones son mucho
menores. Se puede ver la diferencia entre los polinomios Ly (z) para la distribucién uniforme y

—0.5 8 —0.5 - 8 —0.5 |

(a) Grafico de pg(x). (b) Grafico de pig(x). (¢) Gréfico de p11(x).
Fig. 1.8: Grafico de f(z) = sech(z) y las aproximaciones polinomiales.

la distribucién dada por el criterio de Chebyshev. En la Figura [1.9] mostramos Ls(z) para el
caso n = 8.

1t+---4 1t----- ‘
| |
I I
! x ! z
+ +
To  TD™T2 T3 1 T $V7 Tg To Ty T2 z3 4 z5 Te—"T7 T3

(a) Grafico de Ls(z) para distribucién uniforme.  (b) Gréfico de Ls(x) con el criterio de Chebyshev.

Fig. 1.9: Graéfico de L;(z) para distintas distribuciones con n = 8.

1.2.2. Forma de Newton. Vamos a considerar un procedimiento distinto para deter-
minar los polinomios interpoladores. La idea es similar a la construccion de los polinomios de
Taylor, a partir del polinomio de grado k, que verifica px(xg) = f(xo), ..., pr(xr_1) = f(xk_1),
obtener el polinomio pg.1(x) sumédndole al anterior un término de grado k+ 1 que no modifique
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lo anterior y ademads satisfaga pgi1(xx) = f(xr). Comencemos por el caso n = 1, la funcién
lineal p;(z) que satisface pi(xg) = f(xo) vy p1(x1) = f(z1) estd dada por

f(x1) — f(z0)

pr— (x — x0).

pi(x) = flzo) +
Para que po(x) = p1(z) + término cuadrdtico, verifique las condiciones anteriores, el término
cuadrético debe anularse en xy y en x1, por lo tanto se escribe como as(x — x¢)(z — x1). De la
condicion f(xs) = po(z2) obtenemos

f(x1) — f(xo)

1 — Zo

f(x2) = f(wo) +

(2 — x0) + az(z2 — x0) (22 — 21),

por lo tanto as queda determinado por

flx2) = flxo)  fla1) — flzo)  f(m2) = f(@1)  flz1) — f(®o)
4o = Ty — o T — o _ Ty — T T — o
2T To — I a To — X

Si definimos las diferencias divididas

flzo] = f (o),
flzo, 2] = W,
flwo, x1, 2] = f[xhx;i - i(ExO?xl],
tenemos que
(1.3) pa(x) = flzo] + flzo, 21](z — m0) + flwo, 21, 22| (2 — o) (x — 71).

Ejemplo 1.7. Queremos hallar la funcién cuadrética py(z) interpoladora de la funcién f(x)

con f(—=1) =1, f(1) = =5y f(3) = 5. Calculando las diferencias divididas obtenemos:
fl-1)=1—

—5-1

1—(—U::_3 T

- fl-1,1] =

fBl=5 —
entonces py(r) =1—-3(x +1) +2(x + 1)(x — 1) = 22% — 3z — 4.

La expresion anterior no es otra cosa que el método de Gauss—Jordan aplicado al sistema
lineal ([1.2)). En efecto partiendo de este sistema de ecuaciones lineales y aplicando operaciones
de fila, tenemos:

= Restamos la segunda fila a la tercera y la primera a la segunda:

1 -1 1] 1 1 -1 1 1
1 1 1|-5]~1[0 2 0|-6
13 9 5 0 2 8] 10
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= Dividimos la segunda y tercer fila por 2

1 -1 1 1 1 -1 1 1
0O 20/-6]~10 10|-3
0 4 8] 10 0 1 4| 5
= Restamos la segunda fila a la tercer fila
1 -1 1 1 1 -1 1 1
0 0|-3 ]~10 10]|-—
0 1 4| 5 0O 0 4| 8
» Dividimos la tercer fila por 4
1 -1 1 1 1 -1 1 1
0 0|-3 ]~10 10]|-—
0 41 8 0 1] 2
por lo tanto as = 2, a; = —3 y ap = —4. En forma general, tenemos
1 zo a3 | flwo) 1 z flzo)
Loxy 2t | flo] |~ 0 o1 —xo o —af| floa] — floo] | ~
1 a3 | floo] 0 @y —wo 5 —af | flwa] — flao]
1 x  x} f o) 1z  xd flo)
0 1 zo+ar| flro,xr] |~ 0 1 xzo+a1| flro, z] ,
0 1 wo+ | flwo, v 0 0 1 flzo, 71, 22

de donde podemos despejar

a9 = f{.ﬁl’o,.ﬁlﬁl,xg],
a1 = flzo, x1] — (xo + x1) f[z0, 71, 2],

ap = flxo] — o flx0, 21| + 011 W0, 1, T2),
y por lo tanto
pa(x) = ag + arz + aga® = flao] + flwo, 21](x — x0) + flwo, 21, 22)(x — m0) (2 — 21).

Esto se puede generalizar a cualquier niimero de puntos, como vemos a continuacion.

1.2.3. Diferencias divididas. Vamos a definir las diferencias divididas en general en
forma inductiva: flxo] = f(z0),

flea, - xe) — fleo, - ]
T — To )

(1.4) flzo, ..o ] =

Se puede ver que el polinomio interpolador esta dado por

n—1

(1.5) pn(x) = flzo] + flxo, x1](x — 20) + -+ + flxoy ..., T H T — ;).

J=0

Las diferencias divididas se pueden obtener mediante el Algoritmo [I.1} x_list contiene la lista
de puntos, g, ..., x, y f-list los valores f(x),..., f(x,). En df_list obtenemos las diferencias
divididas f[zo], f[zo, x1],- .., flxo, .., zn].
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Algoritmo 1.1: Diferencias divididas.
Data: n, x_list, f_list
Result: df list
df _list = f _list;
for k=1 tondo
for j =n to k do
df list(j) =
(df list(j) — df List(j — 1)) /(xlist(j) — xlist(j — k));
end

end
return df _list;

Para mostrar que p,(z;) = f(x;) para j = 0,...,n usamos un argumento inductivo. Es claro que (1.5) es el
polinomio interpolador para el caso n = 1. Supongamos que se verifica para n—1 puntos, entonces los polinomios
de orden n — 1 definidos como

pn—1(2) = flzo] + flzo, 21)(z —20) + - + flzo, ..., Tn—1] ﬁ(w - zj),
=0

n—1
anl(-r) = f[ml] +f[$1ax2](x _wl) +e +f[$1""7xn] H(x_xj)’

verifican p,_1(x;) = f(z;) para j =0,...,n — 1y ¢n_1(zx) = f(x)) para k =1,...,n. Siendo que

n—1

pn(l‘) = pn—l(x) + f[xOv s 71‘71] H(l‘ - 'rj)7

§=0
tenemos que p,(z;) = f(z;) para j =0,...,n — 1. De la definicién (1.4) tenemos
flz1, .. zk] = flxo, -« oy xp—1] + flzo, .-, xk](zk — x0),
por lo tanto

Gn—1(2n) = (f[zo] + flzo, z1](21 — 20)) + (f[T0, 1] + flT0, 71, T2] (72 — T0)) (20 — 1)

+- (f[x()a e 71771—1] + f[.’Eo, e 71771](1771 - IO)) I:I(xn - xj) = pn(xn)7

por lo tanto p,(z,) = f(x,). Esto muestra que p,(z) es el polinomio interpolador.
El polinomio p,(z) se puede evaluar mediante la forma Horner:

pg»(‘r) = f[fL’(], ce 7In]7
ngl)(x> - f[x(b v 7In—1] + (ZE’ - xn—l)p%O)(IL
P (x) = flzo, - wna] + (1 — 20 a)p (2),

pu(x) = pi (2) = flao] + (v — wo)p{" ™ (2),

que requiere n productos para su evaluacion. Podemos ver el cdlculo en el Algoritmo [1.2]

Algoritmo 1.2: Polinomio interpolador.
Data: n, df list, x_list, x
Result: p
p = df list(n);
for k=n—-11to0do
| p=dflist(k) + (x — xlist(k)) * p;
end
return p;
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1.3. Foérmula de error de interpolaciéon. En esta seccién vamos a estudiar el
error 1, (x) = f(x)—p,(z) que se comete al aproximar una funcién por el polinomio interpolador
de Lagrange. La féormula es similar a la obtenido para el polinomio de Taylor, para todo x en
el intervalo, existe & tal que

F(E)
(n+1)!

Tn($) = W(‘T)u

donde W(z) = (x — xo)(x — x1) ... (x — x,). En la seccién siguiente mostramos que ambos son

casos particulares de un resultado més general.
0 Necesitamos un version general del Teorema de Rolle. Recordemos es resultado original: si una funcién toma
en dos puntos el mismo valor, h(xzg) = h(x;), entonces existe un punto & € (xg,z1) donde vale h'(§) = 0 (ver

Figura [1.10)).

vy

Fig. 1.10: Teorema de Rolle.

Supongamos ahora que existen n 4+ 1 puntos o < 1 < --- < x, para los cuales se verifica h(xg) =
h(z1) = - = h(zx,), afirmamos que existe un punto £ € (zg, 1) Empezamos por un ejemplo, en la Figuram
mostramos una funcién h(z) que se anula en cuatro puntos, xo, 1, T2, s, en cada intervalo existe un punto
C donde se anula h/(z). Como h'(¢y) = h'(¢1) = h'(¢2) (que valgan cero es irrelevante), existen dos puntos,
o € (C0,C1) v m € (C1,(2), donde se anula h”(x). Aplicando por tltima vez el Teorema de Rolle vemos que
existe £ donde se verifica h'"’(£) = 0.

Zo (o e~ G2 T\3 Co ¢ ™ C& NS 77\
(a) Grafico de h(x). (b) Grafico de h/(z). (c) Gréfico de h”(z).

Fig. 1.11: Teorema de Rolle generalizado (n = 3).

La demostracién general se basa en el principio de induccién. Por el Teorema de Rolle existe (x—1 € (Tx—1,Tk)
donde h'(Ck—1) = 0, es decir que la funcién A'(x) se anula en n puntos (o, . . ., (,—1. Aplicando en forma inductiva
el resultado a la funcién derivada h’(z) para n puntos, vemos que existe & tal que 0 = (h/)(»~1 (&) = h(M(¢).

Ahora vamos a obtener cotas del error de las aproximaciones de interpolacién. Dados n + 1 puntos en el
intervalo (a,b), a <z < 21 < -+ < &, < b, definimos el polinomio de grado n 4+ 1 que se anula en esos puntos:
W(z) = (z —zo)(x — 1) ...(x — z,). Fijado un punto = # z; (j = 0,...,n), consideramos la funcién auxiliar
h(t) dada por
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es facil ver que h(z;) =0y h(z) = 0. Como h(t) se anula en n + 2 puntos, entonces existe £ € [a, b] que verifica
A"+ (¢) = 0. Por lo tanto

W(n—i—l)(g)
0=t ) — pt(g) — p, (2) ——2
FOEE) = E) )
Como py(t) es un polinomio de grado n, vale pglnﬂ)(t) = 0. Por otro lado W(z) es un polinomio de grado n + 1

ménico (W (t) = ¢"*+! 4 -..), entonces W™+ (¢) = (n + 1)!. Esto muestra que

_ )
por lo tanto vale la estimacién del error
1
1.6 (@) < — "<"+1) ‘W .
(16) )] < gy i [ 14D €)W ()

1.4. Interpolacién de Hermite. En la aproximacién de Taylor consideramos los
valores de la funcién y sus derivadas en un punto. Por otro lado, en la interpolacion de Lagrange,
consideramos los valores de la funcién en diferentes puntos. En esta seccién combinamos los
dos enfoques, queremos aproximar una funciéon conociendo los valores de la misma y algunas
de sus derivadas en distintos puntos. En los puntos zg, z1, . .., Ty, la funcién f(z) verifica

f(k)(mj):yj,k, paraj=0,.... myk=0,...,¢; — 1.

Queremos hallar un polinomio de grado menor o igual que n = qo+- - - +¢,, — 1 que verifique las
condiciones anteriores, dicho polinomio lo llamaremos polinomio de Hermite. El polinomio de
Taylor corresponde a ¢qg =n+1y ¢ =--- = ¢, = 0y el polinomio interpolador de Lagrange
agy=-'-=¢qn=1,con m=n.

Nota: Podemos hacer una demostraciéon no constructiva de la existencia del polinomio de Hermite, si definimos

la aplicacién lineal I" entre el espacio vectorial IT,, de los polinomios de grado menor o igual que n y R**! definida
por

I(P) = (P(;vo), o PO () L P(), .,P(‘Im_l)(xm)) ,

podemos ver que Nu(I') = {0}. Si I'(P) = 0, entonces z; es un cero de orden ¢; de P, por lo tanto P tiene
n+1=gqo+ -+ gm ceros contando su multiplicidad. Como el grado de P es menor o igual que n, P(z) = 0.
Dado que la dimensién de II,, es también n + 1, ' es un isomorfismo. Entonces el polinomio I'"!(y) es el
polinomio de Hermite, donde ¥ = (¥0,0, - - - s Y0,q0—15- - - » Ym, 05 - - - s Ymogom—1) -

Para obtener el polinomio de Hermite consideramos las diferencias divididas para valores
repetidas de z, por ejemplo si la condicién en el punto zy, es el valor de f(z) y sus ¢— 1 primeras

derivadas, es decir f(x),..., f@(x;), entonces planteamos las diferencias divididas:
1
Flew) = flan), flow, ox] = f/(xn), oo flan, ay) = —— 97 (),
—— (-1
g numeros

por ejemplo para g = 3 las diferencias divididas son

flee] = f(2g) —
— flrg, o] = f'(2) —

flex] = f(2r) = — flzk, 2, Tk = %f”(%k)

— flzr,zi] = f'(zg) —

flee] = flze) —
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Ejemplo 1.8. Queremos hallar la funcién polinomial ps(z) interpoladora de la funcién f(x)

con f(—=1)= =3, f(-1) =—1, f(0)=0, f'(0) =2, f'(0) = -6y f(1) = —1. Las diferencias
divididas obtenemos:

zy | f(zy)
—-1.| —3.
—1.
—-1.] —-3. 4
3 —9.
0 0. -1 3
2 —2. -1
0 0. -3 1
2 0.
0 0. -3
—1.
1 —1.

ps(x) = =3 — (x+1)+4(x+1)* = 5(x + 1)%2 + 3(x + 1)%2? — (z + 1)%2°
=-34+@+)(-1+@@+1)d+z2(B+2z3—-1x)))

La informacién sobre la funcién se puede dar en la forma de una lista de listas {ly, ..., 0}
donde [; = {a:j, Yi0s - - - ,ijqj_l}. Si armamos los vectores

xlist = (xg...To Ty .. . T1. Ty ... Tiy)

y,lZ.St = (y()’() Yoo Y10---Y10---Ymo - - - ym,O)

Algoritmo 1.3: Diferencias divididas.
Data: n,x_list,y_list
Result: df _list
df list = f _list;
for k=1 ton do
for j =n to k do
if x list(j) == x_list(j — k) then
| df dist() = 1(j, b);
else
| dflist(j) = (df dist(j) — df dist(j — 1))/ (2(j) — 2(j — k));
end

end
return df list;

1.5. Interpolacion lineal y cibica segmentada. Si queremos aproximar una
funciéon en un nimero grande de nodos, el polinomio interpolador resulta de grado muy alto.
Esto presenta dos problemas: el costo de evaluar el polinomio y la inestabilidad numérica que
presentan. Una alternativa es separar el intervalo [a, b] en subintervalos y realizar la interpola-
cién en cada uno de ellos. En cada subintervalo tendremos un polinomio interpolador diferente,
pero al momento de evaluar, solo debemos decidir a que subintervalo pertenece el valor de x
y evaluar la expresién correspondiente. Esto muestra que la complejidad no aumenta con el
nimeros de nodos.
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1.5.1. Interpolacién lineal. El problema de esta técnica es la falta de suavidad de la
funcién partida interpolante. Lo minimo que le pedimos es que sea continua, en ese caso basta
considerar en cada intervalo funciones lineales. En forma mas precisa, sia = xq < -+ < x, = b,
definimos s,(x) como la funcién partida

T — T Tr—x .
flao)——— + fla))— ,si @ € [z, 1],
1 — X 1 — X
sp(x) =
Ty — T Xr — Lpy_ .
Flan_)—= + flan) "L Siz € [Ty, 2.
Tp — Tp—1 Tp — Tp-1

En la Figura se grafica la funcién f(z) = 1.5e**/24-0.4 cos(mz) y su aproximacién mediante
funciones lineales a trozos en el intervalo [0, 3] con n = 4.

v Y

S / L

N >
N -

Fig. 1.12: Ajuste por segmentos lineales pa-
ra f(x) = 1.5e /2 4+ 0.4 cos(nz) en [0, 3].

Usando ([1.6), podemos ver que para x € [z;_1, ;] se verifica

|[F(2) = sn(2)] < L miix [F 1z — 2)(x = 2j-1).

2 £€[a,b]

b—a (b—a)’

, entonces (z; — x)(x — xj_1) < i

Si los puntos son equidistantes, x; — x;_; = y

por lo tanto

£(2) = safa)] < mtx () L)

T ecfad) 8n?
1.5.2. Interpolacién cubica. Si queremos que la funcién interpolante sea derivable,
debemos aumentar los grado de los polinomios en cada subintervalo. Si por ejemplo, buscamos
que sea dos veces derivable, podemos usar funciones polinomiales ciibicas. Para lograr esto,

planteamos la continuidad de s,(x), s),(x) y s (x) en los puntos x; donde cambia la definicién
de s, (x):
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Como son n polinomios de cubicos, el nimero de coeficientes indeterminados es 4n. Por otro
lado, de s, (zx) = f(x)) obtenemos 2n condiciones y de la continuidad de s/, (x) y s/ (x) resultan
2n—2 condiciones mas. Por lo tanto tenemos 4n—2 condiciones y 4n coeficientes indeterminados,
eso nos deja 2 condiciones libres. Existen distintas formas de elegirlas, de acuerdo al objetivo
buscado. Se puede considerar s (xy) = s/ (z,) = 0, conocidas como condiciones naturales. Por
ejemplo, si f es periddica, buscamos que s, también lo sea. Como f(zg) = f(x,), se verifica
sn(x0) = Sp(xy), entonces podemos tomar como condiciones adicionales: s/ (xg) = s/ (z,) ¥y

"

sh(xg) = si(xy,). Se puede probar que la solucién de este sistema de ecuaciones siempre existe.

v Y

F
N g

Fig. 1.13: Ajuste por segmentos cubicos pa-
ra f(x) = 1.5e=""/2 4+ 0.4 cos(nz) en [0, 3].

1.6. Aplicacion.

1.6.1. Temperatura ambiente. En el articulo [?], Hubert Frings y Mable Frings es-
tudiaron la influencia de la temperatura sobre el ntimero de chirridos por minuto de grillos
(neoconocephalus ensiger) machos. En la Tabla se muestran los siguientes valores (Tabla 1
en [?]). En la Figura se muestra el ajuste hecho con segmentos ctibicos.

T (°C) 8 9 14 | 17 | 18 | 19 205|215 | 23 | 24 | 25 | 26
N (min~') | 264 | 285 | 346 | 417 | 438 | 495 | 524 | 540 | 643 | 693 | 744 | 780

Tabla 1.3: Numero medio de chirridos/min. para individuos machos (n. ensiger).

1.6.2. Integracién. Como aplicacion de interpolacion segmentada, podemos estudiar
métodos de cuadratura, es decir calculos aproximados del valor de la integral de f en el intervalo
a [a, b], tomando la integral de la funcién aproximante. Si consideramos la aproximacién lineal
a trozos obtenemos

I:/abf(:r)d:r%’/absn(x)dx:/xl sn(:r)d:r+---+/mn o (2)dz

@) ) F(@ar) + flza)

2 2

Si suponemos z; — z;_1 = (b — a)/n, nos queda el método de los trapecios

(T — Tp_1).

12T = P () 4 2 ) o 2 () + fla).

Usando la acotacion del error se obtiene

(L7 I-T,= f”(zfl) /:(x —z1)(z —xo)dr + - - - + f”(;n) /g::(x — ) (x — x,1)dz,
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Fig. 1.14: Ajuste por segmentos ctibicos del
nimero de chirridos/min en funcién de la tem-

peratura.

de donde obtenemos

| —T,| <

méx ()] (b~ @)°

12 n?
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Ejemplo 1.9. Tomemos el problema de integrar f(z) = e=**/2 en [0, 3], con I = 1.24993044474

n T, T —T,| n?(I —T,)
2 1.2453104484 | 0.46200 x 10~2 | 1.8480 x 102
4 | 1.2484545573 | 0.14759 x 1072 | 2.3614 x 102
8 | 1.2495453664 | 0.38508 x 1073 | 2.4645 x 102
16 | 1.2498331500 | 0.97295 x 10~% | 2.4907 x 10~2
32 | 1.2499060568 | 0.24388 x 10~* | 2.4973 x 102
64 | 1.2499243437 | 0.61010 x 1075 | 2.4990 x 102
128 | 1.2499289192 | 0.15255 x 10~ | 2.4994 x 102
256 | 1.2499300633 | 0.38140 x 1076 | 2.4995 x 102

Observemos que n2(I — T,) converge a una constante C', esto permite dos cosas importantes.

La primera es una estimacion del error, tengamos en cuenta no conocemos I, pero usando

podemos despejar [ —T,, = %(Tgn —T,). Con esta estimacién, podemos saber si el error esta en
valores aceptables, o si por el contrario, debemos refinar nuestra particién. Inclusive pode-
mos hacerlo en algunos subintervalos, aquellos donde la funcién presente mayores dificultades
(comportamiento oscilatorio, singularidades, etc.) Por otro lado, de las estimaciones anterio-

res podemos despejar [ = r, = %Tgn —

%Tn. Este método se conoce como extrapolacién de
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Richardson. Para este ejemplo obtenemos

n Tn [T — 1| ntI —r,|

2 | 1.24950259352 | 0.42785 x 1073 | 6.84562 x 1073

41 1.24990896941 | 0.21475 x 10~* | 5.49769 x 1073

8 | 1.24992907793 | 0.13668 x 107> | 5.59845 x 1073
16 | 1.24993035902 | 0.85723 x 1077 | 5.61793 x 1073
32 | 1.24993043938 | 0.53620 x 1078 | 5.62245 x 1073
64 | 1.24993044441 | 0.33519 x 1079 | 5.62359 x 1073
128 | 1.24993044472 | 0.20949 x 10710 | 5.62418 x 1073

Se puede probar que

n—so0 12

—a)2
lim n*(I - T,) = _b=a) / 1" (z)dx.

En efecto, como

zj (.CL' _33,71)3
/x 1(&7 —z;)(r — zj_1)de = % -

j7
usando (|1.7) obtenemos

(b—a)?

I-T,) =—
n”( ) 5

(f"(&)(xr — w0) + -+ + [ (&) (@0 — Tn1))

interpretando el lado derecho como una suma de Riemann, obtenemos el resultado. En el
ejemplo anterior tenemos
(b—a)
12

b 3
/ f"(x)dx = %/ e (1 — 2?)dz = 0.024995.
a 0

1.7. Ejercicios.
Ejercicio 1.1. Dada la funcién f(z) = tanh(z).

(a) Mostrar las diferencias f(x) — Ps(x) v (f(x

) — Ps(x))/x", con Ps(x) = v — 23/3 + 22°/15
polinomio de Talor de orden n = 6 en xy = 0.
(b) Repetir reemplazando Ps(x) por la aproximacién de Padé Ps(z) dada por

r+ x3/15

Pool) = 5075

(c) Graficar las funciones f(x), Ps(z) y Ps2(x) en el intervalo [—2,2].

Ejercicio 1.2. Calcular las diferencias divididas y el polinomio interpolador para f(z) en
los puntos g, ..., x,:

(a) f(z) =&, ©g =4.0,21 = 5.0, 29 = 6.0, 23 = 7.0, 24 = 8.0.
(b) f(x) =€e" 29 =0.0,21 = 1.0,25 = 2.0, 23 = 3.0, 24 = 4.0.

& Ejercicio 1.3F Si f(x) es una funcién infinitamente derivable, probar que son equivalentes
las siguientes afirmaciones:
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I. f(z) es un polinomio de grado n.
II. flxg,x1,...,T,| es constante para todo g, x1, ..., T, € R.
. flzo,x1,...,2Zne1] = 0 para todo xg, 21, ..., 2,11 € R.

Ejercicio 1.4. Construir el polinomio interpolador en el intervalo [8, 26|, correspondiente
a los datos de la Tabla[[.3l Graficar.

Ejercicio 1.5. Graficar los polinomios de Lagrange en el intervalo [—1,1]: Lo(x), ..., Lg(x),
en los casos

(a) —1 =19 < --- < xg =1 equidistantes (z; = j/4 — 1).
(b) x; elegidos con el criterio de Chebyshev (z; = cos((j + 1/2)7/9)).
(c) x; elegidos al azar en el intervalo [—1,1].

& Ejercicio 1.6% Si f(z) es una funcién infinitamente derivable,

f(k)(xo)

o + o(h)

f[$07x0+h,...,x0—|—kh]:

& Ejercicio 1.7. Obtener la expresién de 7, como suma pesada de las evaluaciones de f, es
decir 7, = Bof(xo) + + -+ + Ponf(x2,). Comparar con la regla de Simpson.

% Ejercicio 1.8. Calcular lim,, .. n*(I —r,).
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