Ecuaciones Diferenciales A/B — 1° cuatrimestre 2020

ECUACION DEL CALOR

Ejercicio 1. Sea u una solucion de uy — Au =0 en R™ x (0, 400).

1. Probar que uy(z,t) := u(Az, A\*t) también resuelve la ecuacién del calor para cada
AeR

2. Mostrar que, si u es suficientemente regular, v(z,t) := = - Vu(z, t) + 2tus(z, t) también
resuelve la ecuacién del calor.

Ejercicio 2. Diremos que una funcién w es caldrica en U si verifica la ecuacion del calor
ur — Au = 0 en U. Verificar las siguientes afirmaciones indicando en cada caso las hipotesis
de regularidad sobre u necesarias para su validez.

1. Combinaciones lineales. Si uy y ue son funciones caléricas entonces auy 4+ Suo también
lo es.

2. Traslaciones. Si u(x,t) es calorica entonces u(x — &, t — 7) también lo es, £ € R, 7 > 0.

3. Diferenciacion respecto a pardmetros. Si u(xz,t, \) es calorica para cada A € R, entonces
Ou(z,t, ) también lo es.

4. Integracion respecto a pardmetros. Si u(x,t, ) es calorica para cada A\ € R, entonces
ff u(z,t, \) d\ es calorica.

5. Diferenciacion respecto a = y t. Si u(z,t) es caldrica entonces DXOFu es calorica todo
multi-indice o € Nij y todo k£ € Npy.

6. Integracion respecto a x yt. Considerar n = 1. Siu(x,t) es caldrica, entonces ffo u(y,t) dy
es calorica si dyu(zo,t) =0y f; u(z, s)ds es calorica si u(x,a) = 0.

7. Convoluciones. Siu(x,t) es calorica, entonces [, u(z—y,t)e(y) dyy f; u(x, t—s)p(s)ds
son caldricas.

Ejercicio 3.
1. Verificar que si ¢ es una solucién de la ecuacién del calor en R? x (0,00) y existe
w: R x (0,00) — R tal que ¢(z,t) = w(|z|,t) para todo x € R? y todo t > 0 (i.e., ¢
tiene simetria esférica), entonces w satisface:

(1) wTT—l—%wr:wt r>0,t>0.
2. Mostrar que la ecuacion (1) puede reducirse a la ecuacion del calor unidimensional
mediante el cambio ¥ = rw.
Ejercicio 4. Parai=1,...,n, sea u; una solucién de
Orui(x,t) = Opgui(z,t) x€R, t>0, ui(z,0) = @i(x) x>0.
Probar que la funcién
u(z,t) == ui(z1,t) - up(xn, t) para z € R", t>0,

es solucion de la ecuacion del calor en R™ x (0, 00) y satisface u(x,0) = ¢(z) para todo z € R",
donde ¢(x) := p1(x1) -+ pn(xn).

Ejercicio 5. Sea u(z,t) := v(z?/t) paraxz € Ry t > 0.
1. Verificar que uy = Ozzu en R x (0,00) si y solo si

(2) 420" (2) + 2+ 200 (2) =0  z€R.
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2. Verificar que la solucion general de (2) es
v(z) = C1/ e /s Y205 1+ Oy para z€R (C1,Cy € R).
0

3. Derivar v(2?%/t) respecto a x y seleccionar C; adecuadamente para obtener la solucién
fundamental .

Ejercicio 6. Sea

1
u(z,t) = el (%) para z € R", ¢t >0,

donde « y 8 son constantes.

1. Verificar que u satisface la ecuaciéon del calor si y s6lo si v satisface
at~ @Dy (y) + @Dy . Dy(y) + @2 Ay(y) = 0,
para y = t~Pe.
2. Verificar que si § = 1/2, v satisface
1
av+§y-Dv+Av:0.

3. Verificar que si v es radial, i.e. v(y) = w(|y|) para w : R — R, entonces w satisface

—1
w' =0,

1, no, N
aw + —rw +w" +
2 r

— _d
donde r = [y|," = ..

4. Tomar o = n/2 y hallar la solucién fundamental de la ecuacién del calor.

Ejercicio 7 (Método de similaridad).

1. Hallar todas las soluciones de la ecuacion del calor unidimensional que satisfacen
u(z,t) = u(Az, \*t) paratodo z€R,¢>0 ytodo AeR.

2. Mostrar que el método de similaridad dado en el item anterior también puede aplicarse
a la ecuacion del calor no lineal

0 (K (u)0yu) = Ou,

donde K es una funcién en C1(R).

Ejercicio 8.

1. Sea a(t) > 0 una funcién continua y sea u(z,t) una solucion regular de u; = aAu.
Mostrar que existe un cambio de variables ¢ = ¢(7) tal que U(x,7) := u(x,p(7)) es
solucién de la ecuacion del calor.

2. Sea b(t) € R™ continua y sea u(x,t) una solucion regular de u; = Au+b- Vu. Mostrar
que existe un cambio de variables x = ¢(y, t) tal que U(y, t) := u(¢(y,t),t) es solucion
de la ecuacion del calor.

3. Sea c¢(t) € R continua y sea u(zx,t) una solucion regular de uy + cu = Au. Mostrar que
existe op(t) derivable, tal que U(z,t); = u(x,t)p(t) es solucion de la ecuacion del calor.

4. Escribir una férmula explicita para una solucién de

aug +cu=Au+b-Vu+ f enR"” x (0,+00)
u=g en R™ x {t = 0},

donde ¢(t) € R,a(t) > 0y b(t) € R™ son continuas.



Ejercicio 9 (Principio de Duhamel). Sea u la solucion del siguiente problema:

up(x,t) — Oggu(z,t) = g(x,t) O<z<L,t>0,
u(0,t) = u(L,t) =0 t>0,
u(z,0) =0 0<z<L.

Probar que u puede ser representada en la forma
t
u(x,t):/go(x,t;s)ds O<z<L,t>0,
0

donde @ es la solucién del problema

or(x,t) — Yza(x,t) =0 O<zx<L,t>s,
©(0,t;5) = p(L,t;8) =0 t>s,
o(z,s78) = g(@, s) 0<z<L.

Ejercicio 10. Usar la transformada de Fourier para resolver el problema
ut(x7t) - 8wmu($vt) = g(w,t) YIS R> > O> u(:r,O) = f(l‘) S Ra
donde f y g(-,t) para cada t fijo, son funciones de S.

Ejercicio 11. Deducir la férmula explicita
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T t 1 _—a?
u(z,t) = - /0 = 5)3/2€4<“5>h(8)d5 z>0,t>0,

para la solucién del problema

ug(x,t) — Opgu(z,t) =0 x>0,t>0,
u(z,0) =0 x>0,
u(0,t) = h(t) t>0,
donde h(0) = 0.
Sugerencia: Definir v(z,t) := u(z,t) — h(t) y extender a v(-,t) por imparidad.
Ejercicio 12. Mostrar que la solucién acotada de

ug(x,t) — Opgu(x,t) =0 x>0,t>0,
u(z,0) = f(z) x>0,

estd dada por la féormula,

(1) = /OOO Nz, &) f()dE &> 0,0,

donde N(z,&,t) := ®(x —&,t) + P(x+&,t) y ® es la solucion fundamental de la ecuacion del
calor.

Sugerencia: Extender f por paridad a —oo < z < 0 y resolver el problema de valores iniciales para la f
extendida.

Ejercicio 13. Sea u la solucién del problema

u(z,t) = Opgu(x,t) reR, t>0,
u(z,0) = p(z) reR
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dada por la convolucion (en la variable ) de ¢ con la solucion fundamental. Probar que si
¢ € LY(R), entonces para todo t > 0 se tiene que u(-,t) € L}(R) y

/R w(w, t)dz = /R o(2)dz.

Ejercicio 14. Decimos que v € C*Y(Ur) N C(Ur) es una subsolucion de la ecuacion del calor
si

v —Av <0 en Ur.
1. Probar que méxy,, v = méxr,. v.
2. Sea ¢ : R — R un funcién suave y convexa. Probar que si u es solucién de la ecuaciéon
del calor y v := ¢ o u, entonces v es una subsolucién de la ecuacién del calor.

3. Probar que v := |Vu|? + u? es una subsolucién si u es una solucién de la ecuacion del
calor.

Ejercicio 15.
1. Sea C(x,t;7) := By(z) x (t —r?,t] para x € R", t > 0y r > 0. Probar que si u es
solucion de la ecuacion del calor en C(0, 0; 2) entonces existe una constante C' universal

tal que

max |Vyu| < C méx |ul.
C(0,0:1) C(0,0:2)

2. Con la notacién del ejercicio anterior, probar que si K C Ur \ 0pUr es compacto,
entonces existe una constante C' que depende de dist(K,0,Ur) tal que

méx |Vzu| < Cmax |ul.
K Ur

Ejercicio 16. Para n € N, sea u, una solucion regular del siguiente problema:
(up)t — Au, =0 en  Up, Up = fn en OpUr.

Probar que si f, — f uniformemente en 9,Ur, entonces existe u regular tal que w, — u
uniformemente sobre Ur y w es solucién de

u —Au=0 en Up, u=f en O,Ur.

Ejercicio 17. Sea u una solucién acotada de la ecuacién del calor en R"*1. Probar que u es
constante. jEs cierto el resultado si eliminamos la hipétesis que u sea acotada?

Ejercicio 18. Sea u una solucién de la ecuaciéon del calor en R™*! tal que u = 0 si z1 = 0,
uniformemente Lipschitz. Probar que existe a € R tal que u(x,t) = az;.

Ejercicio 19 (Principio del maximo para problemas parabolicos). Definimos

n

Lu:= — Z aij(l‘,t)aiju + Zbi(xat)a’iu’

i,j=1 i=1
donde los coeficientes a;j, b; son continuos, a;; = aj; y la matriz A = (aij) es definida positiva.
Es decir, £ es un operador eliptico segun la definicién del Ejercicio 13 de la practica 2.
Probar que si u € C*1(Ur) N C(Ur) satisface

u+Lu=0 en Up,

entonces

MAaX ¥ = MAX U.
UT 1—‘T

Al operador 9; + L se lo denomina operador parabdlico.



Ejercicio 20. Sea u € C*1(Ur) N C(Ur) solucion de
w—Au=f en Up, u=0 en 0,Ur,
donde f = f(x). Probar que si f <0, entonces u; < 0.
Sugerencia: Definir w(z,t) = u(x,t + ¢) — u(x, t), calcular w; — Aw y aplicar el principio del méximo. Ver el

ejercicio 14.

Ejercicio 21. Consideremos el paseo aleatorio simétrico. Supongamos que en el punto L =
mh + h/2 > 0 se ubica una barrera perfectamente refractante: si una particula llega al punto
L — h/2 a tiempo t y se mueve hacia la derecha, entonces es reflejada y regresa al punto
L — h/2 en el tiempo t + 7.

Mostrar que cuando h,7 — 0y h2/7' = 2D, p = p(z,t) es una solucion del problema
pi(x,t) — Dpyy(x,t) =0 <L, t>0,
p(x,0) =0 x <L,

Ademas, f_Loo p(z,t) dx = 1. Calcular explicitamente la solucion.

Ejercicio 22. Consideremos el paseo aleatorio simétrico. Supongamos que en el punto L =
mh > 0 se ubica una barrera perfectamente absorbente: si una particula llega al punto L—h a
tiempo ¢ y se mueve a la derecha, es absorbida y se detiene en L. Mostrar que cuando h,7 — 0
y h?/7 = 2D, p = p(x,t) es una soluciéon del problema

pe(x,t) — Dpgp(x,t) =0 x <L, t>0,

p(z,0) =0 <L,

p(L,t) =0 t>0.

Calcular explicitamente la solucidn.



