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Para aprobar el examen se deben resolver correctamente al menos dos ejercicios. Recuerde justificar
todas las respuestas.

1. Sea u € C*(R?) solucién de:
(y - x)um(x,y) - (.’I} =+ y)“’y(wa y) = 0.
Demostrar que u es constante.

2. Sea u € C?*(R3 x [0, 00)) solucién del problema:
ug — Au+ud =0 en R?’x(o,oo), u=g, u=h en R

Demostrar que si g = h = 0 en By, (z0) x {0} para algtn (zg,to) € R3 x (0, 00) entonces u = 0
en el conjunto:

K (zo,t0) := {(z,1) eR? x (0,00) : 0 < t < tg, |z — x0 <to—t}.

Sugerencia: Considerar la energia e(t) := th +(z0) (3u? + L|Vul> + 1u) dz para t € (0, to).
o

3. Sea U C R™ un conjunto abierto y acotado con frontera de clase C'. Demostrar que para todo
e > 0 existe una constante positiva C(e) tal que:

lull2 < ellulli2 + C(e)||ull para toda u € Hl(U).

4. (a) Demostrar que para cada u € H'(0,1) existe una tnica funcién @ € C([0,1]) N H(0,1)
tal que @ = u ctp, @' = v ctp, y max,cp ) |U(x)] < [lull2 + [[]]2-
De aqui en més, identificaremos v € H*(0, 1) con su representante @ € C([0,1]) N H(0,1).
Sugerencia: Considerar v(z) := [ u’ dt para x € [0,1], donde a € (0, 1) est4 fijo. Probar que

1
[v(y) —v(@)| < [[W]l2ly — 2|2 Va,y€[0,1],

que la derivada débil de v es u’, y concluir.

(b) Dado f € L%*(0,1), demostrar que el problema:
Blu,v] = (F,v) Vo e HY(0,1), (1)

admite una tinica solucién u € H'(0,1), donde:
1
Blu,v] := / (u'v" + wv) dz + (u(1) — u(0))(v(1) — v(0)) u,v € HY(0,1),
0
1
(F,v) ::/ fvdz ve HY0,1).
0

(c) SifeC(0,1)yueC?*0,1)NC([0,1]) es una solucién de (I]), qué ecuacién satisface u?



