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RESOLUCION

1. Considerar el problema:

ug(x,t) + ug(x,t) — ugy(x,t) =0 O<zx<mt>0, (1)
u(0,t) = u(m,t) =0 t>0, (2)
u(z,0) = f(z), w(z,0)=0 0<z<m. (3)

(a) Usar el método de separacién de variables para hallar una solucién formal de ——.

(b) Establecer condiciones sobre la funcién f para que la solucién hallada en el item anterior

sea una solucién clasica de ——.

Resolucion.

(a) Suponemos que el problema ([I)-(2)-(5]) admite una solucién no nula de la forma:
u(z,t) = X(x)T'(t) x € [0,7],t>0.

A partir de y se ve que X debe ser solucién de:

X" (x) = AX(z) =0 x € (0,m), (4)
X(0) = X(m) =0, ()

y que 1" debe ser solucién de:
T'#)+T'(t) = AXT(t)=0 t>0, (6)

para algin A € R.
Si A = 0 entonces la soluciéon general del es:

X(@)=Az+B z€(0,7) (A BER).

Para que una funciéon de esta forma verifique se debe tener A = B = 0. Entonces
descartamos A = 0.

Si A > 0 entonces el polinomio caracteristico asociado a admite dos soluciones reales
distintas, +v/\. Luego la solucién general de es

X(z) = Ae¥** 4+ Be™V™ e (0,nr) (A, BeR).

Nuevamente, para que una funcién de esta forma verifique se debe tener A = B = 0.
Entonces descartamos A > 0.

Si A < 0 entonces el polinomio caracteristico asociado a admite dos soluciones comple-
jas dada por +4/|\|i. Luego, la solucién general de es

X(z) = Asin(y/|\ z) + Beos(v/]A\|z)  ze(0,7) (A BeR).

Para que X verifique X (0) = 0, debe ser B = 0. Luego, para que X verifique X (7) = 0,
sin ser X la funcién nula, debe ser \/W = k para algtin k£ € N. Entonces, cualquier funcion
de la forma:

Xy (z) = sin(kz) z € (0,7), keN.



es una solucién no nula de —, siempre que \ = —k2.

Para A = —k?, k € N, el polinomio caracteristico asociado a @ admite dos soluciones
complejas distintas, —% + 5V4k% — 1. Entonces, la solucién general de @ estd dada por:

Ti(t) = e*/% (A, cos(yit) + By sin(yxt)) t>0, keN (Ag, Br € R),

donde hemos anotado:

Entonces, cualquier funcién de la forma:
up(z,t) = Xp(2)Tp(t) = e 2 sin(kz) (Ag cos(vt) + By sin(yt)) z € (0,m),t>0,

satisface de y .
Ahora proponemos una solucién de —— de la forma:

:iuk(x,t) xe0,7m],t>0, (8)
k=1

donde wug(z,t) := Xi(z)Tk(t) y los coeficientes Ay y By que aparecen en la definicién de
T} son a determinar, para cada k € N. Para que esta funcién verifique (2 , se debe tener:

0) = Z A sin(kx) y Z (1/2) Ay + v By) sin(kx),
k=1

para x € (0,7), t > 0. Para obtener la segunda condicién hemos derivado formalmente
término a término u y usado que

. 1 1 .
Orur(z,t) = e "?sin(kz) ((QAk + B cos(vkt) — (5 Bk + TeAk) Sln(W)) :

para cada k, z € (0,7), t > 0.
Para que se cumplan u(z,0) = f(x) y dwu(x,0) = 0, elegimos:

Ak—Ak /f smkx B, = keN
2k
Hemos obtenido que
%o (9)
Z /2 sin(kx) (cos(vet) + (27,) 1 sin(7xt)) x € 0,7, t >0,

k=1

es una solucién formal de —.



(b) Para cada k € N, z € [0, 7] y t > 0, se tiene:

up(z,t) = Ag(f)e™"? sin(ka) (cos(yit) + (27k) ™" sin(yxt)) ,
Dpu(,t) = kAg(f)e™? cos(kz) (cos(ykt) + (2k) ™" sin(t)) ,
Ongtr(w,t) = — K> A(f)e™ " sin(ka) (cos(yt) + (29) " sin(ykt)) ,
O, t) = (—k* /i) Ax(f)e”? sin(k) sin(yt),
Ouu(w, t) = (—k*3) Ak (f)e™"? sin(kw) (v cos(yxt) — (1/2) sin(kx)),
Orwtir (0, 1) = Oyt (w, 1) = (=K /) A (f)e™"/? cos(kx) sin(yxt).

Hemos usado que fy,% =k2-1 /4. Luego, encontramos las siguientes estimaciones:

Jur (2, )] < (1+ 2v) "I A()] < CA(f)],
<k(L+ (29) DA < KO 1A,
<K (1+ 2) DA < K2CIAR(S)],
< (K /)| Ar(£)] < [AR(F)],
< (K /) (v + 1/2)| Ak (£)] < kCAL(f)],
(K ) | Ak ()] < k[ AR(F)],

donde C' es una constante positiva. Hemos usado que 1 < k? < v, < k + 1/2. Entonces,
tanto up como sus derivadas parciales hasta el orden 2 se pueden acotar uniformemente
en [0, 7] x [0,00) por un término de la forma:

|Opug(x,t

|axxuk x,t

lﬁttu .’L',t

)
(z,1)
(z,1)

|Opu(z, t)
(z,1)
(z,1)

|0 ur (x,t)| = |Oprug(z,t)] <

Ok A4 (f)].

Para tener

ZkﬂAk )| < oo, (10)
podemos pedir:

fec?(o,n)), £ continua a trozos en [0,7]), f(0) = f(x) = f"(0) = f"(x) = ? |
11

ver Teorema 4 en los Ejercicios Resueltos para la Practica 2, o bien podemos pedir:

fec(o,q]), f'eAc(o,x]), f&eL*o,x), f0)=f(r)=f"(0)=f"(r)=0.
(12)
Bajo estas ultimas condiciones se tiene que la serie de Fourier de f (3) ge obtiene derivando
tres veces término a término la serie de Fourier de f, donde f es la extension periddica a
R de la extensién impar de f a [—m,7]. Como f®) € L?(0,7), usando la desigualdad de

Bessel obtenemos: -
Z k‘3|Ak < Q0.
k=1



Luego,

[e9) ) e 1/2 o0 1/2
SR A(f)] = Zk%\Ak(f)% < (Z(k?’\Ak(f)IV) <Z ,;) < oo.
k=1 k=1 k=1 k=1

Entonces, si se cumple 0 se tiene que la funcién v definida por @ pertenece a
C?([0, 7] x [0,00)) ¥y que sus derivadas parciales se obtienen derivando término a término.
En particular, esto ultimo implica que u satisface . Ademads, como en cualquier caso la
serie de Fourier de senos de f converge uniformemente a f, se tiene que u satisface .
Finalmente, notamos que es inmediato que u satisface .



2. Considerar el problema:
ug(z,t) + A%u(z,t) =0 reR™ t>0, u(z,0) = f(x) x € R",

donde f es una funcién en la clase de Schwartz S y A%u := A(Au) para u € C*(R"). Demostrar
que existe p € S tal que

u(z,t) = / e @ —y) fy)dy  wERY >0,

es solucién del problema dado.
Sugerencia: No buscar ¢ de manera explicita si no caracterizarla por su transformada de Fourier.
Resolucion. Sea u una solucion de:
ug(z,t) + A%u(z,t) =0  z€R" t>0, u(z,0) = f(z) x e R",
La transformada de Fourier en x de u verifica:
(s, 1) + (Am*|E)?a(¢, 1) =0, a(&,0) = f(£).

Resolviendo esta ecuacion diferencial ordinaria obtenemos:

a6, 1) = f(e)e oI, (13)
Notar que para todo t > 0, la funcién £ — f(f)e_16”4|§|4t pertenece a S porque f € S puesto

que f € S. Luego, existe u(-,t) € S tal que a(t, &) = f(£)e 167" EI"t Usando el teorema de
inversion, se tiene:

u(x,t) :/Rf(g)e—167r4|§4tezmg.w de.

Usando ahora el teorema de la convergencia dominada vemos a partir de esta féormula que
u € C®(R™ x [0,+00)) y que las derivadas de u se obtienen derivando bajo el signo integral.
En efecto, para todo «, k tenemos:

Dgaf (]E(g)67167r4\§|4t62i7r§m> _ (_167_[_4|§’4)k(21'71_5)(1]6(5)6716#4‘£|4t62i7r£-96
_ g(f)e—lﬁﬂ4|§|4t€2m§‘z’
donde g(€) := (—167*|¢]")*(2in&)*f(€) es una funcion de S. Luego,

| Do (f(getomteittezines) | < |g(e)] € L' (R").

y podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada.

Podemos verificar ahora que u es, efectivamente, solucién del problema. Primero, vemos que:
atu($7t) — / f(é‘)at (67167r4‘£|4t) eZiﬂ'E-ﬂU dé
R
= / f(§)6_167r4‘f|4t(_16ﬂ_4‘§’4)62iﬂ'51‘ d§
R

— - [ Fgetomeradinen) ag
R
= —A?u(z,t),



Ademas, para todo x € R™ se tiene:

lim u(z,t) / F(&) Hm(e 107 M) 2imt ge / F(O)e™T g¢ = f(x)
R

t—>0

donde usamos el teorema de inversién en la ultima igualdad (vale porque f € S).

Para terminar, veamos que u se puede reescribir de la formas:

u(wt) = @+ (o) = [ e~ y) 1wy

donde ®; es de la forma ®;(z) = t~"/4¢(x/t'/*) con ¢ € S.

Para que esto valga, se debe tener 4(¢,t) = f(£)®;(¢). Comparando con debemos buscar
® tal que ®.(&) = 6_16“4|5|4t, es decir:

dtig) = e D e rr ¢ 50,

o bien,
O(E) = e O

—16mig]* pertenece a S, existe una tnica ¢ € S tal que g?)(f) =e

Como e —167¢|*



3. Sea B := B(0,1) C R*, n > 3, y sea u € C*(B\{0}) N C(B\{0}) una funcién arménica en
B\{0} tal que |z|"2u(z) — 0 cuando |z| — 0. Probar que existe una tnica funcién arménica
en B que es continua en B y coincide con u en B\{0} (o sea, una tinica extensién arménica de
ua B).

Sugerencia: Considerar
@)= [ u)Pay) dy
B
donde P es el nicleo de Poisson de B. Luego, considerar las funciones
v () = u(z) —u(z) £e(lz*™ = 1), &>0,
para comparar u y U en los anillos {6 < |z| < 1}, § > 0.

Resolucion. Notar que v es arménica en cualquier anillo {§ < || < 1}, § > 0, y continua

hasta el borde del anillo. Podemos entonces aplicar el principio del maximo/minimo:

max v, = max{ mix v_, E} min v =min{ min v, mm oI}
{o<|a|<1} {lz|=1} {\ {o<|z|<1} {lz|=1} {\ | 5}
Como @ = u en OB, tenemos v = 0 en OB por lo que
mix v, = max{0, max v; }, min v = min {0, min v}
{o<lol<1} © {lel=0} {o<lel<1y © {lz|=0}

Ademsés, como @ € C(B), existe M > 0 tal que |a| < M en B. Luego,
vi(z) > -M — e+ |x|2_"(|x|”_2u(x) + 5) 29 +o0.

En particular v} (z) > 0 si || = 4 es suficientemente chico. Luego, para estos valores de 4, se
tiene:
min v’ >0
{o<fz|<1}
es decir,
u(z) +e(jz>~™ = 1) > u(x) d<lz| <1
Haciendo £ — 0 deducimos que u(z) > u(z) para § < |z| < 1y J suficientemente pequeno, asi
que:
u(z) > u(zx) 0<|z| <1

De la misma manera obtenemos:
0
v (x) <M +e+ \x|2*"(\x|”*2u(m‘) - 5) 20

En particular v_ (z) < 0 si |z| = 0 es suficientemente chico. Luego, para estos valores de 4, se
tiene:

méx v <0,
{o<a|<1}

es decir,
u(z) —e(jz>~™ — 1) < () d<l|z| <1

Haciendo € — 0 deducimos:
u(z) < u(x) 0<|z| <1.

Obtenemos entonces
u(z) = u(x) 0<|z| <1.

La unicidad sigue de la unicidad de solucién del problema A4 = 0 en B, &« = u en 0B en

C*(B)nC(B).



4. Considerar el problema:

n

B, thug(,t) = Y ity (2, 1) + u(z,t) =0 relU,0<t<T,
i=1
u(z,t) =h(z,t) xedlU, 0<t<T,
u(z,0) =g(x) xeU,

donde T' > 0, U C R™ es un conjunto abierto y acotado, a; € C((0,7T]) para i = 1,...,n,
BeCUx(0,T]), he C(OU x (0,T]) y g € C(U). Probar que si o; > 0 paratodoi=1,...,n
y B8 > Bo > 0 para algin [y, entonces el problema dado tiene a lo sumo una soluciéon en

C2(U x (0,T]) N C(U x [0,T)).

Resolucion. Debemos probar que la funcién nula es la tinica solucién clasica de:

B, g (,t) = Y (), (2, ) + u(z,t) =0 relU,0<t<T,
i=1
u(x,t) =0 zedlU,0<t<T,
u(z,0) =0 xeU,

Veamos que méxp, u < 0. Si este mdximo se alcanza en el borde parabdlico, donde u = 0,
lo que buscamos probar es inmediato. Supongamos entonces que maxg,, u se alcanza en un
punto (xg,t9) € Up := U x (0,T]. Entonces uy(xo,tg) > 0, asi que B(xo,to)us(zo,to) > 0
porque 3 > 0. Ademds, la matriz D?u(xg,to) es simétrica y semidefinida negativa por lo que
Ug,z, (T0,t0) = (D*u(z0,t0)ei, e;) < 0 para todo i (donde ey, .., e, son los vectores de la base

canénica). Como oy, .., o, > 0 obtenemos Y " 1 @;(to)Ua,a, (0, o) < 0. Entonces,
n
u(xo,to) = Y i), (2, 1) — Bla, t)uy(x,t) < 0.
i=1

Por lo tanto, méxg,, u < 0.

Podemos probar de la misma manera que ming, u > 0. Luego u = 0.



