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RESOLUCION
1. Considerar el problema:
wg(z,t) + (f(u(z,t)), =0 z€eR t>0, (1)
u(z,0) = g(x) vER, (2)

donde las funciones f y g estdn dadas por:

1 si x <0,
y glx):=q 1+35 si 0<z<2,
2 si x> 2.

fla) = T

(a) Verificar que las curvas caracteristicas no se intersecan en R x (0,2) y usar el método de
las caracteristicas para determinar una solucién clésica. Explicitar el dominio de definicion
de dicha solucion.

(b) Determinar una solucién débil de (T])-(2).
Resolucion.

(a) Supongamos que u es solucién de (I))-(2)) y sea (z(t),t) la curva caracteristica que contiene
a (z,0), z € R dado. Como z/(t) = f'(u(z(t),t)) se tiene:

4
dt
asi que u es constante sobre (z(t),t). Luego,
2'(t) = f'(u(x(t),1)) = f'(u(z,0)) = f(g(x)),
de donde se obtiene que z(t) = f'(g(z))t + x. Usando que f'(x) =1 — x, resulta:

(u(2(t), 1) = w(x(t),1) + 2’ (H)ue (x(t),1) = 0,

x si x <0,
z(t)=q —5t+x si 0<z<2, (3)
—t4+x si T > 2.

Sean x1,z9 € R, 1 # x9, y sea 7; la curva caracteristica que contiene a (z;,0), i = 1,2.
Usando , obtenemos lo siguiente:

m Sizy,x0 <00 x1,22 > 2,71 ¥y 72 no se intersecan.

» Si0<zp,z9 <2,7; y 72 se intersecan en (0,2).

m Siz; <0y xy>2,9 y 2 se intersecan en (x1(tx),ts) con ty, = xo — x1 > 2.

» Siz; <0<me <2, 71y Y2 se intersecan en (x1(ty),ts) con t, = 2Azz—z1) > 2.

T2

» Si0 <2 <2< 29,71y Y2 se intersecan en (z1(ty),ts) con t, = 2(“;2_;31“) > 2.

Por lo tanto, las curvas caracteristicas no se intersecan en R x (0,2), ver Figura
Sea (Z,t) € R x (0,2). Usando nuevamente podemos calcular el valor de z tal que
corresponde a la curva que contiene a (Z,1):
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Figura 1: Curvas caracteristicas para —

Entonces, debe ser:

1 si z <0,
u(z,t) =g(x) =¢ 1+575 si 0<a‘:<2jf, 0<t<2 (4)
2 si r>2—t,

La funcién dada por (4] es continua en Rx (0, 2) y derivable con continuidad en Rx (0, 2)\V,
siendo:
Vi={(z,t) e Rx (0,00) : z=2—t 0 x =0}

Es inmediato que u satisface . Ademas, puesto que:

0 si <00 >2—1,
z

ut(f’i):{si 0<z<2-1, Y “z(j’ﬂ:{

0 si 2<0o0Z>2-—1,
1
(2-1)2 2—t

57 Si 0<z<2—t,

también se tiene que u satisface en R x (0,2)\ V.
Por lo tanto, la funciéon v dada por @) es una solucion clésica de — en R x[0,2)\V.

Buscamos una solucién débil en R x [2, +00) de la forma:

1 si x<~y(t),
= >
u(@,?) { 2 st x>, t=2

donde 7 es una funcién a determinar. Primero observamos que u es una solucién clasica
de (1)) en los conjuntos w* y w™, siendo:

wh = {(z,t) € R x (0,00) : & > ()} y w™ ={(z,t) e R x (0,00) : z < (1)},

puesto que u es constante en dichos conjuntos. Para averiguar ~, haremos uso de la con-
dicién de Rankine-Hugoniot. Buscamos entonces una funcién v de modo que:

[u](t)y'(t) = [f(w)](t) t>0, 1(2) =0,

donde [u] := ut —u™ y [f(u)] := f(uT) = f(u™), siendo u™ () := Hmy,t 50y o) (y(1)0) w2, 5).



Notando que:

de donde se obtiene que v(t) = 1 — t/2. Luego, la funcién u definida por

1 si o<1-1t/2,
“(x’t)_{Q G ox>1-t/2 7%

es una solucién débil de (I)-(2) en R x [2, 00).

()

Ademas, vimos que la funcién u definida por (4]) es solucién clasica en R x (0,2)\V. Notar
que u es continua en las rectas x = 0y 2 = 2 — t en {t < 2}, es decir u™ = u~ en cada
punto de estos segmentos, por lo que [u] = [f(u)] = 0. En particular, la condicién de
Rankine-Hugoniot [u]()y/(t) = [f(w)](t) estd trivialmente verificada que sea con y(t) = 0

(para z =0) o y(t) =2 —t.

Luego, la funcién u definida por () en {t < 2} y (B) en {¢ > 2} es solucién débil de (I)-(2).



2. Sea u € C?(R? x [0,00)) la solucién del problema:

u(z,t) — Au(x,t) =0 zeR3 t>0,
u(z,0) =0, u(z,0)=nh(x) z € R3,

donde h € C2(R3). Demostrar las siguientes estimaciones:
(a) |u(z,t)] < RTQHhHOO para todos x € R3 y t > 0, siendo R > 0 tal que sop(h) C Br(0).

(b) |u(z,t)| < 1= Jas IVR(y)|dy para todos z € R® y t > 0.
Sugerencia: Escribir h(z + tv) = — [~ (h(z + pv)), dp-

Resolucion.
(a) Sea (z,t) € R3x (0, 00). Usando la férmula de Kirchhoff y que sop(h) C Bg(0), escribimos:

1

u(z,t) = yyn /A h(y) dSy, A := 0By(z) N Br(0).

Si A = () entonces la desigualdad que buscamos probar se verifica trivialmente. Si no,
se tiene que A es un casquete esférico de radio » < R y altura h < R. Entonces, |A| =
7(r? + h?) < 47 R?. Combinando esto con que h € L*°(R3), obtenemos:

1 R?
lu(z,t)| < mHhHoo\A\ 7HhHoo

(b) Sea (z,t) € R3 x (0,0). Usando nuevamente la férmula de Kirchhoff, escribimos:

1 / t
— h(y)dS :/ h(z 4+ tv)dS,.
At Jop,(x) () dS, A JaB, (0) ( )

Para obtener la segunda integral hemos usado el cambio de variables y = x + tv.

u(z,t) =

Como h tiene soporte compacto, podemos escribir:
h(x—ktu)z—/ (h(z + pv)), d,o:—/ Vh(x + pv) - vdp.
¢ t

Entonces

t & t &
lu(z,t)] < / / |Vh(x + pv)|dpdS, = / / |Vh(x + pv)|dS, | d
A Jop, (0) J¢ ar J 9B1(0)

Con el cambio de variables y = = + pv, la integral sobre 9B;(0) es

1 1
| v las, =2 [ Vhlds, < [ [Oh)]as,
8B1(0) P* JoB,(x) 1= JoB,(x)

P

Luego,

1
t) h(y)|dS dp = — h(y)|dy < — h(y)|dy.
w0 < g [ Ionasdp= g [ vl < o [l



3. Demostrar que para n > 3 existe una constante positiva C' que depende sélo de n tal que:

u(z)? 2 1mn
el de < C n[Vu(:c)] dx para toda wu € H (R").

Sugerencia: Calcular la divergencia del campo de vectores F(x) := ﬁ, z # 0.

Resolucidn. Sea u € HY(R™). Como C2°(R") es denso en H!(R"), existe una sucesion {uy} C
CX(R™) tal que uy — u en H'(R™).

Vamos a demostrar primero que:

@ o [ Vo) 2d do k 6
Tl x < R"‘ ug(x)|* dx para todo k, (6)

siendo C' una constante positiva que sélo depende de n. Luego pasaremos al limite para k — oo
para obtener la misma desigualdad para la funcion w.

Definimos la funcién auxiliar F' por F(z) := x/|z|? para = # 0, y observamos que:
-2
div(F(z)) = = Va #£0.

e

Fijamos un k y luego un R > 0 tal que sop(uy) C Br := Br(0). Primero observamos que

ug(x)?
(n—2) /n "‘3;2) dr = /BR ug(z)? div(F(z)) dz = EEI(I)l‘*' i, ug(z)? div(F(z))dz, (7)

donde B, := B.(0) para ¢ > 0. La dltima igualdad en se justifica por el teorema de la
convergencia dominada, ya que:

uj div(F) Ip,\B. — uj div(F) p.ct.x € R",

. ) C
|uz div(F) ]lBR\BE’ < ui |div(F)| <

< WlBR p.ct.z € R",

siendo C' una constante positiva y = — |z|72 15, () integrable en R™. En efecto,

1 L
/ de—nwn/ —— dr < oo,
Br ’JZ‘| o T "

ya que n > 3, siendo w, la medida de la bola unitaria en R™.

Como F no esta definida en x = 0, para trabajar sobre el lado izquierdo de se hace
necesario trabajar primero sobre las integrales en Bg\ B:, y luego pasar al limite cuando e — 0.
Integrando por partes, obtenemos:

/ ug(z)? div(F(x)) do = / ug(z)?F(z) - n(z) do — / V (ug(z)*)F(z) da.
BR\BE a(BR\BE) BR\BE

La integral sobre 9(Bg\B:) se puede escribir como la suma de dos integrales, una sobre Bg y
otra sobre B;. La primera es nula porque ug = 0 sobre 0Bg. La segunda, satisface la siguiente
estimacién:

/ wp(@)2F(@)vdo < C | |F@)|do = cé 0B = Ce2,
OB:¢

0B¢



por lo que tiende a 0 cuando &€ — 0.
Volviendo a , obtenemos:

ug(z)? ) 9 i <xuk>
n—2/ dr = — lim V(ug(z)?)F(x)dr = —2 lim —— | - Vuy dx.
( ) n |CC|2 e—0 Bgr\B: ( ( ) ) ( ) e—0 Bgr\Be ’$|2

Usando la desigualdad de Holder, resulta:

1/2 1/2
-9 2 2 2
"L < Vet ([ M) e ([ M5 )
2 Jrn |7 =0\ Jpp\B. 7] R |7

donde la ultima desigualdad de justifica por el teorema de la convergencia dominada en forma
andloga a lo hecho antes. Por lo tanto, vale () con C' :=4/(n — 2)2.

Ahora pasamos ahora al limite para k — 400 en @ Como uy, — u en H'(R") se tiene que
u, — wen L*(R™) y por lo tanto existe una subsucesion {ug,} de {ug} que converge a u en casi
todo punto. Usando el lema de Fatou la convergencia de Vuy; a Vu en L?(R™), obtenemos:

2 up. ()2
/ %dw < lim %dw
re |Z] j=o0 Jrn ||

. 4 2
s Jm o oe /RH‘V“W” da
4

= w22 /Rn \Vu(z)|? dz.



4. Sea U C R™ un conjunto abierto acotado, conexo con frontera OU de clase C', y sean I'1, Ty C
OU de medida positiva, disjuntos y tales que QU = I'y U I'y. Considerar el problema:

—Au=f enU, u=0 enT}y, Opu= g en T, (8)

donde f € L?(U) y g € L*(0U).
(a) Probar que existe C' > 0 tal que:

/qux§C'/ \Vul?dz  Vue Hp (U),
U U

donde H} (U) :={ue H'(U): u=0enI}.

(b) Probar que (u,v) := [; Vu - Vodz define un producto interno en Hp (U) y que le da
estructura de espacio de Hilbert.

(c) Dar una formulacién débil para y probar la existencia y unicidad de solucién débil.

Resolucion.

(a) Veamos ahora que existe C' > 0 tal que vale la siguiente desigualdad de Poincaré:
/ u? da < C/ \Vul*dz  Vue Hp (U). (9)
U U
Supongamos, por el contrario, que @D no vale para ninguna C' > (0. Entonces existe una
sucesion {uy} C Hp (U) tal que:

1
/U|Vuk|2dx < z /Uui dx VkeN. (10)

Luego, g := uk/HukH% verifica ||agllo =1y
- 19 1
|V |* de < —. (11)
U k

En particular la sucesién {a } estd acotada en H(U). Por el teorema de Rellich-Kondrachov
sabemos que existe 4 € H'(U) y una subsucesién de {@x}, a la cual también denotamos
por {ay}, tal que:

(i) ax — @ en L2(U),

(i) [|Vilp < lHminf | Vig|s.

De (11) y (ii) deducimos que Va = 0, es decir, que @ es constante. Ademas,
IV (= @)||2 = | Vg2 — 0.

Combinando esto con (i) deducimos que iy, — % en H'(U). Por la continuidad del operador
de traza T : H'(U) — L%*(9U), obtenemos que @ — @ en L?(OU). Luego existe una
subsucesién de {ay} que converge en casi todo punto de OU a la funcién @. Como 4y = 0
sobre I'y para todo k, se obtiene que 4 = 0 sobre I'1, y como 4 es constante, deducimos
que u = 0.

Por otro lado, observamos que ||@i]|2 = 1 ya que ux — @ en L?(U) y |lug|l2 = 1 para todo
k. Esto contradice que @ = 0.



(b)

Veamos primero que (u,v) := [;; Vu - Vo dz define un producto interno en Hlll(U):
» Es inmediato que (-, -) es simétrica y bilineal.
» También es directo que (u,u) > 0 para todo u € H%l(U)' Sélo resta probar que si
u € Hlll(U) es tal que (u,u) = 0 entonces v = 0. Si (u,u) = 0 entonces Vu = 0 en
casi todo punto. Luego, u es constante en casi todo punto de U (recordar que U es

conexo). Como u = 0 en I', se tiene que u = 0 en casi todo punto. Por lo tanto, (-,-)
es definida positiva.

Sean || - || la norma inducida por el producto interno en H%l(U) y || - |l1,2 la norma usual
en H*(U). Usando la desigualdad (9) se obtiene que estas normas son equivalente sobre
H%I(U). Entonces, para probar que H%I(U ) es un espacio de Hilbert con el producto
interno (-, -) basta probar que es un subespacio cerrado de H*(U).

Sea {ux} C H}, una sucesién convergente a u € H'(U). Usando la continuidad del opera-
dor de traza, obtenemos que uy — u en L*(OU). Razonando de manera andloga a lo hecho
antes se obtiene que u = 0 sobre I'y. Por lo tanto u € H%l(U).

Supongamos que tiene una solucién u € C%(U) N C*(U). Multiplicando miembro a
miembro —Au = f por cualquier funcién w € C?(U) N C*(U), e integrando luego sobre
U, obtenemos:

_lg@mmmm—ljmm@m.

Usando que la frontera de U es de clase C!, podemos integrar por partes el primer término.
Usando, ademas, que dyu = g sobe 'y y suponiendo que w = 0 sobre I'1, se tiene:

LVWWVM@M=£ij@M+AﬁMM@w-

Notar que cada término en la igualdad anterior estd bien definido para u,w € H%I(U ).
Entonces, proponemos la siguiente formulacién débil para :

Hallar uw € Ht (U) tal que Blu,w] = (F,w) para toda w € Hf (U), (12)
donde:
Blu,w] := UVu(x) -Vw(z) dzx u,w € HE (U),
()= [ @) de+ [ gla)uta)do we H (U).
2

Usaremos el teorema de Lax-Milgram para probar la existencia y unicidad de solucién de
(12). Basta entonces verificar que B es bilineal, continua y coersiva, y que F' es lineal y
continuo.

» Linealidad de B y F': Es una consecuencia directa de la linealidad de la integral.
= Continuidad de B: Usando la desigualdad de Holder, obtenemos:

|Blu, w]| <[ Vul2|[Vwlz = lullllw]  Yu,w e HE, (V).



= Coersividad de B: Es directa, ya que:
Blu,u] :/ Vu(@)Pdr = Vue H (D).
U

= Continuidad de F: Usando las desigualdades de Holder y de Poincaré, y la continuidad
del operador de traza, se tiene:

[(Eyw)| < fllzllwllz + gl L2 o) llwll 2 a0y
<[[fllzllwllz + Collgll L2 a0 llwll1,2
<C| fl2llVwllz + Co(C + 1)|lgll L2 o7y [ Vwl|2
<Cllwl|  Ywe Hp (U),

donde Cy > 0 es la constante de continuidad para el operador de traza, C' > 0 es la
constante en la desigualdad de Poincaré y C' := (C||f||l2 + Co(C + 1)||g| L2o0))-



