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RESOLUCION

Ejercicio 1. Consideramos el problema:

up(x,t) — Upg(x,t) — ug(x,t) =0 xz € (0,0),t>0, (4.1)
u(0,t) = u({,t) =0 t>0, (4.2)
u(z,0) = f(z) z € 10,4]. (4.3)

(a) Resolucién 1. Suponemos que el problema (4.1)-(4.3]) admite una solucién no

nula de la forma:
u(z,t) = X (2)T(t) x €10,4],t>0.
A partir de (4.1) v (4.2) se ve que X debe ser solucién de:

X"(z) + X'(z) — AX (2) =0 z € (0,0), (4.4)
X(0) = X(£) =0, (4.5)

y que 1" debe ser soluciéon de:
T'(t) = XT(t) t>0, (4.6)

para algun A € R.
Si A = —1/4 entonces la solucién general del (4.4) es:

X(z) = Ae /% + Bxe™*/? z € (0,0) (A,B €R).

Para que una funcién de esta forma verifique se debe tener A = B = 0.
Entonces descartamos A = —1/4.

Si A > —1/4 entonces el polinomio caracteristico asociado a admite dos
soluciones reales distintas, wy y we. Entonces, la solucién general de (4.4)) es

X(z) = Ae*'® + Be*”* gz €(0,() (A, BER).

Nuevamente, para que una funcion de esta forma verifique se debe tener
A = B = 0. Entonces descartamos A > —1/4.

Si A < —1/4 entonces el polinomio caracteristico asociado a admite dos
soluciones complejas dada por

1
w=5(~1£iy/T+4x)

Entonces, la solucién general de (4.4)) es

V144 V{144
X(z) = Ae™*/?sin <|;r| x) + Be™/2 cos <|;r| :E)

b

z € (0,0) (A, B €eR).
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Para que X verifique X (0) = 0, debe ser B = 0. Luego, para que X verifique
X (¢) =0, sin ser X la funcién nula, debe ser:

VIFD,

5 =km para algin k € Z.

Entonces, cualquier funcién de la forma:
—x/2 o km
Xi(x)=e sin { -2 x€(0,0), keN,
es una solucién no nula de (4.4)-(4.5), siempre que

2k K*m? 1
\/|1+4)\|:7ﬂ, es decir, )\:fT;TfZ.

Luego las soluciones de (4.6]) son de la forma:

k*m? 1
Tk (t) = Cste.exp (— <£;r + 4> t) t>0, keN

Entonces, cualquier funcién de la forma:

’U,k(LL',t) :Xk(l')Tk(t)
. km T Br2 o1
:CStG.Sln (£‘T> exp (2 — <£2 + 4) t> €T € (O,E), t > 0,

satisface de (4.1) v (4.2).
Ahora proponemos una solucién de (4.1))-(4.3)) de la forma:

o0
u(zx,t) := Zuk(a:,t) x €[0,¢,t>0, (4.7
k=1
donde ug(z,t) := ¢ Xp(x)Tk(t) y ¢ es un numero real a determinar, para

cada k € N. Para que esta funcién verifique (4.3)), se debe tener:

oo

u(x,0) = exp (fg) ch sin <k£rx> = f(x) x€[0,4,t>0,
k=1

es decir,

ick sin (?m) = exp (g) f(x) z€0,4],t>0.
k=1

Entonces, definimos F(x) := e*/2f(z) para z € [0, £], consideramos el desa-
rrollo en serie de Fourier de senos de F' y escribimos:

- km
F(z) =) Ap(F)sin| —=x z € 10,4,
3 trren (7]
donde

Ap(F) := j/oe F(z)sin <kzrx) dz ke N. (4.8)
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Para que la funcién u dada por (4.7)) verifique la condicién (4.3) debe ser
C = Ak (F)
Hemos obtenido que

u(zx, t) == Zuk(amt)
k=1
z 1t — . km k272
=exp|—5 -7 ZAk(F)sm ) exp fg—Qt xz€[0,0,t>0,
k=1

(4.9)
es una solucién formal de (4.1))-(4.3)), donde Ay (F') estd dado por (4.8].

Resolucién 2. Definimos:
u(z,t) == v(z, t)Y(z,t) x €[0,4,t>0, (4.10)

donde 1 es una funcién a determinar.
Operando formalmente, para € (0,£) y t > 0, se tiene:

Ut(xvt) th(%t)iﬁ(x»t) + v(xat)¢t(x’t)7
Ug (2, t) = vz (x, O))(x, t) + v(x, ), (z, 1),
Uga (T, 1) =V (2, 0) (2, 1) + 20, (2, t)0p (2, 1) + v(2, £)Ves (2, 1).

Entonces,

up(x,t) — Ugg(x,t) —uz(z,t) =0
= vz, t) — Vgp(x,t) =

(1”%(9@,2&)) oot) («/)t(am — Yualt) —wx,t)) _—

P(z,1) P(z,1)
Como queremos que v cumpla la ecuacion del calor, buscamos ) tal que:
‘f;&’tt)) _ % re(0,0),t>0  (411)
Yi(@,t) — 1 (t) — Yp(x,t) =0 x € (0,0),t>0. (4.12)
La solucién general es:
(x,t) = A(t)e /2 xz € (0,0),t>0, (4.13)

donde A(t) es una funcién a determinar. Usando (4.13)) en (4.12)), obtenemos:
1
Al(t) = iA(lt) t >0,

cuya solucién general es:

Entonces, definimos:

Y, t) = e /24 z€0,4],t>0.
3
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Esta funcién verifica las ecuaciones (4.11]) y (4.12)). Luego, el cambio de varia-
ble dependiente (4.10) transforma la ecuacién (4.1)) en la ecuacién del calor

vi(x,t) — vex(x, t), € (0,£), t > 0.
Ademas,

v(0,t) = u(0,t)et’*, vl t) = u(l, t)e’r w(x,0) = u(z,0)e/2.

Por lo tanto, la transformacién (4.10) permite escribir al problema (4.1))-(4.3))
como el siguiente problema de valores iniciales y de borde para la ecuacién
del calor:

ve(2,t) — Vg (2, t) =0 x € (0,0),t>0, (4.14)
v(0,t) =v(¢,t) =0 t>0, (4.15)
v(z,0) = F(x) x € 10,4, (4.16)

donde F(z) := e*/?f(x), x € [0, 4].

Es la ecuacién del calor comin en (0, ¢) con condiciones de borde de Dirichlet
que se vio en la tedrica (ver |1, Cap. 3] o los slides de tedrica). Recordamos
brevemente su resolucién.

Suponemos que (4.14))-(4.16)) admite una solucién no nula de la forma:
v(z,t) = X(x)T(¢) x €(0,¢),t>0.

A partir de (4.14]) y (4.15) se obtiene que X debe ser solucién de

X"(x)+ XX (x) =0 x € (0,7), (4.17)
X(0)=X(¢) =0, 4.18)

y que T debe ser solucién de
T'(t) = — \T(t) t>0, (4.19)

para algin A € R.

El problema ([4.17)-(4.18) admite soluciones no nulas sélo si A = (kw/¢)? para
algin k € N (ver Cap. 3]). En tal caso, se tiene que cualquier funcién de
la forma:

Xi(x) :=sin (kx> x€10,¢, keN,

es una solucién no nula de (4.17)-(4.18).

Para A = (km/f)? se tiene que

k2

2

es una solucién no nula de (4.19)).
Ahora proponemos una solucion de (4.14)-(4.16]) de la forma:

v(x,t) = ivk(a:,t) x €[0,4,t >0, (4.20)
k=1

4
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donde vg(z,t) := cxXk(x)Tk(t) v ¢k es un valor a determinar, para cada
keN.
Consideramos el desarrollo en serie de Fourier de senos de F' y escribimos:

- km
F(x) = E Ap(F)sin | —=x x € [0,4],
k=1 ' ( ¢ >

donde

km

An(F) = 5 /Oe F(z)sin <€x) dr  keN. (4.21)

Entonces, para que la funcién v dada por (4.20]) verifique la condicién (4.16)),
debe ser ¢, = Ay (F') para cada k € N.
Luego, la funcién definida por:

z 1t — . km k272
= exp <2 - 4) ZAk(F) sin <€x) exp < 7 t) xz€[0,0,t>0,

k=1

es una solucién formal de (4.1))-(4.3).

Sean k € Ny tg > 0. Para cada = € [0,£] y t > ¢, se tiene:

kem

2,2
)] < 4x(Flexp (<5500 )

Ademas,

2 Z
) <5 [ IF@)]de
0
Entonces, si F' € L([0,]) se tiene que:

ke

2 2,2
)] <SP esp (250,

Notando que zz‘;l exp (—’“2—?27?0) < 00, sigue que u esta bien definida y es
continua en [0, /] x (tp,00). De la arbitrariedad de ¢ty > 0 sigue que u esto
mismo vale en [0, ¢] x (0,00). En particular, u satisface (4.2)). Notar que

1<e®?<ef?  zelo4, (4.22)

por lo que F € L([0,/]) si y sdlo si f € L([0,4]).
5
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Ademis,

| | x | . (k7
Opug(x,t) = — (62 + 4) Ay (F)exp (—2 - ( 12 + 4) t) sin (£x> ,

1 272 1
Ozup(z,t) = — = Ap(F) exp <_§ — (k il + i

2 e
+ k%Ak(F) exp (—; — <k2§2 + ) t) cos (Tﬂ?)
Dt (2, ) = iAk(F) oxp <—“§ - (’“Zf + i) t) sin (iﬂ;)
_ %ﬂAk(p) exp <;€ - (kZTQ + i) t) cos <ka)
_ %Ak(F) exp (‘; - (kZTQ + i) t) sin (’?x) :

de donde se obtiene:

2 (k*m% 1 k22

|Opug ()| < 7 (62 + 4> [ F|[x exp <_€2t0> ) (4.23)
2 (kn 1 k2m?
2 (k*m% km 1 k2m?

Notando que

o0 2,2
Z k2 exp (_lcg;rt0> < 00,
k=1

sigue que ¢, Uy y Uy, son continuas en [0,£] X (tg,00) y que se obtienen
derivando término a término. De la arbitrariedad de ty > 0, sigue que lo
mismo vale en [0, /] x (0,00). En particular, u satisface (d.1)). Notar que el
mismo razonamiento muestra que u € C*°(D) ya que para todo j, « se tiene
que

i 0 ]{i271'2
D20t )] < O+ B exp (<50 )

y la serie 37, (1 + k*1#27) exp (f kj’;z t0> es convergente.
Si, F € L?([0,7]) entonces el desarrollo en serie de Fourier de senos de F
converge a F en L?([0,¢]). Para que u cumpla la condicién (4.3) en el sentido

de L2([0,4]), se debe tener:
e 2.2 1
ZAk(F) exp (— (k;; + 2) t) sin (Tm) — F(z) cuando t— 0T,
k=1

en el sentido de L?([0,/]). Usando la identidad de Parseval junto con que
el desarrollo en serie de Fourier de senos de F' converge a F en L2([0,/]),

6
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obtenemos:

IS A(F)exp (— (’“Zf 4 ;) t) sin (kgrg;) — F()|2

k=1
- gg(Ak(F)f (exp (— (kzz + ;) t) - 1)2.

Usando la desigualdad de Bessel, obtenemos >, (A4(F))? < oo. Luego,
dado & > 0 existe M > 0 tal que Y27 /. (Ax(F))? < e. Ademas, para cada
k=1,..., M se tiene que

kK*m? 1
exp <— <£72T + 2) t> —1 cuando t — 0.

Entonces, para cada k = 1,..., M existe dp > 0 tal que si 0 < t < J; se tiene:
e _ ]€27r2 +1 A 2 -
Xp 7 5 €.
o) k2’]'('2 1 2
2
gﬁ (Ax(F)) <exp < ( 7 + 2) t) - 1)

k=1
- ki(Ak(F))? (exp (— (kf ’ i) t) ) 1>2

+ i 1(AIC(F))2 (eXP (_ (sz + ;> t) - 1>2

Entonces,

si0 <t < 6 donde d :=min{d; : k =1,...,M}. Para estimar el segundo

2
término hemos usado que (exp (— (’i;z + %) t) — 1) < 2 para todo t > 0.
Por lo tanto,

I ki_lAk(F) exp (— (erz + ;) t> sin (Tgp) — F(2)|3

M
S (A(F)?+el s 0<t <,
k=1

<e

N

Luego, u verifica en el sentido de L?([0,/]).

Resumiendo, si F € L?([0,/]), se tiene que u pertenece a C?(D), u verifica
y (4.2), y w verifica en el sentido de L?([0,]), donde D := [0, ] x
(0, 00). Finalmente, notamos que por , F € L%([0,4]) es equivalente a
f € L2([0,1).
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()

Si F e AC(]0,4)), F" € L*([0,4]) y F(0) = F(¢£) = 0, entonces la serie de Fou-

rier de senos de F” se obtienen derivando término a término la serie de Fourier
de senos de F'. Usando nuevamente la desigualdad de Bessel, vemos que:

> K (A(F))?
k=1

Entonces, usando la desigualdad de Holder, obtenemos:

- - 12 oo\ U2
Z|Ak(F)\ < (Zk2|Ak(F)|> (Z kQ) < oo.
k=1 k=1 k=1

Notando ahora que para cada x € [0,¢] y t > 0 resulta:
lug(z,t)] < |Ak(F) para todo k€N,

se tiene que u estd bien definida y es continua en [0, ¢] x [0,00). Recordan-
do que la serie de Fourier de F converge uniformemente a F', se tiene que

u verifica (4.3). Finalmente, notamos que si f € AC([0,4]), f' € L*([0,4]) y

f(0) = f(¢) = 0 entonces se tienen las condiciones pedidas sobre F' al comien-

ZO.

Si, la solucién hallada en el item (b) es la tinica solucién del problema. Pa-
ra demostrarlo consideremos dos soluciones de (4.1))-(4.3), digamos u y v.
Entonces, la funcién w := u — v es solucién del siguiente problema:

wi(x,t) — Wag (2, t) — wy(z,t) =0 xz € (0,4),t>0, (4.26)
w(0,t) = w(l,t) =0 t>0, (4.27)
w(z,0) =0 z € 0,4, (4.28)

entendiendo que ([4.28)) se verifica en el sentido de L2([0,¢]) y que w € C*1(D).
Vamos a mostrar que w = 0.

Multiplicando miembro a miembro ([4.26)) por w e integrando sobre [0, ¢] para
cada t > 0 fijo, obtenemos:

¢
/o (w(z, )we(z,t) — w(z, ) wee (z,t) — w(z, t)w,(z,t)) dr = 0.

Ahora observamos lo siguiente:
¢ ¢
/ (.13 t ’I,Ut x, t / 8,5 37 t 7875/ ( (.T,t))2 dl‘,
0 0
¢
/ w (T, ) Wee (z,t) do = (:c,t)wx(x,tﬂo / (wy(z,1))? dz
0 0
¢
= 7/ (wy(z,t))? dz,

/01Z (z, t)wy(x,t)d /8 (z,t)?

(w(z,t))]5 = 0.

l\:)\r—\
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Entonces,

1 ¢ ¢
fat/ (w(a, 1)) dz = —/ (w2, 1)) d < 0.
2 Jo 0
¢ 2 . .ot 2
Por lo tanto, t — [ (w(x,t)?)dz es decreciente, es decir, [, (w(z,t)?)dz <
f(f(w(x,t’)z) dx si t > t'. Entonces, haciendo ¢ — 0T y teniendo en cuenta
que w(-,t') — 0 cuando #' — 0T en L2([0, £]), se tiene:

¢
/ (w(zx,t)?) dz <0 para todo t > 0.
0

Como la desigualdad contraria también vale, se tiene que w(z,t) = 0 para
casi todo z € [0,4] y todo t > 0. Notando que w es continua, sigue que w = 0.
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Ejercicio 2. Sea u una solucién del problema:

ug(x,t) — Au(z,t) + c(t)u(z,t) =0 zeU t>0,
u(z,t) =0 zedU, t>0,
u(z,0) =g(z) zeU,

donde U C R" es abierto y acotado, ¢ es continua y g > 0.
Sea T > 0. Notamos que u es una solucién en C>(U x (0,T]) de:

w(x, t) — Au(z, t) + c(t)u(z, t) =0 zeUte (0,T], (4.29)
u(z,t) = x € dU, te|0,T], (4.30)
u(z,0) =g(z) zeU, (4.31)

y definimos:

donde
o(t) = elo els) ds t € 0,T7.

Notar que ¢ es ct ya que c es continua.
Sea (z,t) € U x (0,T]. Multiplicando miembro a miembro de (4.29) por ¢(t), se

tiene:

!

o(t) (ug(z,t) — Au(z, t) + c(t)u(z, t))
Oe(u(z, t)p(t)) — Au(z, t)p(t)) =0 =
Opv(z,t) — Av(z,t) =0,

es decir, v es solucién de la ecuacién del calor en U x (0, T7.
Entonces, por el principio del minimo para la ecuacién del calor (ver Teorema
6.3.1 en [1]), sabemos que

minv = min v,
UiT SPUT
donde Uz :=U x (0,T] y 8,Ur := Ur — Ur es el borde parabélico de U.
Teniendo en cuenta que v = 0 sobre OU x [0,T] y que v =g > 0 en U, se tiene
que v > 0 en J,Ur. Entonces, v > 0 en U x [0,T].
Como ¢ > 0, sigue que u > 0 en U x [0,T]. De la arbitrariedad de T' > 0 sigue
que 4 > 0en U x [0,00).
Nota: si ¢ = ¢(x,t) entonces el resultado sigue cierto si ¢ es continua y acotada.
Tomamos A € R tal que ¢ > =\ en U x (0,00) y definimos:

v(z,t) = u(z, t)e zeU,tel0,T).

Como u € C%1(U x (0,T]) verifica ([.29)-(4.31)), se ve que v es solucién de:

ve(z,t) — Av(z,t) + (¢ + Nu(x,t) =0 zeU,te (0,7, (4.32)
v(z,t) =0 z €U, te|0,T], (4.33)
v(z,0) =g(z) x e U. (4.34)

10
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Como ¢+ A > 0 vale que

@U Z — max U_a
Ur OpUr

donde v~ := méx{—wv, 0} es la parte negativa de v. Eso se prueba como en el Ejercicio
14 de la préctica 2. Como v > 0 en OpUr, sigue que v~ = 0 en 0,Ur. Luego v > 0 en
Ur, de donde sigue, igual que antes, que © > 0 en Ur.

11
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Ejercicio 3. Sea f € LY(R) tal que |z|*f € L'(R) para algin o € (0,1], y sea f su
transformada de Fourier.

Para y, z € R se tiene:
f(y) _ ]E(z) — / f(d?) (672i7rmy _ 672i7r1:z) dr.
Ademis,

z z
e—QiTI'Iy _ 6—21'71':162 _ / 85(6—21'#15) dE — _2”_‘_1,/ e—Qiﬂxf df,
Y Y

de donde se obtiene:
e—2i7r$y _ e—2i7rwz‘ S27T“T||y _ Zl

Entonces,

oo

|f<y) - f(Z)‘ S / |f($>| ’e—%ﬂwy _ e—Qiﬂ'xz‘ dx

—0o0

_ /OO |f($)| |672i7r1:y _ 672i7rzz|o‘ ’ef2i7rzy _ 672727r9:z|1fo‘ dx

<gi-agage / 1F(@)l|2l%y — 2| de
:C‘y - Zla,

donde C := 21 [* _|z|*|f(x)| dx. Notar que |e~2™*¥ — ¢=2mez| < 2,

12
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Ejercicio 4. Sea u una funcién Lipschitz continua en R™ que satisface:

Au(z) =0 r € R, (4.35)
u(z) =0 x=(0,22,...,2,) € R™. (4.36)

Como u es Lipschitz continua en R", existe L > 0 tal que
|u(z) — u(y)| < L|z —y| para todo z,y € R".
Combinando esto con , obtenemos:
lu(z)| = |u(z1, x2, ...y Tn) —u(0, 22, ..., zn)| < L]z para todo z € R™. (4.37)

Entonces, dado z € R™ y r > 0, se tiene (ver Teorema 4.4.3 en [1]):

. C C
ID°u(w)| < g s (s, < s /B )] dy

r(x

CL CL
= Ly < S+ D B o)

< CLw, n CLw, ||

2 )

r r

donde a es un multiindice de longitud 2 y w, es la medida de la bola unitaria en R"™.
Como lo anterior vale para cualquier 7 > 0, haciendo r — oo se tiene D*u(x) = 0. De
la arbitrariedad de = € R™ sigue que D%u = 0 en R". Luego, existen a = (a1,...,a,) €
R™ y b € R tales que:

u(z) =a-x+b x € R"™
Como u verifica (4.36]), se tiene:
w(0,22,...,Tn) = a2+ ...+ a2, +b=0 para todo xa,...,7, € R.
Considerando (x2,...,2,) = 0 se ve que b = 0, y considerando (z2,...,2,) = e;,
donde e; es el j-ésimo versor de la base candnica de R™ L se ve que aj+1 = 0 para
j=1,...,n— 1. Luego,
u(z) = axy xr € R,

donde a := a;.
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