AvcEBRA 11 PRIMER CUATRIMESTRE DE 2020

PRACTICA 6

1. Sean A un anillo y G un grupo. Probar que A[X] y A[G] son A-mddulos libres.
2. Sea A un anillo conmutativo.

a) Probar que cualquier subconjunto {ai,as} C A es linealmente dependiente. Concluir
que si un ideal no nulo I € A es un A-mdédulo libre, entonces I = A como A-médulo

—de donde sigue que I es un ideal principal.

b) Sea A =7Z[X]. Probar que I = (2, X) no es un A-mdédulo libre.
3. Probar que Q no es un Z-mdédulo libre. ;Es proyectivo?

4. Sean R un anillo y {M; : i € I} una familia de R-mddulos. Probar que si cada M; es

proyectivo, entonces €5;_; M; es proyectivo y que si cada M; es inyectivo entonces [[..; M;

el el

es inyectivo.

5. Un producto arbitrario de médulos libres puede no ser libre. Sea M = [[2, Z = 7N
los elementos de M son sucesiones de nimeros enteros indexadas por N. El objetivo de este
ejercicio es probar que M mno es un Z-mddulo libre. Sea N el submédulo de M formado
por las sucesiones de soporte finito —es decir, aquellas que tienen finitos coeficientes no nulos.

Supongamos que M es un Z-moddulo libre con base B.

a) Probar que N es numerable.

b) Probar que existe un subconjunto B; C B tal que N estd contenido en el submédulo
N; generado por Bj. Probar que N; también es numerable.

¢) Sea M = M/N;. Probar que M es un Z-mdédulo libre. Deducir que si # € M es no
nulo, entonces existen finitos enteros k tales que T = k7 para algin 5 € M (7 depende
de k).

d) Sea S = {(b1,ba,b3,...) € ZN | b; = £i! para todo i}. Probar que S es no numerable y
deducir que existe s € .S con s ¢ Nj.

e) Mostrar que la suposicién de que M es libre lleva a una contraddiccién: Por (d) podemos
elegir s € S con s ¢ N;. Probar que para cada entero k existe algin y € M tal que

s = ky, contradiciendo (c).

6. Bases duales. Sean A un anillo y P un A-mddulo a izquierda. Una base dual para P es
una familia {(z;, f;) }ier donde (z;, f;) € P x P* para cada i € I, que cumple las siguientes
condiciones:

a) para todo x € P el conjunto {i € I : fi(z) # 0} es finito, y

b) para todo x € P vale la igualdad = =), ; fi(z)z;.



Notar que (i) implica que la suma en (ii) tiene sentido.

a) Mostrar que un A-mdédulo P es proyectivo si y solo si posee una base dual.

b) Mostrar que un A médulo P es proyectivo y finitamente generado si y solo si posee una

base dual finita.

7. Para cada A-médulo a izquierda M , sea M* = Hom4 (M, A) con la estructura de A-mdédulo

a derecha inducida por la estructura de A-médulo a derecha de A.

a) Mostrar que si P es proyectivo y finitamente generado entonces P* también lo es.

b) Mostrar que si P es proyectivo y finitamente generado entonces el morfismo canénico

P — P** es un isomorfismo .

8. Lema de los cinco. Consideremos un diagrama conmutativo de R-méddulos

Ml MQ M3 M4 M5
ial lw l i(m l
M No N3 Ny N5

y supongamos que las dos filas son exactas. Probar

i) Si a1, ag, aq y a5 son isomorfismos, entonces a3 es un isomorfismo.
ii) Si «; es sobreyectivo y ae y g son inyectivos, entonces ag es inyectivo.

iii) Si ap es inyectivoy ag y ag son sobreyectivos, entonces as es sobreyectivo.
9. Resoluciones proyectivas. Sea A un anillo. Probar las siguientes afirmaciones.
a) Para cada A-médulo M existe un diagrama
dar d° e
=P —=P—-—=P—=FP—-M-—0

de A-mddulos y morfismos de A-méddulos que es exacto, y en el que para cada p € Ny el
modulo P, es proyectivo. El morfismo e se llama aumentacion, y el diagrama obtenido

al reemplzar € por 0 es llamado una resolucion proyectiva de M .
b) Los A-médulos P, pueden elegirse libres para todo p € Ny.

¢) Si f: M — N es un morfismo de A-modulos y

—>Pp—>Pp71—>—>P1—>PO—>O

--%QpﬁQp_lﬁ-u%QléQO%O

son resoluciones proyectivas de M y N, respectivamente, entonces existen morfismos

fp: P, = Qp para cada p > 0 que hacen conmutar el siguiente diagrama:

AN

=0y —=Qp1—> Q1 —=Qy—>N—0
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d) Encontrar resoluciones proyectivas para
1) un A-médulo proyectivo;
2) el Z-médulo Z,, para cada n € Z;
3) el k[X]-mddulo S =k[X]/(X).

Sea A un grupo abeliano finito.

a) Probar que A no es un Z-mddulo proyectivo.

b) Probar que A no es un Z-mddulo inyectivo.
Probar que Z no es un Z-mdédulo inyectivo, pero Q y Q/Z si lo son.

Sea C' un grupo ciclico finito no trivial. Sea e: C'— Homgz(Homy(C,Z),7Z), e(z)(p) = ¢(z).

Probar que el morfismo € no es inyectivo.

Sean M un grupo abeliano y z € M no nulo. Probar que existe ¢ € Homgz(M,Q/Z) tal que
o(x) £ 0.

Sea M un grupo abeliano y sea I(M) = [[icpomy(amg/z) Q/Z- Sea ev: M — I(M),
ev(m)s = f(m) (f € Homz(M,Q/Z) ). Probar que ev es un monomorfismo.

Sean R un anillo y A un grupo abeliano. Si M es un R-mdédulo a derecha, consideremos
a Homy (M, A) con la estructura de R-mdédulo a izquierda definida por (r- f)(m) = f(mr).
Si N es un médulo a izquierda, equipamos Homy(N,.A) con la estructura de R-mddulo a
derecha dada por (f-r)(n) = f(rn). Sea M un R-médulo a derecha. Probar que

7: Homy (M, A) — Homp(M,Homg(R, A)), 7(f)(m)(r) = f(mr)
es un isomorfismo de grupos abelianos.

Probar que si Z es un grupo abeliano inyectivo, entonces Homy(R,Z) es un R-mddulo a

derecha inyectivo.
Probar que si R es un anilloy M un R mddulo a derecha. Sea

ev: M — H Homz(R,Q/Z)
Hom g (M,Homy(R,Q/Z))

la aplicaciéon dada por ev(m); = f(m) para f € Homg(M,Homz(R,Q/Z)). Probar que ev

es un monomorfismo R-lineal.
Sean R un anillo y M un R-mddulo.
i) Probar que existe una sucesién exacta de R-mddulos
O->M—Iy—1L —>1— ...

tal que cada I, es un R-mddulo inyectivo. Una tal sucesién, con M reemplazado por

0, es una resolucion inyectiva de M .



ii) Probar que si f: M — N es un morfismo de R-médulos y
O>N—=>Jy—>J1—>Jo— ...

es una resolucién inyectiva, entonces para cada n € Ny existe un morfismo

fn € Hompg(I,, J,) tal que el diagrama siguiente conmuta

M IO Il I2
if lfo ifl lf2
N J() J1 J2




