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PRACTICA 5

Algunas definiciones.

En esta practica todos los anillos tienen unidad. Cuando no se aclare otra cosa, A-mddulo significara
A-médulo a izquierda.

Un A-médulo M se dice fiel si aM =0,a € A = a=0.

Si A es un anillo, un sistema de representantes de los A-mddulos simples es un conjunto de A-

moédulos simples S 4 tal que todo A-mddulo simple es isomorfo a exactamente un elemento de S 4.

Ejercicios

1. Determinar en cada uno de los siguientes casos si la accién - de A sobre M define en M

una estructura de A-modulo a izquierda.

a) A=R, M=C, a-m=am.

b) A=R, M=R", a-m=am, (neN).
A=M,(R), M=R", a-m=am, (neN).

A=M,(R), M=R, a-m=det(a)m, (ne€N).

o

U

A=R[X], M=R", a-(mi,ma,...,my) = (a(l)m,a(2)ms,...,a(n)m,), (n € N).

9

)
)
)
)
)
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f) A=Zpx, M=7Z,, a-m=ry(am), (n,k€N).

2. Decidir cuéles de los A-moddulos del ejercicio anterior son fieles.

3. Sean A y B anillos, M un B-médulo y ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar que la

accién a-m = ¢(a)-m define sobre M una estructura de A-mddulo, que denotamos ¢*M .

4. Determinar en cada uno de los siguientes casos si S es un submédulo del A-médulo M .

A=7, M=M,Z), S=1{(aij) € M |det(a;;) =0}, (neN).
A un anillo cualquiera, M = A", S ={(a1,...,a,) € M |a1+---+a, =0}, (n € N).
ZIX], M=Z[X], S={feM|f=00des(f)<n}.

5. Sean M un A-médulo, S un subconjunto de M y N un submédulo de M . Probar que
(N:S)={acA|ase N Vse€ S} esun ideal a izquierda de A.

6. Probar que para todo n € N existe en el Z-médulo Z un sistema de generadores minimal

con n elementos.

7. Sean n,m € N, 2 < n < m. Probar en cada uno de los siguientes casos que f es un morfismo

de A-moédulos.



10.

11.

12.

13.

A=7Z, f:Z—7Z, f(a)="2a.
A=R, f:C—=C, f(2)=z2

A un anillo cualquiera, f:A™ — A™, f(a1,...,a,) = (a1,...,0an,0,...0).

)
)
)
d) A un anillo cualquiera, f:A™ — A", f(a1,...,am) = (a1,...,ay).
) A un anillo cualquiera, f: A" — A%, f(a1,...,an) = (a1 + ap,an).
) A un anillo cualquiera, f: A" — A", f(a1,...,an) = (a1,a1 +ag,...,a1+ -+ ay).
)

A un anillo cualquiera, fijo ap € A, f:A[X]—= A, f(g9) = g(ao).

En cada uno de los items del ejercicio anterior, hallar el nticleo, la imagen y determinar si f

es monomorfismo, epimorfismo, seccién, retraccién y/o isomorfismo.

Sean V y W dos Q-médulos y f:V — W una funcién. Probar que f es un morfismo de

Q-médulos si y sélo si es un morfismo de grupos.
Sean M y N dos A-mdédulos a izquierda. Probar lo siguiente.

(a) Homa(M,N) tiene estructura de Z(A)-médulo a izquierda via: (a- f)(m) =a- f(m).
(b) Homa(A,N)~ N como Z(A)-mébdulos.
(c) Si ademds M es un bimddulo - es decir M es también un A-médulo a derecha y

(am)b = a(mb), (a,b € A,m € M) - entonces Homa(M,N) tiene estructura de A-

médulo a izquierda mediante la accién (a x f)(m) = f(ma).

(d) Observar que A es un A-bimédulo y probar que la accién de A en Homy(A, N)

mediante x extiende a la accién de Z(A) del item (a).

() Homa(A,N)~ N como A-médulos.

Caracterizar en cada uno de los siguientes casos el A-mddulo cociente M/S.

a) M=A", S={(a1,...,an) €M | a1+ -+ a, =0}
b) M= A[X], S={feM]|f(1)=0}
C) M:MR(A), SZ{(CLij)EM’aﬂ:OVlSiSTL}.

Sean M, N A-médulosy f: M — N una funcién. Probar que f es un morfismo si y sélo

si el grdfico de f, T'(f) ={(z, f(x)) | x € M} es un submédulo de M & N .

Sea k un cuerpo. Una k-dlgebra es un anillo A junto con un morfismo de anillos ¢ : k —

Z(A). Probar lo siguiente.

a) Si A es una k-dlgebra, la férmula A-a := t(AN)a, (A € k,a € A) define en A una
estructura de k-espacio vectorial con la propiedad: (A-a)b=a(A-b), (A € k,a,be A).

b) Si A es una anillo con una estructura de k-espacio vectorial que verifica la propiedad del

item anterior, entonces A es una k-élgebra via el morfismo ¢: k — Z(A), ¢(A) :=A-1.



¢) Si A es una k-algebray M es un médulo entonces el producto: A xm := ¢(A\)m define
en M una estructura de k-espacio vectorial. Mas atin, para esta estructura se tiene que
la imagen del morfismo canénico p: A — EndzM |, a — (m — am) estd contenida en
el subanillo End;M C EndyM .

d) Sea M un grupo abeliano. Probar que es lo mismo darle una estructura de A-médulo
a M que darle una estructura de k-espacio vectorial y dar un morfismo de anillos

p:A— Endg(M) que ademds es k-lineal.

14. Sean A y B k-algebras. Un morfismo de k-dlgebras f: A — B es un morfismo de anillos

que es también una transformacién k-lineal. Probar lo siguiente.

a) Las aplicaciones ¢ y p del ejercicio anterior son morfismos de k-algebras.

b) Sea p : A — Endi(A) el morfismo de k-dlgebras que le corresponde al A-mdédulo
A via la correspondencia dada mas arriba. Probar que p es inyectivo. Concluir que
toda k-algebra de dimensién finita es isomorfa a una subédlgebra de M, (k) para algin

15. Sea M un A-modulo.

a) Probar que si f € Enda(M) verifica f? = f, entonces M =ker f ©im f.

b) Probar que si M; y M, son submédulos de M tales que M = M; & M, entonces
existe f € Enda(M) tal que f2=f, My =kerf y My =1imf.

16. Para cada uno de los siguientes anillos A, hallar todos los ideales a izquierda maximales. Dar

también una lista completa de representantes de los A-mddulos a izquierda simples.

(a) A=7Z. (b) A= Clz]. (c) A=RJz].
(d) A= M,(k), con k un cuerpoy n € N.

b
(e) A= {( “ > ta,be k} C Mas(k), con k un cuerpo.

0 a
(f) A:{(g Z):a,b,cek}CMg(k:),conkuncuerpo.

17. Decidir cuéles de los anillos del ejercicio anterior son semisimples.
18. ;Para qué valores de n € N es Z, un anillo semisimple?
19. Caracterizar los anillos semisimples A que poseen un solo ideal maximal.

20. Sea k un cuerpoy f: My,(k) — M,,(k) un morfismo de k-édlgebras (n,m € N). Probar que

n divide a m.

21. Sea A un anillo conmutativo. Probar que A es semisimple si y sélo si es isomorfo a un

producto directo de un ntmero finito de cuerpos.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sea k un cuerpoy A := kN con la estructura de producto de anillos. Probar que A no es

un anillo semisimple. Probar también que todo ideal principal de A es un sumando directo.

Sea H el grupo de los cuaterniones. Dar una lista completa de representantes de los médulos

simples a izquierda del anillo C[H].
Probar lo siguiente.

a) Si Ay B son anillos y n € N, entonces M, (A x B) ~ M,(A) x M,(B).
b) Si A esun anillo n,m € N, entonces M,,(M,,(A)) ~ M,m(A).
¢) Si A es un anillo semisimple y n € N, entonces M,,(A) es un anillo semisimple.
Sean Aj, Ag anillosy m; : A; x Ay — A; (i = 1,2) las proyecciones candnicas. Via estos mor-

fismos, todo A;-médulo M adquiere una estructura de A; x Ag-médulo w7 M (cf. Ejercicio

3). Probar lo siguiente.

a) Si M es un A; x Ay mddulo, entonces existen A;-mddulos M; (i = 1,2) tales que
M = WfMl @W;MQ.

b) Si S; es un sistema de representantes de A;-moédulos simples (i = 1,2 ), entonces
{mi(M): M € S1}U{n5(M): M € S}
es un sistema completo de representantes de A; x As-moddulos simples.

Sea k un cuerpo. Caracterizar los polinomios p € k[X] tales que A = k[X]/(p) es un anillo

semisimple.

Sea A C M, (C) una subdlgebra. Decimos que A es una C* -dlgebra si a* :=at € A (Va €
A). Un C*-médulo sobre A es un médulo (y por lo tanto un C-espacio vectorial) V con

un producto interno hermitiano (,) tal que (av,w) = (v,a*w) Yo,w €V , a € A.

Sea A una C* Algebra. Probar lo siguiente.

a) Todo C*-médulo de A es semisimple como A-modulo.

b) La aplicacién (,): Ax A — C, (a,b) = Tr(ab*) es un producto interno hermitiano y

hace que A, con su estructura usual de A-modulo a izquierda, sea un C*-médulo.

¢) A es un anillo semisimple.

Demostrar que si T : C" — C" es una transformacién lineal autoadjunta (con el producto
interno candnico en C"), entonces T es diagonalizable. (Sugerencia: utilizar los ejercicios

anteriores.)

a) Sea D un anillo de divisién. ;Cémo son todos los ideales a izquierda de M, (D)?

b) Sea D un anillo de divisién. Probar que todo ideal a izquierda de M, (D) esta generado
por un elemento idempotente.

¢) Sea A un anillo semisimple. Probar que todo ideal a izquierda de A estd generado por

un elemento idempotente.



