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Introduccion

Estas son las notas del curso de Algebra II dictado en la FCEyN-UBA en
el primer cuatrimestre virtual de 2020. La materia es una introduccién a las
teorfas de grupos, anillos y médulos. Como en la mayorfa de las cursadas, en
este cuatrimestre se dieron los teoremas de Sylow (1.7.18, 1.7.19, 1.7.22) y el
teorema de estructura para médulos finitamente generados sobre un dominio
principal (4.4.2). También vimos otros resultados cldsicos importantes, como
por ejemplo, los teoremas de Morita 3.2.1, Baer 3.8.9, Artin-Wedderburn 3.11.1
y Maschke 3.11.6 y el teorema de estructura para médulos inyectivos sobre un
dominio principal 4.6.9. Otros temas que figuran en el programa de la materia,
como localizacién o producto tensorial, no fueron incluidos.

Las demostraciones presentadas distan mucho de ser originales; muchas
provienen de una mezcla de referencias que son cldsicas en la materia (e.g. [2],
[3], [5]) y otras del folklore del tema. Los temas tratados son tan cldsicos que
incluso aquéllas demostraciones para las cuales no se consultaron referencias,
seguramente se le ocurrieron antes a otros.

En esta versién de las notas incluimos también las guias de trabajos practi-
cos que utilizamos en la cursada, que son el fruto no sélo de quienes dictamos
la materia en este cuatrimestre sino del trabajo de los muchos docentes que
han pasado por ella a lo largo de los afios.

Es un placer agradecer a Ivdn Sadofschi Costa y Guido Arnone, que me
acompaniaron en las clases précticas; en particular Ivdn se encargd de selec-
cionar los ejercicios de las gufas de trabajos practicos que utilizamos. Gracias
también a todos los alumnos que me indicaron correcciones, en particular a
Janou Glaeser.

Guillermo Cortifias
Maschwitz, agosto 2020.
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Capitulo 1

Grupos

1.1. Semigrupos, monoides y grupos

Este curso es una introduccién al estudio de las estructuras algebraicas.
Las estructuras que veremos consisten de un conjunto X junto con una o mds
operaciones binarias. Una operacién binaria en un conjunto X es una funcién

X x X =X

Decimos que - es
= asociativa six - (y-z) = (x-y) -z para todo x,y,z € X,
» conmutativa sux -y =y -x para todo x,y € X.

Un elemento e € X se llama neutro para - si la siguientes identidades se cum-
plen para todo x € X
e-x=x-e=x.

Un elemento x € X es inversible para - si existe y € X tal que
X-y=y-x=e.
Un tal elemento y, cuando existe, se llama la inversa de x.

Ejercicios 1.1.1. Probar
i) Siey f son elementos neutros para -, entonces e = f.

ii) Si - es asociativa, entonces x tiene inversa a ambos lados si y sélo si es
inversible. En ese caso la inversa de un elemento inversible es tinica.

Notacién 1.1.2. Si S es un monoide cuya operacion se denota multiplicativa-
mente, e.g. -, usualmente llamaremos 1 al elemento neturo. En caso en que la
operacién se denote por +, utilizaremos 0 para denotar al neutro. Del mismo
modo, la inversa de un elemento inversible se denota x~! en notacién multi-
plicativa y —x en notacién aditiva. La notacién aditiva se utiliza sélo cuando el
monoide en cuestion es abeliano; la notacién multiplicativa se puede utilizar
tanto en el caso abeliano como en el no abeliano. En notacién multiplicativa,
es frecuente omitir el simbolo -; se escribe xy en vez de x - y.

7



8 CAPITULO 1. GRUPOS

Un semigrupo es un conjunto con una operacion asociativa -. Un monoide es
un semigrupo que tiene elemento neutro. Un grupo es un monoide en el cual
todo elemento es inversible. Un semigrupo, monoide o grupo se dice abeliano
si la operacion - es conmutativa.

Ejemplos 1.1.3. El conjunto N de los ntimeros naturales es un semigrupo
abeliano para la suma y un monoide abeliano para el producto. El conjunto
Np = NU {0} es un monoide abeliano, tanto con respecto a la suma como
con respecto al producto. El conjunto Z, equipado con la suma, es un grupo
abeliano; equipado con el producto, es un monoide abeliano.

Ejemplos 1.1.4. Sean > 1y sea M;C el conjunto de las matrices complejas de
n x n. Equipado con la suma, este conjunto es un monoide abeliano. Equipado
con el producto, es un monoide no abeliano. El subconjunto GL,(C) de las
matrices inversibles es un grupo para el producto. En particular, tomando
n =1, obtenemos el grupo

GL;(C) =C* :=C\ {0}.
También es un grupo el subconjunto U, C GL,(C) formado por todas las

matrices A tales que A~! = A!, la matriz adjunta. En particular, tomando
n =1 obtenemos

Uy =S':={zeC: |z =1}.
Ejercicio 1.1.5. Sea M = (M, -) un monoide y sea inv(M) C M el subconjunto
de todos los elementos inversibles. Probar que inv(M) es cerrado por - y que
(inv(M), -) es un grupo.

Ejercicio 1.1.6. Sean M y N monoides y sea M x N su producto cartesiano.

= Probar que M x N, equipado con la siguiente operacién, es un monoide
(my,n1) - (mg, na) = (my - ma, ny - ny).

» Probar que inv(M x N) = inv(M) x inv(N). Deducir que M x N es un
grupo cuando M y N lo son.

Observacion 1.1.7. Cuando los monoides M y N son abelianos, su producto
cartesiano suele denotarse con @; asi M@® N = M x N.

Notacion 1.1.8. Si S es un semigrupo y X, Xp C S, escribimos
X1 Xp={x1-x:x,€X;,i=1,2}.
Si ademads S es un grupo y X C S ponemos
X t={x1:xeXx.

Notar que si X tiene mds de un elemento, X - X~ # {e}
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1.2. Subgrupos

Sean G un grupo, con operaciéon - y elemento neutro 1. Un subgrupo de G
es un subconjunto S C G tal que

i) 1€8.
ii) S-S CS.
iii) 7t c S.

Observacion 1.2.1. En presencia de las condiciones ii) y iii) de la definicién de
grupo, la condicién i) puede reemplazarse equivalentemente por la condicién

i) S # Q.

En presencia de i), la inclusién de la condicién ii) equivale a la igualdad S - S =
S. Finalmente, en iii), la inclusién equivale a la igualdad S = s-1

Ejemplos 1.2.2. U, C GL; C es un subgrupo, lo mismo que
T,C = {A e M, C: (Vl) Ai,i = 1rAi,j =0sii> ]}
Sea G un grupo. Entonces G y 1 := {1} son ambos sugrupos de G.

Sea S C G un subgrupo. Decimos que S es normal (en G) si
gsg €S VgeG,ses.
Para enfatizar que S es un subgrupo normal de G, escribimos S <1 G.
Ejemplo 1.2.3. Sea G un grupo. El centro de G es
Z(G) ={z€G: (Vg€ G)zg = gz}
Notar que Z(G) < G.

Ejercicio 1.2.4. Sean G un grupo y {S;};c; una familia de subgrupos de G.
i) Probar que S = N;¢; S; es subgrupo de G.
ii) Probar que si ademds S; <1 G para todo i € I, entonces S <1 G.
Sean G un grupo y X C G un subconjunto. Entonces X estd contenido en
al menos un subgrupo de G; el propio G. En general, este no es el subrupo

mads pequerio que lo contiene. Se sigue del Ejercicio 1.2.4 que el subgrupo de
G mds pequefio que contiene a X es

(X) :=[){S € G : S subgrupo.}

El subgrupo (X) se llama subgrupo generado por X. Los elementos de este
subgrupo pueden describirse explicitamente, como veremos a continuacion.
Observemos que si x1,...,x, € Xy €1,...,&, € {1, —1}, entonces

Xt xdr e (X). (1.2.5)

En otras palabras el subconjunto S C G de todos los elementos de la forma
(1.2.5) estd contenido en (X). Por otra parte la inversa de un elemento de la
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forma (1.2.5) y el producto de dos de ellos es de nuevo de la misma forma, o
seaS1cCS y S§S C S. Si ademds X # @, tenemos también 1 € S, de modo
que en este caso, S es un subgrupo contenido en todos los subgrupos que
contienen a G, y por tanto coincide con (X). Por otro lado, es claro que

(@) = 1.

De modo que, adoptando la convencién de que el producto de la familia vacia
de elementos de un grupo da el elemento neutro, podemos decir que, siempre,
los elementos de (X) son los productos de familias finitas de elementos de
Xux-t

Notacién 1.2.6. Si X = {xq,...,x,} C G, escribimos

(x1, ..., %) == (X)

Observacién 1.2.7. Sean G un grupo y x,y € G. Entonces Sg = {x'y/ : i,j €
Z} C (x,y), pero la inclusién puede ser estricta. Por ejemplo, las potencias
(xy)" con n > 2 no tienen porqué estar en S.

Notacién 1.2.8. Si X es un conjunto, denotamos por |X| a su cardinal.

Sean G un grupo y S C G un subgrupo. Un conjunto de generadores de S es
un subconjunto tal que S = (X). Decimos que un grupo G es ciclico si existe
¢ € G tal que G = (g). El orden de un elemento ¢ € G es |(g)] si éste es finito,
y es infinito en otro caso. El orden de g se denota ord(g).

Observacion 1.2.9. Sean G un grupo y ¢ € G. Entonces

(g) ={¢":neZ}. (1.2.10)

Aqui, como venimos haciendo, no suponemos que G sea abeliano, y usamos
por tanto notacién multiplicativa. Por la convencién notacional que adopta-
mos arriba, ¢¥ = 1. Ademds si n > 0, ¢" es el producto de g consigo mismo
n-veces; sin < 0 es (¢~1)~". Si G es abeliano y usamos notacién aditiva para
su operacion, escribimos ng en lugar de g"; asi, el subgrupo generado por g
es {ng:n €7}

Lema 1.2.11. Sean G un grupoy g € G. Si g =1, ord(g) = 1. Sea g € G\ {1}.
Entonces ord(g) es finito si y sélo si el conjunto

X={neN:g"=1}
no es vacio, en cuyo caso ord(g) = min X.

Demostracién. Sea ¢ € G\ {1}. Supongamos que ord(g) < oo. En vista de
(1.2.10), hay n # m tales que g" = ¢™. Est igualdad equivale tanto a ¢ " =1
como a g"" = 1. En particular, X # @. Sea d = min X; entonces (g) = {1 =
g% ¢=2¢"...,8" 1} Ademdssi 0 < i < j < d, entonces nuevamente g' = g/
equivale a ¢~/ = 1,0 seaa que j —i € X. Se sigue que i = j, por minimalidad
de d. Luego ord(g) = |(g)/. O

Ejemplo 1.2.12. Sea z € C*. Entonces z tiene orden finito si y sélo si existe
n € N tal que z es raiz n-ésima de la unidad. En ese caso, z tiene orden m si y
s6lo si es raiz primitiva de ese orden. En términos de la notacién de Algebra
I

{z € C*:ord(z) < 00} = | ) Gy = Geo.

n>1
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Ejemplo 1.2.13. Como siempre, consideramos a Z como grupo con respecto a
la suma, y adoptamos entonces notacién aditiva. Asi, si m € Z, el subgrupo
generado por m es

(m) = mZ.

Sea S C Z un subgrupo. Vamos a probar que S es ciclico. Esto es claro para
§ =0.51 S # 0, tiene un elemento no nulo. Mds atin, dado que S es cerrado
por inversos aditivos, tiene un elemento positivo. Es decir, SN N # @. Por
el principio de buena ordenacién de los naturales, existe m := min(S N N).
Es claro que mZ C S. Ademés si s € S, por algoritmo de divisién, podemos
escribir a s = mg 4 r como la suma de un elemento de mZ més un elemento
de € Ny N S estrictamente menor que m. Dado que ¥ = s —mq € Sy dada la
minimalidad de m, tiene que ser ¥ = 0. Por tanto S = mZ.

Ejercicio 1.2.14. Sean X = {S C Zsubgrupo } v f : Ny — X, f(n) = nZ.
Probar

i) f es biyectiva.
i) f(m) C f(n) <= n divide a m.
Ejemplo 1.2.15. Sea § € R y sean

R= Ry o= [0 im0

01

=i o
Notar que ambas matrices son inversibles; sea D(6) = (R,S) C GLy(R). Se
tiene

§*=1, SRS=RL
Se sigue que
D(0) ={R/S':jeZ,ic {0,1}}.

Observemos que R es la matriz de la rotacion de dangulo 6; en términos de la
identificacién usual R? = C, R corresponde a la multiplicaciéon por e, por
la férmula de De Maivre. En particular ord(R) = ord(e'?) es finito si y sélo

si q := 6/2m es racional. En ese caso, si ¢ = k/n con (k : n) = 1, tenemos
ord(g) = n. Asi,

n=|{R:jez} =|{RIS:jeZ}

Notemos ademés que la matriz R tiene determinante 1, lo mismo que cual-
quiera de sus potencias, mientras que S y todos los elementos de la forma R/S
tienen determinante —1. Concluimos entonces que |D(6)| = 2n.

Ejercicio 1.2.16. Sea
exp:R — C*, exp(h) =e”.
Sean g, p € Q. Probar que

D(2qm) = D(2pm) <= ord(exp(i2qm)) = ord(exp(i2pm)).
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1.3. Producto semidirecto

Sean S,K C G; decimos que S normaliza K si Vs € S, sKs~! = K. Por
ejemplo, K <1 G si y s6lo si G normaliza K. Veremos que en general, cuando S
normaliza K, se tiene que SK = KS es un subgrupo de G. En efecto,sis € Sy
k € K se tiene

sk =sks™'s € KS, ks =s(s 'ks) € SK.
Luego
SKSK = SKKS = SKS = SSK = SK.

Notemos ademads que K <1 SK;sis € Sy k, h € K,
skh(sk)™! = s(khk 1)s7! € sKs™! = K.
Cuando SN K =1, el subgrupo SK se llama el producto semidirecto de S y K.

Ejemplo 1.3.1. El grupo D(6) del Ejemplo 1.2.15 es el producto semidirecto
del subgrupo K = {R/ : j € Z} y el subgrupo T = {1,S5}.

1.4. Morfismos

Sean G; y G, grupos. Un morfismo de G1 en G; es una funcién f : G = G
tal que f(1) =1y f(xy) = f(x)f(y) Vx,y € Gy. El niicleo de un morfismo f

es el conjunto
Ker(f) = f~1({1}).

Decimos que f es un epimorfismo si es suryectivo, un monomorfismo si es in-
yectivo y un isomorfismo si es biyectivo. Un endomorfismo de un grupo G es un
morfismo f : G = G; un automorfismo es un endomorfismo biyectivo.

Ejercicio 1.4.1. Sea f : G| = G, un morfismo de grupos. Probar que f preser-
va inversas: si x € G; entonces f(x~1) = f(x)~L.

Ejemplo 1.4.2. Sea G un grupo. Si f : Z — G es un morfismo y ¢ = f(1),
entonces
f(n)=0" VnelZ (1.4-3)

Reciprocamente, si o € G, (1.4.3) define un morfismo Z — G. En conclusién,
dar un morfismo Z — G, equivale a dar un elemento ¢ € G.

Ejemplo 1.4.4. Sea G un grupo abeliano y sea F; : G — G, Fj(x) = /. Tenemos
F(1) = 1/ =1y como G es abeliano,
Fi(xy) = (xy) = ¥y’ = F(x)F(y).

Hemos probado asi que F; es un endomorfismo de G si G es abeliano. Supon-
gamos mds aun que G es ciclico. Veremos que entonces los F; son todos los
endomorfismos de G. En efecto, si G = (0) y f : G — G es morfismo, entonces
f(o) = oJ para algun j, lo que implica que para todo i,

f(cri) =¢ll = Fj((ri).
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Notemos ademds que F; = id y FjFx = Fj. Luego si G es ciclico infinito, los F;
son todos distintos, y sus tinicos autormorfismos son F; y F_1. Si en cambio G
es ciclico con 7 elementos, F; = F; <= j =k mod (n), y F; es automorfismo
siysélosi (j:n) =1.

Ejemplo 1.4.5. Sean G un grupo y g € G. Sea
ad(g): G — G, ad(g)(x) = gxg~ L.

Notemos que ad(g) es un automorfismo con inversa ad(g~!). Un automorfis-
mo f de G se dice interior si existe g tal que f = ad(g). Notar que un subgrupo
S C G es normal si y solo si f(S) = S para todo automorfismo interior f de
G.

Ejercicio 1.4.6. Sean f : Gi — G, un morfismo de grupos, y g, x € G. Probar
que

f(ad(g)(x)) = ad(f(g))(f(x))-
Ejercicio 1.4.7.
i) Sean Xj,Xp,Y7, Y2 conjuntos y pux : X1 — Xo, py 1 Y1 = Yo, 91 : Xy = V1 y
¢2 : Xo = Y, funciones. Probar que si ¢1 y ¢ son biyectivas y uy¢; = ¢popx,
entonces ¢51yy = yX(pfl.

ii) Sea f : G; — G un isomorfismo de grupos. Probar que f~! también es
morfismo. Sugerencia: aplicar i).

iii) Probar quesi f : G -+ H y g : H — K son morfismos de grupos, entonces
gof:G — K también lo es.

o~

Decimos que dos grupos G1 y Gp son isomotfos, y escribimos G1 = Gy, si
existe un isomorfismo G; — G;. Notar que, por el Ejercicio 1.4.7, = es una
relacién de equivalencia.

Lema 1.4.8. Sea G un grupo ciclico.
i) Si|G| =00, G2 Z.
ii) Si |G| =d < o0, G =Gy

Demostracién. Sea o € G un generador; por definicién, ord (o) = |G|. Notemos
quesin,mée€Z,
"=0" = """ =1 (1.4.9)

Si ord(0) = o0, (1.4.9) se da <= n = m. En otras palabras, si |G| = o el
morfismo f : Z — G, f(n) = 0" es un isomorfismo. Si en cambio ord(c) =
d < 0o, (1.4.9) equivale a que d divide a n — m. Esto sucede para todo grupo
ciclico de d elementos y todo generador. En particular, se aplica al grupo Gy
y a cualquier raiz primitiva d-ésima { de la unidad. Por tanto la aplicacién
G — Gy, 0™ +— (" estd bien definida y es biyectiva. Es claro ademads que es un
morfismo; luego G = G4, como queriamos probar.

O

Lema 1.4.10. Sean f : G — H un morfismo, K = Ker(f) y ¢ € G. Entonces
f~Y(f(g)) = gK. En particular, f es monomorfismo < K = 1.
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Demostracion. Sea x € G. Entonces x € f~1(f(g)) < f(x) = f(g) <
flglx) =1 &= ¢ 'xe K & xegk O

Ejemplo 1.4.11. Sean G un grupo, S, K subgrupos de G. Supongamos que
sk = ks Vs € S,k € K. Entonces kys1kysy = k1kys1so Vky, ko € K, 81,80 € S. En
otras palabras, la funcién

f:KxS—KS,

es morfismo de grupos. Claramente, f es suryectiva. Ademads,

flks)=1 < ks=1 <= k=sL.
Luego Ker(f) = {(x,x™!) : x € KN S}. Esto prueba que f es un isomorfismo
siys6losi KNS = 1.

Ejemplo 1.4.12. Sea n,m > 1 coprimos, y sea C = (¢) un grupo ciclico de
orden nm. Veremos que C es isomorfo a un producto C; x Cp con C; ciclico
de orden n y C; ciclico de orden m. Sean C; = (¢) y C; = (¢"). Claramente
C1 y C; son ciclicos, de orden n y m respectivamente. Sean s,t € Z tales que
1 = sm + tn. Entonces

o =" € C;C,.

Se sigue que
C=(r)cCGCcC

y por tanto C = C;C;. Ademds si x € C; N Cy, entonces existen i,j € Z tales
que x = o™ = ¢". Luego mi = nj moéd (nm), lo que como (m : n) = 1,
implica que i € nZ y que j € mZ y por tanto x = 1. Luego C = C; x C; por el
Ejemplo 1.4.11.

Proposicién 1.4.13. Sea f : G — Gy motfismo de grupos y S1 C G1, Sp C Gy
subgrupos.

i) To = f~1(S2) C Gy es un subgrupo. Mds atin si Sy <1 Gy, entonces Ty <1 Gy.

i) Ty = f(S1) C Gy es subgrupo. Si ademids S; <\ Gy y f es suryectivo, entonces
Ty < Go.

Demostracion. Para la parte i), notemos que como f(1) =1y 1 € S, resulta
que 1 € T;. Analogamente, usando que S, 1 =S, y el Ejercicio (1.4.1), ob-
tenemos que Tj es cerrado por inversas. Si f(x), f(y) € S», entonces Sy >
f(x)f(y) = f(xy), lo que prueba que T, - T, C T,. Probamos asi que T, es
subgrupo de Gp. Si ademds S, < Gy, entonces se sigue del Ejercicio (1.4.6)
que Tp < Gj. Esto termina la demostraciéon de la parte i). Veamos ahora la
parte ii). Como f(1) = 1y 1 € Sy, se sigue que 1 € Ty. Usando el Ejercicio
1.4.6, tenemos f(S1)~! C f(S;!). Usando la definicién de morfismo, resulta
f(51)f(S1) C f(51S1) C f(S1). Ademads, del Ejercicio 1.4.6, se tiene que si
¢ € Gy, entonces ad(f(g))f(S1) C f(ad(g)(S1)). Se sigue que si S; < Gy y f
es sobre, entonces Ty <1 Gy. O

Corolario 1.4.14. Tanto Ker(f) C Gy como Im(f) C Gy son subgrupos. Siempre
Ker(f) <0 Gy; si f es sobre, también Im(f) < Gp.

Ejemplo 1.4.15. Sea R el conjunto de los ntimeros reales. Consideremos a
R como grupo con la suma. Entonces Im(exp) = S!, Ker(exp) = 27Z, y
exp 1(Gw) = Q.
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Ejemplo 1.4.16. Sea X un conjunto y sea
S(X) = {f : X — X biyectiva }.

Notemos que S(X) es un grupo con respecto a la composiciéon de funciones.
SiY es otro conjunto y ¢ : X — Y es una biyeccién, entonces

cp:S(X) = S(Y), fr 4’Of°¢_1

es un isomorfismo con inversa c,-1. En particular, si [X| =n > 1, 5(X) es
isomorfo al grupo simétrico

Sy = S({1,...,n}).

Ejemplo 1.4.17. Sea f : G; — Gz un morfismo de grupos. Si f es mono,
entonces g : G — Im(f), g(x) = f(x) es un isomorfismo.

Proposicion 1.4.18. (Cayley) Sea G un grupo; entonces la funcion
L:G— S(G), Lg¢(h)=gh
es un monomorfismo.

Demostracién. Por definiciéon de elemento neutro, tenemos L; = id. Ademads si
81,82, he G/

Lgg, () = (8182)h = g1(g2h) = (Lg, © Lg, ) (h). (1.4.19)

Se sigue que Ly es biyectiva con inversa L,-i. En particular Ly € S(G)y

(1.4.19) nos dice que es morfismo. Si g € Ker(L), es decir si Ly = id, entonces
1= L¢(1) = g. Por tanto L es un monomorfismo. O

Corolario 1.4.20. Si |G| = n entonces G es isomorfo a un subgrupo de Sy,.
Demostracion. Se sigue de la Proposicién 1.4.18 usando el Ejemplo 1.4.17. [
Sea G un grupo y sea
Aut(G) = {f : G — G isomorfismo }.

Observemos que la composicién de funciones hace de Aut(G) un subgrupo
de S(G).

Ejemplo 1.4.21. Sea C = () un grupo ciclico. Si |C| = oo, entonces C tiene
exactamente 2 automorfismos, por el Ejemplo 1.4.4, luego Aut(C) = Z/2Z.
Si |C| = n, C tiene ¢(n) elementos, que son los endomorfismos F; del citado
ejemplo con 0 < j < n coprimo con #.

Ejemplo 1.4.22. Si ¢ € G, la aplicacién Ly : G — G de la Proposicion 1.4.18
pertenece a Aut(G) si y sélo si ¢ = 1. Por otro lado ad(g) € Aut(G) para todo
g€G.

Proposicién 1.4.23. Sea G un grupo. La funcién
ad: G — Aut(G), g~ ad(g)

es morfismo de grupos. Su imagen es el subgrupo normal Inn(G) de automorfismos
interiores. Su niicleo es el centro de G.
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Demostracién. Tenemos que ad(1) = id y ademads

ad(182) () =g1(82h8> 1 )gr "
=(ad(g1) oad(g2))(h).

Por tanto ad es morfismo de grupos. Que su imagen es Inn(G) es inmediato
de la definicién de automorfismo interior; que Inn(G) es un subgrupo se sigue
del Corolario 1.4.14. Que Inn(G) <1 Aut(G) es consecuencia de la formula del
Ejercicio 1.4.6. Veamos que Ker(ad) = Z(G). Sea z € G; entonces

z€Ker(ad) <= (Vg€ G)zgz ' =¢
— (Vg€ G)zg =gz
<z € Z(G).
O

Proposicién 1.4.24. Sea f : Gi — Gy un morfismo de grupos y sean K = Ker(f),
I = Im(f). Las siguientes funciones son biyecciones inversas que preservan la nor-
malidad

f:{KCSCGy: subgrupo } = {T C I: subgrupo } : f~ 1.

Demostracion. Vimos en la Proposicién 1.4.13 que las aplicaciones S — f(S)
y T — f~(T) mandan subgrupos en subgrupos. También vimos que f~(T)
es normal si T lo es, y que f(S) es normal en G, si S lo esy f es suryectivo.
Reemplazando f for su correstriccion a I, tenemos que f(S) < I toda vez que
S < Gy. Por otra parte, sabemos que f~! preserva la inclusién de conjuntos;
dado que todo subgrupo de G, contiene al 1, se sigue que si T C G es sub-
grupo, entonces f~1(Gy) D f~1({1}) = Ker(f). Hemos visto entonces que
ambas funciones del enunciado estdn bien definidas y preservan la norma-
lidad. Resta ver que son biyecciones inversas. Es conocido de Algebra I que
f(f~Y(T)) = T para todo subconjunto T C I y en particular para todo subgru-
po. Veamos ahora que si G D S D K es un subgrupo, entonces f~1(f(S)) = S.
Es claro que f~1(f(S)) D S. Para ver la otra inclusién, sea x € f~1(f(S)). Por
definicion, f(x) € f(S), luego existe s € S tal que f(x) = f(s). Usando el Le-
ma 1.4.10 en la igualdad, y la hipétesis de que S O K en la segunda inclusién,
tenemos

xef'({s})=sKcCSKcCS.
O

Ejemplo 1.4.25. Vamos a describir todos los subgrupos de G, = {z € C* :
z" = 1}. Sea exp el morfismo del Ejercicio 1.2.16. Notemos que G, C S' =

Im(exp) y que
exp 1(Gy) = {2kn/n: k € Z} = Z(2m/n).
Sea
f:Z — Gn, f(k) =exp(2km/n).

Vemos que f es un morfismo suryectivo, con nticleo nZ. Por el Ejemplo 1.2.13 y
el Ejercicio 1.2.14, los subgrupos de Z que contienen a nZ son exactamente los
de la forma dZ con d > 0 divisor de n. Usando la Proposicién 1.4.24, conclui-
mos que los subgrupos de G, son exactamente los de la forma exp(2dZm/n).

Ejercicio 1.4.26. Probar que todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.
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1.5. Coclases, teorema de Lagrange

Sean G un grupo, H C G un subgrupo y s € G. El subconjunto sH C G
se llama la coclase a izquierda de s. Notemos que cada elemento de G estd en al
menos una coclase; s € sH. Ademaés si s, t € G

sHNtH = {x:s 'x,t 'x € H}

Si x € sHNtH, entonces s~ 't = (s~ 'x)(t 'x)~! € H, y por tanto sH = tH.
Reciprocamente,

sH=tH <= s 'tH=H <= s 't H. (1.5.1)
En conclusién, cada elemento de G estd en exactamente una coclase. Por tanto
s~t < sH=1tH

es una relacién de equivalencia, y por (1.5.1), s ~ t <= s 't € H. En
términos de esta relacion, sH = {t € G : s ~ t} es la clase de equivalencia del
elemento s. Llamamos conjunto cociente G/ H al conjunto de todas las coclases
a izquierda

G/H = {sH:s € G}.

La proyeccion al cociente médulo H es la funcién v : G — G/H, 7t(s) = sH.
Notaciéon 1.5.2. |G : H| = |G/H|

Teorema 1.5.3. (Lagrange) Sean G un grupoy H C G un subgrupo. Entonces existe
una biyeccion G — G/H x H. En otras palabras, se tiene la identidad

Gl = |G - H[[H].

Demostracion. Para cada elemento { € G/H, elijamos un s(¢) € G tal que
& = sH. Por (1.5.1), tenemos s(gH) !¢ € H (Vg € G).Sean ¢ : G — G/H x H,
¢(g) = (¢H,s(gH)"'g) y ¢ : G/H x H — G, (¢, h) = s(&)h. Tenemos

P(P(&,x)) = ¢(s(&)h) = (s($)hH, h) = (¢, h)
P(9(g)) = p(gH,s(gH) 'g) = s(gH)s(gH) 'g =g.
0

Corolario 1.5.4. Si |G| = n < oo entonces el orden de cualquier subgrupo de G
divide a n.

Corolario 1.5.5. Si |G| =ny x € G, entonces x" = 1.

Demostracion. Por el Corolario anterior, d = ord(x) = [(x)| divide a n. Luego
n = dq para algtin q € Z, y por tanto x" = (xd)q =1 0

Corolario 1.5.6. Si |G| = p es primo, entonces G = G,.

Demostracién. Si o € G\ {1}, entonces |(¢)| = ord(c) > 1 divide a p, y por
tanto es igual a p. Luego G = Gy, por Lema 1.4.8.



18 CAPITULO 1. GRUPOS

Observacion 1.5.7. También pueden considerarse coclases a derecha de un grupo
G con respecto a un subgrupo H; son los subconjuntos de la forma Hs con
s € G. Estas son las clases de equivalencia de la relacién s ~' t <= st~! € H.
El conjunto de coclases a derecha suele denotarse H\G. Notemos que sH =
(sHsfls),' por tantosi H < G, sH = Hsy G/H = H\G.

Ejercicio 1.5.8. Sean H C G un subgrupo y s,t € G. Probar que sH = Ht si, y
s6lo si se satisfacen las siguientes tres condiciones: s 'Hs = H, tHt ! = H y
sH = tH.

Ejercicio 1.5.9. Sea G un grupo y sea G°7 el cojunto G equipado con la si-
guiente operacion

X'Opy = yXx.

i) Probar que G°P es un grupo y que G — G°P, ¢ — ¢~! es un isomorfismo.

ii) Sea H C G un subgrupo. Probar que hay una biyecciéon G — H x H\G.
(Sug.: aplicar el teorema de Lagrange para G°F).

1.6. Cocientes

Sean X un conjunto y ~ una relacién de equivalencia en X. Recordemos
que la clase de equivalencia de un elemento x € x es Cy = {y € X : y ~ x}. Sea
X/ ~ el conjunto formado por todas las clases de equivalencia con respecto a
~. La proyeccion al cociente es la funcién

m:X—=X/r~, 7n(x)=Cs. (1.6.1)

Proposicién 1.6.2. Sean X un conjunto, ~ una relacién de equivalencia en X y
f+ X = Y una funcién. Supongamos que f satisface

x1 ~x2 = f(x1) = f(x2). (1.6.3)

Entonces existe una tinica funcién f : X/ ~— Y tal que f o = f. Se tiene

Im((f)) = Im(f). Si ademds f satisface
f(x1) = f(x2) = x1 ~ x2 (1.6.4)

entonces f es inyectiva. En particular si f es suryectiva y satisface (1.6.4), f es biyec-
tiva.

Demostracién. La condicién f o 1 = f equivale a que, para cada x € X,

f(Cx) = f(x). (1.6.5)

Hay que ver (1.6.5) define una funcion, es decir que Cy = C, implica f(x) =
f(y). Pero esta es precisamente nuestra hipétesis (1.6.3). Notemos ademéds
que (1.6.5) nos dice que Im(f) = Im(f). Si f satisface (1.6.4), entonces f(x) =

O

f(y) = Cx = Cy, por tanto f es inyectiva.

Observacion 1.6.6. Se sigue de la Proposicién 1.6.7 que si f : X — Y es sur-
yectiva y satisface simultdneamente (1.6.3) y (1.6.4), entonces hay una tinica
biyeccién f : X/ ~— Y tal que f = f o . Dado que esta biyeccién estd
completamente determinada por las propiedades anteriores, decimos que es
canénica. Por esta razén diremos que f tiene la propiedad universal del cociente
de X por ~ e identificaremos a Y con X/ ~y a f con 7.
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En la seccién anterior, definimos el cociente de un grupo G por un sub-
grupo H como el conjunto de clases de equivalencia de la relacién s ~ t <=
st € H, y definimos 7 : G — G/H como la proyeccién al cociente por esa
relacién. Aplicando la proposicién anterior en este caso se obtiene lo siguiente.

Corolario 1.6.7. Sean G un grupo, H C G un subgrupoy f : G — Y una funcién.
Supongamos que f satisface
X' € H= f(x1) = f(x2).

Entonces existe una tinica funcion f : G/H — Y tal que f ot = f. Se tiene

Im(f) = Im(f). Si f satisface
fla) =flx) =20 e H,
entonces f es inyectiva.

Ejemplo 1.6.8. Sean n > 2; consideremos el grupo ortogonal
On={A€GL,R: A'A =1}

y el subgrupo

H={A€O0,: Ajp=Api = éi,n}'
Aquid;jes1sii=jy0en otro caso. Sea

n
S"l={xeR": Y x7 =1}
i=1

Una matriz A € MR pertenece a Oy, si y solo si sus columnas forman una

base ortonormal de R"”. En particular, si A € O, cada columna de A estd en
§"—1 Definimos

p:0y — S L p(A) = (ALn, .., Anp).

Veamos que p es suryectiva. Sea v € S"~1; por Gram-Schmidt existen vy, . . ., vy
571 tales que B = {v,v5...,0,} es base ortonormal. La matriz de cambio de
base C = Cpr —cuyas columnas son los vectores de B- satisface p(C) = v.
Veamos ahora que, si Ay, Ay € Oy,

p(A1) = p(Ay) <= A['A, € H. (1.6.9)

Sean B; y By las bases ortonormales formadas por las columnas de A; y
Aj. Entonces A; = Cp, g, y Al_lAz = Cg,,B,- Que p(A1) = p(Az) significa
que B; y By comparten el dltimo vector, y por tanto la dltima columna de
C = Cp, B, €s ey, el ultimo vector de la base canénica. O sea C = [C'|e,].
Como ademds C es ortogonal, tenemos

r=ctc= e e
e e

Igualando el i-ésimo coeficiente de la tltima fila de la matriz identidad con el
del producto de la derecha, obtenemos

5i,n = Ci,n~
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Llegamos asi a que C es de la forma

c” 0
=[]

En otras palabras, C € H, lo que prueba (1.6.9). En conclusién, p : O, — gn-1
tiene la propiedad universal del cociente O,/ H.

Sean G un grupo, H < Gy s,t € G. Entonces
sHtH = st(t 'Ht)H = stH.

Esto nos dice que el producto de dos coclases da una coclase, que el conjunto
G/H, equipado con el producto de coclases es un grupo y que la proyecciéon
al cociente es un morfismo con respecto a esta estructura. Mds atn, tenemos
lo siguiente.

Teorema 1.6.10. Sean G un grupo, K < Gy f : G — H un morfismo de grupos.
i) Si Ker(f) D K, entonces existe un tinico morfismo de grupos f : G/K — H tal

que frt = f.
ii) G/Ker(f) = Im(f).

Demostmgién. Por el Corolario 1.6.7, en la situacién de i), existe una unica
funcién f que satisface la condicién f o 7w = f. Veamos que f es morfismo.
Tenemos f(H) = f(m(1)) = f(1) =1,ysis, t €G,

f(stH) = f(7e(st)) = f(st) = f(s)f(t) = f(sH)f(tH).

Hemos probado la parte i). Para la parte ii), aplicamos el Corolario 1.6.7 para
el subgrupo Ker(f) y para Y = H, y obtenemos que f es inyectiva y por tanto
define una biyeccién G /Ker(f) — Im(f). Por la parte i), esta biyeccién es un
isomorfismo. O

Ejemplos 1.6.11. i) Todo grupo ciclico de n elementos es isomorfo a Z/nZ.
En efecto, sea G = (0) con |G| =n.Sea f : Z — G, f(m) = ¢™. Entonces
f es suryectiva con Ker(f) = nZ, luego G = Z/nZ, por el Teorema
1.6.10.

ii) R/Z = S'. Sea f : R — S!, f(8) = ¢2™; f es un morfismo suryectivo
con ntcleo Z.

iii) Q/Z = Ge. Sea f el morfismo de ii). Tenemos Q D Z y f(Q) = Ge.
Luego la restriccion de f a Q es un morfismo con imagen G y ntcleo
Z.

iv) Sea SO, C O, el subgrupo de las matrices ortogonales de determinante
1. Entonces O,,/S0O,, = Z/27. En efecto la funcién determinante det :
O, — {#£1} es un morfismo suryectivo con nticleo SO,, cuya imagen es
un grupo ciclico de orden 2.

Ejercicio 1.6.12. Sea R el conjunto de los reales positivos equipado con el
producto. Probar que C* /R~ =2 S!.
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Ejercicio 1.6.13. Sea n > 2; si x € Z, escribimos ¥ por la clase de x médulo n.
Sea
Uy ={j€Z/nZ: (x:n) =1}

i) Probar que Uy, equipado con la operacién jk = jk es un grupo abeliano.
ii) Usar los Ejemplos 1.4.4 y 1.4.21 para probar que U,, = Aut(Z/nZ).
iii) Probar que si p es primo entonces U, = Z/(p — 1)Z.

Ejemplo 1.6.14. Sean G un grupo y K C Z(G) un subgrupo. Notemos que K <
G; veremos que si G/K es ciclico, entonces G es abeliano. Sea t: G — G/K la
proyeccion al cociente y sean ¢ € G tal que (o) genera G/Ky H = (). Sea
x € Gy seaital que 7(x) = 7t(c)’. Entonces xc ' € K, y por tanto x € KH.
Luego G = KH, con K y H abelianos tales que kh = hk para todo k € Ky
h € H. Por tanto G es abeliano.

Teorema 1.6.15. Sean G un grupoy S,K C G subgrupos tales que S normaliza a K.
Hay un isomorfismo candnico

SK/K=S5/SNK.

Demostracion. Sean H = SK'y m : H — H/K la proyeccién al cociente. Si
x € H, m(x) € 1t(S) siy sélo si existe s € S tal que (x) = 7(s), lo que
equivale a que s~ 1x € K, o lo que es lo mismo, a que x € sK. Hemos probado
que 7t~ 1(7(S)) = SK. Luego 7t es un morfismo con imagen 77(S) y ntcleo K.
Luego SK/K = 71(S), por el Teorema 1.6.10. Por otro lado, la restriccion de 7t
a S es un morfismo con imagen 77(S) y nicleo SN K lo que, nuevamente por
el Teorema 1.6.10, nos dice que S/SNK = 7(S). O

Ejemplo 1.6.16. Sean S y K como en el Teorema 1.6.15 y supongamos que
SN K = 1; en este caso KS es el producto semidirecto que definimos en la
Seccién 1.3. Por el teorema, tenemos

SK/K =S.

Luego hay un morfismo suryectivo p : SK — S con nfticleo K, de modo que
en la siguiente sucesién, la imagen de cada morfismo es igual al nticleo del
morfismo siguiente

15 K—SK-55 1. (1.6.17)

Decimos entonces que (1.6.17) es una sucesién exacta. Sea ¢ : S — SK la
inclusién; tenemos p o ¢ = idg. Por esta razén decimos que p es una retraccion
con seccion 1, o que ¢ parte a la sucesién (1.6.17). Reciprocamente, si

1+K—H-155-1
es exacta partida por un morfismo j : S — H, entonces K es normal en H, por

ser el nucleo del morfismo p y j(S) C H es subgrupo, al ser la imagen de un
morfismo. Ademds, si x € KN j(S)

x=j(s)y1=p(x) = plj(s)) =s = x = L.
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Por tanto KN j(S) = 1. Ademas si x € H,

p(xj(p(x))™") = p(x)p(x) ' =1,

luego k := xp(x)~! € K, y x = kj(p(x)) € KS. Hemos probado entonces que
H =Kj(S) y que KNj(S) =1, o sea que H es el producto semidirecto de j(S)
y K.

Observacion 1.6.18. Sean K y S como en el Ejemplo 1.6.16 y supongamos que
sk = ks para todos € Sy k € K. Entonces f : Kx S — KS, f(k,s) = ks es
morfismo y es claramente suryectivo. Ademdsks =1 < k=s"1€ KNS =
1, por tanto f es un isomorfismo. Luego KS = K x S.

Ejemplo 1.6.19. (Grupos de orden p?). Sean p > 0 primo y G un grupo de
orden p?. Veremos que G es abeliano, e isomorfo a Z/p*Z o a Z/ pZ & 7./ pL.
Por el Corolario 1.7.12, Z(G) # 1, luego si 1 # Z(G) # G, por Lagrange
deberia ser |G/ZG| = p, luego G/Z(G) seria ciclico, lo que es absurdo por
el Ejemplo 1.6.14. Por tanto G es abeliano. Si posee un elemento de orden p?,
es ciclico, isomorfo a Z/p?Z por el Ejemplo 1.6.11 i). Si no, todo elemento no
trivial tiene orden p. Sean x un tal elemento, K = (x) y 1 : G — G/K la
proyeccion al cociente. Sea y € G tal que 7t(y) genere G/K. Entonces tanto y
como 71(y) tienen orden p. Luego 7(y') = nt(y)' =1 <= p\i <= y' =1.
Se sigue que la restriccion de 7t a H = (y) es inyectiva, es decir, KN H = 1.
Luego KH/K = H, como vimos en 1.6.16. Por Lagrange, |[KH| = p?, luego
G = KH y por la Observacién 1.6.18, G 2= K® H = Z/pZ © 7/ pZ.

Teorema 1.6.20. Sean G un grupo y H C K subgrupos normales de G. Entonces
K/H es un subgrupo normal de G/ H y hay un isomorfismo candénico

(G/H)/(K/H) = G/K.

Demostracion. La proyeccién al cociente g : G — G/K tiene nicleo K C H.
Luego en virtud del Teorema 1.6.10, existe un tinico morfismo p : G/H —
G/K tal que

pTH = K (1.6.21)

y mds aun, p es suryectivo. Aplicando de nuevo el Teorema 1.6.10, tenemos
que G/K = (G/H)/Ker(p). Por otro lado, (1.6.21) nos dice que (7ty) ! (Ker(p)) =
K. Como 7ty es suryectiva, concluimos que Ker(p) = my(K) = H/K. O

Ejemplo 1.6.22. Sean C = (0) un grupo ciclico de orden n, d un divisor de n y
D = (¢*). Entonces el morfismo p : Z — C m + ¢ es suryectivo con nicleo
nZ. La preimagen de H es p~!(H) = dZ. Luego

C/D = (Z/nZ)/(dZ/nZ) = 7./dZ.

1.7. Acciones de gupos

Sean X un conjunto y G un grupo. Una accion de G en X es un morfismo
de grupos
p:G— S(X).
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Dada una accién p, tenemos una aplicaciéon
G xX =X, (gx)—g-x:=p(Q)(x).
Observamos que - tiene las siguientes propiedades
1-x=x, (¢gh)-x=g-(h-x) Vg, heGxeX. (1.7.1)

Reciprocamente, si tenemos una funcién - : G x X — X con las propiedades de
arriba, entonces para cada g € G, la aplicacién p(g) : X — X, p(g)(x) = g-x
es una biyeccién con inversa p(g~!), y p: G — S(X), ¢ — p(g) es morfismo
de grupos.

En conclusién, dar una accién de G en X equivale a dar una funcién - :
G x X — X que satisface (1.7.1).

Notacion 1.7.2. Para decir que el grupo G acttia en el conjunto X, escribiremos
G m X. La accién de un elemento ¢ € G en un elemento x € X se denotard
g - x, o simplemente gx. Un conjunto X equipado con una accién de G se llama
un G-conjunto. Un morfismo entre dos G-conjuntos X e Y es una funcién f :
X — Y tal que f(gx) = gf(x) Vg € G, x € X. Un morfismo de G-conjuntos es
un isomorfismo si es biyectivo. En este caso su inversa también es morfismo de
G-conjuntos. Los morfismos de G-conjuntos son llamados también funciones
G-equivariantes.

Ejemplos 1.7.3. = En virtud del Ejemplo 1.4.2, dar una accién de Z en un
conjunto X es lo mismo que dar un elemento o € S(X).

s S(X) actta en X mediante ¢ - x = o(x).

» SiG~ Xy H C G, entonces H n~ X por restriccién de la accién. Asi,
por ejemplo, si k es un cuerpo, el subgrupo GL, (k) C S(k™) actia en k".

» Un grupo G actdia en si mismo por multiplicacién a izquierda; el co-
rrespondiente morfismo G — S(G) es el morfismo L del Teorema de
Cayley 1.4.18. Esta accién se suele llamar accién por traslacién a izquier-
da. Més en general, si H C G es un subgrupo, y g,5 € G, entonces
Le(sH) = Lg(s)H, luego G acttia también en G/H por traslacién a iz-
quierda.

s También podemos hacer actuar a G en si mismo por conjugacién; el
morfismo G — S(G) resultante es la composicién del morfismo ad de la
Proposicién 1.4.23 con la inclusion Aut(G) C S(G).

Sean X e Y conjuntos equipados con acciones de un mismo grupo G. Una
funcién f : X — Y se dice equivariante si f(g-x) = g- f(x) Vx € X.Sea x € X;
el estabilizador de x es

Gr={g€G:g-x=ux}.

La 6rbita de x es

Oy=G-x={g-x:9€G}

Proposicién 1.7.4. Sea G ~ X una accion y sea x € X. Entonces

i) Gy es un subgrupo de G.
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i) Hay un isomorfismo de G-conjuntos
G/Gx = Ox.

En particular, |Ox| = |G : Gx|.
iii) Sis € X, Gg.x = $Gys™ L.

Demostracion. i) Por (1.7.1), 1 € Gx y GxGyx = Gy.

ii) Sea p : G — Oy, p(g) = g - x. Por definicién de Oy, p es suryectiva.
Ademas, si g, h € G, entonces usando (1.7.1) en el segundo paso, tene-
mos

p(g)=ph) < g-x=h-x &= x=g¢g 'h-x < ¢g'he H
La afirmacion ii) se sigue ahora de la Proposicién 1.6.2.

iif) Sea g € G. Entonces, usando (1.7.1) en el segundo paso,
§EGy <= g-(5-x)=s-x < (s lgs)-x=x <= g€sGys L
O

Sea G ~ X una accién. Decimos que la accién es fiel si Ker(p) = 1, que
es libre si Gy = 1 Vx € X. La siguiente identidad explica la relacién entre
fidelidad y libertad:

Ker(p) = () Gx.

xeX

Decimos que la accién es transitiva si X = Oy para algtn (y luego para todo)
x € X. Por la Proposicién 1.7.4, G acttia transitivamente en X si y sélo si X es
equivariantemente isomorfo a un cociente G/H por algtin subgrupo H C G.
Mas atin, si s € G, entonces G/H = G/sHs ™! como G-conjuntos.

Ejercicio 1.7.5. Sean G un grupo, H C G un subgrupo y s € G. Dar explicita-
mente una biyeccién G/H — G/sHs ™! que sea equivariante con respecto a la
accién por traslacion a izquierda.

Ejemplo 1.7.6. Sean G un grupo, H,K C G subgrupos y dejemos actuar a
K en G/H por traslacién a izquierda. La 6rbita de un elemento x € G es
O,y = {kxH : k € K}. El estabilizador de xH es

Keyy={k€K:kxH=xH} ={k€K:x '%kxH = H} = KNxHx" 1.

Luego
|Oxr| = [K|/|KNxHx .

Por otra parte, cada uno de los elementos de O,y es una coclase a izquierda
yH, cada una de las cuales tiene |H| elementos. Hay |O,p| de tales coclases,
y su unién disjunta es el subconjunto KxH C G. Tenemos entonces

|KxH| = |Og||H| = |K||H|/|K N xHx™ | = |H||K: KN xHx |
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Sean X un G-conjunto y x,y € X. Entonces
O0xNOy #0 <= (g heG)g-x=hy <= (FIs€G)s-x=y <= O, =0y
Luego cada elemento de X estd en exactamente una 6rbita, y por tanto
x~y = 0y =0,

es una relacién de equivalencia en X. Escribimos X/G := X/ ~; por defini-
cién, X/G = {Oy : x € X}. Notemos que la accion es transitiva si y solo si
X /G tiene un tinico elemento.

Ejemplo 1.7.7. La accién de S(X) en X de 1.7.3 i) es fiel y transitiva. Es libre
siy solo si X tiene a lo sumo 2 elementos.

Ejemplo 1.7.8. Sea k un cuerpo y n > 1, y consideremos la accién de GL, (k)
de 1.7.3 iii). Esta accién es fiel pues se obtiene por restricciéon de la accién de
S(k™), que es fiel. La 6rbita del 0 consiste s6lo del 0. Por otro lado dado v € k" \
{0}, lo podemos completar a una base B = {v,v5...,v,}, ylamatrizC = Cgg
satisface C - e; = v. Esto muestra que O,, = k" \ {0}. Luego k"/ GL, (k) tiene
exactamente 2 elementos. El estabilizador de 0 es todo GL,(k); el de e; es el
subgrupo formado por todas las matrices inversibles cuya primera columna
es e;. El de un vector no nulo v cualquiera estd formado por todas las matrices
inversibles de las cuales v es autovector de autovalor 1.

Ejemplo 1.7.9. En el caso particular k = R, podemos restringir la accién del
ejemplo anterior al grupo ortogonal O,. Nuevamente la accién es fiel por ser
la restriccién de una accién fiel. Todo vector v € S! puede completarse a una
base ortonormal; luego O,, = S! por el mismo argumento que en el ejemplo
anterior. Se sigue que si r € R>g entonces O, = {x € R" : |x| = r}. La

aplicaciéon Oy + |x| da una biyecciéon R" /O, — Rx,.

Ejemplo 1.7.10. Consideremos la accién de G en si mismo por automorfismos
interiores. La Proposicién 1.4.23 nos dice que esta accién es fiel si y s6lo si
Z(G) = 1. El estabilizador de un elemento g se llama el centralizador de g, y
es usual denotarlo Z¢ (en lugar de Gy). Por definicion

Zy={z€G:zg =gz}

La érbita de g por esta accion se llama la clase de conjugacion de g; la denotamos
con(g). Por definicién

con(g) = {sgs 1 :s € G}.

La Proposicién 1.7.4 nos dice que |con(g)| = |G : Zg|. Notemos que g € Z(G)
< |con(g)| =1 <= Z; =G.

Teorema 1.7.11. (Ecuacion de clases) Sea G un grupo finito. Existen n > 0 y sub-
Qrupos Sq,...Sy C G tales que

=

n
Gl =1Z(G)[+ }_1G: Sil.
i=1
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Demostracion. Consideremos la accién de G en G por conjugacién. Descom-
pongamos a G como la unién disjunta de las érbitas con respecto a esta ac-
cién. Notemos que |G| es la suma de los cardinales de esas 6rbitas. Como
observamos en el ejemplo anterior, hay tantas érbitas de cardinal 1 como ele-
mentos tiene Z(G). Si G = Z(G), el teorema es trivial. Si no, sean Oy, ..., O,
las 6rbitas de 2 0 més elementos y sea, para cada 1l < i < n, g; € G tal que
O; = con(g;) y Si = Zg,. Entonces |0;| = |G : S;| y se obtiene la férmula del
teorema. O

Un p-grupo es un grupo finito G # 1 cuyo orden es una potencia de p.

Corolario 1.7.12. Sean p un niimero primo y n > 1. Si G es un p-grupo entonces
|Z(G)| > 1.

Demostracién. En la ecuacion de clases, tanto |G| como cada sumando |G :

S| es una potencia positiva de p, por Lagrange. Luego |Z(G)| tiene que ser
divisible por p; en particular, no puede ser 1.

Ejercicio 1.7.13. Sean G, H grupos y sea ¢ : G — Aut(H) un morfismo. Llama-
mos H x4 G al producto cartesiano H x G equipado con el siguiente producto

(h1,81)(h2, 82) = (h1¢(81)(h2), 8182)
i) Probar que H Xy G es un grupo.

ii) Probar que G; = {1} x G es un subgrupo de H x4 G y que H; = H x
{1} < H x4 G.

iii) Probar que H x4 G es el producto semidirecto de Hy y G;.

iv Sea
1-—H—-E—G—1

una sucesion exacta que se parte. Probar que existe ¢ : G — Aut(H) tal
que E = H %y G.

v) Sea C un grupo ciclico y sea ¢ : Z/2Z — Aut(C), $(x) = —x. Sea
Cp = CxypZ/2Z.Para§ € R, sea D(6) como en el Ejemplo 1.2.15. Probar
que si 6/27 es irracional, entonces D(6) = Z¢, y que si 8/2m = k/n con
ke€Z,neNy (k:n) =1, entonces D(6) = (Z/nZ)y.

Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Sea
XC={xeX:g-x=x VgecG}.
Los elementos de X son los puntos fijos de la accién. Notemos que

xe€XC = G, =G < [G:G,| =1

Supongamos que X es finito; entonces X se descompone como unién disjunta
de finitas 6rbitas. Observamos que | X©| es el nimero de 6rbitas de que tienen
s6lo un elemento. Si la accién no es trivial, X \ X6 # @, luego hay n > 1
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6rbitas O1,..., Oy con |O;| > 1 para todo i. Elijamos para cada i un elemento
x; € O;; sea G; = Gy, entonces |O;| = |G : Gy,;|. Luego tenemos la identidad

n
X| = |X°1+ Y 1G: G- (1.7.14)
i=1

La ecuacién (1.7.14) es la versién general de la ecuacién de clases. En efecto
en el caso particular en que X = G y G actia por conjugacion, (1.7.14) es
precisamente la ecuacién del Teorema 1.7.11. El Corolario 1.7.12 es un ejemplo
de cémo se aplica el teorema. El préximo lema, que serd de utilidad en la
seccién siguiente, es un ejemplo de aplicacion de (1.7.14).

Lema 1.7.15. Sean r > 1, G un grupo con |G| = p" actuando en un conjunto finito
X. Entonces |X| = |XC¢| méd (p). En particular, si p X|X|, X tiene un punto fijo
por G.

Demostracion. Consideremos la férmula (1.7.14). Los indices |G : G;| son > 1
y dividen a p’; por tanto son divisibles por p. Luego |X| — |X®| es divisible
por p, es decir |X| = |X®¢| méd (p). O

Teoremas de Sylow

Lema 1.7.16. Sea G un grupo abeliano finito. Si p > 0 es primo y p\ |G|, entonces
G tiene un elemento de orden p.

Demostracién. Hacemos induccién en m = |G|/ p. El caso base es m = 1; sabe-
mos del Corolario 1.5.6 que un grupo de p elementos es ciclico, luego el lema
es cierto en este caso. Vamos al paso inductivo con m > 2. Sea G 3 ¢ # 1; si
p\n = ord(c), entonces ord(¢"/P) = p y el lema es cierto. Supongamos en-
tonces que (1 : p) = 1. Por hipétesis inductiva, H = G/ (o) posee un elemento
T de orden p. Sea m : G — H la proyecciéon y sea T € G tal que (1) = 7.
Consideremos el elemento x = 7". Tenemos 77(x) = T" # 1 pues (p: n) = 1.
En particular, x # 1. Por otro lado 7(t?) = ¥ = 1, luego 17 € (0), y por
tanto x¥ = ()" = 1. O

Proposicién 1.7.17. Sean p > 0 primo, v > 1y G un grupo de orden p". Entonces
G posee un subgrupo de orden p° para cada 0 <s <r.

Demostracion. El caso s = 0 de la proposicién es trivial. Para probar el caso
s > 1, hacemos induccién en r. Si r = 1, |G| = p y no hay nada que probar.
Sear > 2 |G| = p’, y supongamos la proposicion cierta para p-grupos de
orden menor a p". Por el Corolario 1.7.12, p\|Z(G)|. Por el Lema 1.7.16, Z(G)
tiene un elemento ¢ de orden p. En particular se cumple el caso s = 1 de la
proposicién. Ademds K = (¢) <« Gy |G/K| = p'~L. Por hipétesis inductiva,
para cada r > s > 2, hay un subgrupo Ts C G/K de orden p*~!; sea H; C G
su preimagen por la proyeccién al cociente. Por Lagrange, |Hs| = p°. O

Sean G un grupo finito, p > 0 un primo que divide a |G| y r la mayor
potencia de p que lo divide, de modo que |G| = p"m con (p : m) = 1. Un
p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo de orden p'.

Teorema 1.7.18. (Primer teorema de Sylow) Sean p > 0 primo, r > 1, G un grupo
de orden |G| = p"m con (p : m) = 1. Entonces G tiene un p-subgrupo de Sylow.
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Demostracién. Supongamos primero que p\|Z(G)|. Por el Lema 1.7.16, Z(G)
tiene un subgrupo C de orden p. Si ademads r = 1, listo. Supongamos que r > 2
y que el teorema es cierto para todo grupo H con p\|Z(H)| y |H| = p"'m.
Entonces H = G/C posee un subgrupo T de orden p’~* y su preimagen por
la proyeccién es un subgrupo S C G de orden p’.

Vayamos ahora al caso general. Hacemos induccién en |G|. El caso base
|G| = p ya fue considerado antes. Supongamos entonces que |G| > p y que
p no divide a |Z(G)|. Por la ecuaciéon de clases (Teorema 1.7.11), existen sub-
grupos Si,...,5; € G tales que

n
p'm =G| = |Z(G)|+ }_ |G : Sil.
i=1

Dado que p divide al lado izquierdo y no divide al primer sumando del lado
derecho, no puede dividir a todos los demds sumandos. Debe entonces existir
1 <i<mntalquep A|G:S;|. Por Lagrange, |S;| = p"m’ con m" < m. Por
hipétesis inductiva, S; posee un subgrupo T de orden p". Este subgrupo es
también subgrupo de G, y cumple lo pedido. O

Sean G un grupo y S C G un subgrupo. El normalizador de S en G es

No(S) ={g€G:gSg~' =s}.

Notemos que N (S) es un subgrupo de G; precisamente es el estabilizador de
S para la accién de G por conjugacion en el conjunto de todos los subgrupos
de G. Observemos ademds que S <I Ng(S) y que Ng(S) es el subgrupo més
grande de G con esa propiedad.

Teorema 1.7.19. Sean G y p como en el Teorema 1.7.18 y sean S y T p-subgrupos
de Sylow de G. Entonces existe g € G tal que gTg~1 = S.

Demostracion. Sea X = {gTg~ ! : ¢ € G}; G acttia en X con una sola 6rbita, la
6rbita de T. Luego |X| = |G : Gr|, donde

Gr={g€G:gTg '} =Ng(T)DT.

Luego con la notacién del Teorema 1.7.18, |G : Gr|\|G|/|T| = m. En parti-
cular, p A|X]. Aplicamos entonces el Lema 1.7.15 a la accién de S en X por
conjugacién y obtenemos que existe ¢ € G tal que el subgrupo T/ = gTg ™!
cumple que para todo s € S, ad(s)(T") = T'. En otras palabras, S normaliza
T’. Por tanto T’S es un subgrupo de G. Por Lagrange y el Teorema 1.6.15,
|T'S| = |S||T'|/|S N T'|. Luego T'S es un p-subgrupo de G que contiene a S,
que es un p-subgrupo maximal, ya que |G|/ |S| = m no es divisible por p. Se
sigue que T'S = S y por tanto T C S. Pero T’ también es maximal, al ser
conjugado de T; luego S = T = ¢Tg ™. O

Notacién 1.7.20. Sean p y G como en el Teorema 1.7.19. Escribimos
rp(G) = {S C G : S p-subgrupo de Sylow }.

Corolario 1.7.21. Sean G, p, r y m como en el Teorema 1.7.18. Entonces r,(G)\m.
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Demostracion. Por el Teorema 1.7.18, G tiene un p-subgrupo de Sylow S. Por
el Teorema 1.7.19, el conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow coincide con
la 6rbita de S en la accion de G por conjugacion. Luego r,(G) = [G : Ng(S)].
Como Ng(S) D S, tenemos [Ng : S]\m. O

Teorema 1.7.22. Con la Notacion 1.7.20, tenemos rp,(G) =1 mod (p).

Demostracién. Sea X el conjunto de todos los p-subgrupos de Sylow de G y
sea S € X. Hagamos actuar a S en X por conjugacién; S es un punto fijo de
esta accién. Mds atin, es el tnico punto fijo, pues si T es fijado por S entonces
S C Ng(T) D Ty procediendo como en la demostracién del Teorema 1.7.19,
llegamos a que S = T. Hemos probado que |X°| = 1; por el Lema 1.7.15, esto
implica que 7,(G) = |X| =1 mdd (p). O

Un grupo G se dice simple si tiene exactamente 2 subgrupos normales, 1y
G.

Ejemplo 1.7.23. Un grupo abeliano finito G es simple <= n = |G| es primo.
En efecto, si no lo es, hay p > 0 primo que divide a n estrictamente. Por
Lema 1.7.16, G tiene un subgrupo propio de orden p, que es normal pues G es
abeliano. La clasificacién de los grupos finitos simples no abelianos es mucho
mads compleja ([6]).

Ejemplo 1.7.24. Veamos que no hay grupos simples de orden 20. Escribimos
20 = 22.5. Sea G un grupo de 20 elementos. Por el Corolario 1.7.21, r =
r5(G)\4 y por el Teorema 1.7.19, ¥ = 1 mdd (5). Luego r = 1, es decir, G
tiene un solo 5-subgrupo de Sylow S. Por el Teorema 1.7.19, S < G.

Ejemplo 1.7.25. Sea G un grupo con |G| = 30. Veamos que G no puede ser
simple. Factorizamos 30 = 2 - 3 - 5. Aplicando como antes el Corolario 1.7.21 y
el Teorema 1.7.22, vemos que 75 = r5(G) € {1,6}. Si rs = 1, G no es simple,
por el Teorema 1.7.19. Supongamos entonces que r5 = 6. Entonces G tiene 6
subgrupos de orden 5. Por el Ejemplo 1.7.23, cada uno de ellos es simple, y
por tanto 1 es el tnico elemento que dos distintos pueden compartir. Asi, la
unién de todos los subgrupos de orden 5 de G tiene 1 + 4 x 6 = 25 elementos,
uno de ellos de orden 1 y los 24 restantes de orden 5. Por otro lado, cada 3-
subgrupo de Sylow aporta 2 nuevos elementos de orden 3, lo cual como antes
implica que G tiene 2r3 elementos de ese orden, que no pueden ser ninguno
de los 24 de orden 5, lo que nos da una cota r3 < 2. Por otro lado, r3\10 y
r3 =1 moéd (3) nos dice que r3 # 2, asi que r3 = 1y por tanto G tiene un
subgrupo normal de orden 3.

Ejemplo 1.7.26. (Grupos de orden pq) Sean p,q primos con p < q. Vamos a
utilizar buena parte de lo que vimos hasta ahora para caracterizar los grupos
de pq elementos a menos de isomorfismo. Veremos que si p Ag — 1, hay un
solo tal grupo, que es abeliano, mientras que si p\g — 1 hay exactamente 2,
uno abeliano y el otro no. Sea G un grupo con |G| = pg. Por el Corolario
1.7.21 y el tercer teorema de Sylow (1.7.22), r3/p y r; = 1 mdd p, lo que
implica que G tiene un subgrupo K < G con |K| = g, y por tanto K = (x)
para algun elemento x con ord(x) = g. Por el primer teorema de Sylow, G
tiene ademds un elemento y de orden p, que genera un subgrupo S = (y).
Dado que K y S son simples, tenemos KNS = 1. Por tanto G = KS es el
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producto semidirecto de Ky S. Ademds K = Z/qZ, S = 7/ pZ, lo que por
el Ejercicio 1.7.13 implica que G = Z/qZ x4 7/ pZ para algtin morfismo ¢ :
7/ pZ — Aut(Z/qZ). Por el Ejercicio 1.6.13, Aut(Z/qZ) = Uy, = Z./(q — 1)Z.
Si ¢ es el morfismo trivial, G es abeliano. Supongamos entonces que G no
es abeliano. Entonces ¢(1) es un elemento de orden p, y por tanto p\q —
1. Entonces g = p'm+1conr > 1y (p : m) = 1. Como Z/(q — 1)Z es
abeliano y ciclico, tiene un tnico p-subgrupo de Sylow, y éste es isomorfo a
Z/p"Z. Por el Lema 1.4.8 y el Ejemplo 1.4.25, p’ 1 Z/p'Z es el tnico subgrupo
de orden p de Z/p"Z. Volviendo atrds por las identificaciones, tenemos que
Aut(Z/qZ) tiene un unico subgrupo de orden p, y si o genera este subgrupo,
entonces hay exactamente p — 1 morfismos no triviales Z/pZ — Aut(Z/qZ),
¢1,.-.,Pp—1, y estan determinados por ¢;(1) = ol. Sea G; = Z/qZ %y, Z/ pZ
coni=1,...,p—1; hemos visto que si p\q — 1, cada grupo no abeliano de
orden pq es isomorfo a un G;. Resta ver que G; = G; para todo i. Fijo i, sea
j € Z tal que ji = 1 modd (p). Definimos ¢ : Gi — G, ¥(x,y) = (x,jy).
Notemos que 1 es biyectiva; su inversa manda (x,y) — (x,iy). Es claro que
(0,0) = (0,0). Resta ver que i preserva productos. Escribiendo, como es
usual, k por la clase de un entero k médulo p, tenemos

P((x,a) g, (y, 1)) = p(x+0(y),a +b)
= (x+0"(y),ja+b)
= (x + cija(y), ja + jb)
= (xr]"j) K (y,]E)
= l/)(x,&_l) ‘Pi #’(%5)



Capitulo 2

Anillos

2.1. Anillos y subanillos

Un anillo es un conjunto A equipado con dos operaciones. Una opera-
cién + que hace de A un grupo abeliano y una operacién - que hace de A
un monoide, de forma que se cumplen las siguientes identidades para todo
a,bce A

a-(b+c)=a-b+a-c
(b+c)-a=b-a+c-a.

Estas identidades nos dicen que el producto es distributivo con respecto a la
suma. Decimos que A es conmutativo si - lo es.

Notacién 2.1.1. Llamamos 0 al neutro de + y 1 al de - y escribiremos —a por el
inverso de un elemento a € A con respecto a +. El elemento 1 es la unidad de
A. A menudo omitiremos el simbolo - y escribiremos ab por a - b. Escribimos
(A,+) y (A,-) para referirnos a A pensado s6lo como grupo o s6lo como
monoide con respecto a +y a -.

Ejercicio 2.1.2. Sea A un anillo; para a € A escribimos L;,R; : A — A,
L,(x) =a-xy Ry(x) = x - a. Probar Va € A:

i) 0-a=a-0=0.
i) (-1)-a= —a.
iii) L, y R, son endomorfismos del grupo (A, +).

Decimos que un elemento a € A\ {0} es divisor de cero a izquierda si L, no
es inyectiva y que es divisor de cero a derecha si A, no lo es; a es divisor de cero si
lo es a alguno de los dos lados. Un elemento a € A es inversible a izquierda si
1 € Im(R,) y es inversible a derecha si 1 € Im(L,). Un elemento es inversible si
lo es a ambos lados. Escribimos A* = inv(A, -) por el conjunto de elementos
inversibles de A.

Observacién 2.1.3. (Anillo 0). El conjunto {0} con la tnica operacién que tiene
como suma y como producto, es un anillo conmutativo, sin divisores de 0 y en
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el cual su tnico elemento es inversible. Esta altima propiedad lo caracteriza;
si A es un anillo donde 0 tiene inversa a derecha x, entonces para todoa € A

a=a-1=a-(0-x)=(a-0)-x=0-x=0.

Cambiando el orden de los factores obtenemos también que si O tiene inversa
a izquierda en A, entonces A = {0}. En concordancia con la notacién que
usamos para grupos, llamaremos 0 al anillo {0}.

Decimos que un anillo A # 0 es un dominio si no posee divisores de cero
(a ninguno de los lados) y que A es de division si A* = A\ {0}. Un cuerpo es
un anillo de divisién conmutativo.

Un subanillo de un anillo A es un subgrupo S C Atalquel € Sy S-S CS.
En otras palabras S es a la vez subgrupo de (A, +) y submonoide de (4, -).

Ejemplos 2.1.4. He aqui algunos ejemplos de anillos.

= Algunos anillos que conocemos de Algebra Ison: Z, Q, Ry C; todos son
dominios conmutativos; los tltimos tres son cuerpos. Cada uno de ellos
es subanillo del siguiente.

= Si A es un anillo (e.g. uno de los anteriores), el conjunto M, A de todas
las matrices de n x n con coeficientes en A, con la suma y el producto
que ya conocemos, es de nuevo un anillo.

= El conjunto A[x] de polinomios en una variable con coeficientes en A,
equipado con la suma y el producto habituales, es un anillo. Aclaramos
aqui que en Alx], la variable x conmuta con los elementos de A, sea
éste conmutativo o no. Si k es un cuerpo y V es un k-espacio vectorial,
entonces el conjunto End; (V) de todos los endomorfismos k-lineales de
V, equipado con la suma y la composicién de morfismos, es un anillo.
Recordemos aqui que la suma de dos transformaciones k-lineales f y g
es la suma puntual definida por (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Ejemplo 2.1.5. Sea R un anillo. El subconjunto
Z(R)={z€R:za=azV¥a e R} CR
es un subanillo, el centro de R.
Ejercicio 2.1.6. Sean R un anilloy n > 1. Sea
A:R — MuR, A(a)=al (2.1.7)

la inclusién que manda un elemento de 4 a la matriz escalar correspondiente.
Probar que Z(M,R) = A(Z(R)).

Ejercicio 2.1.8. Probar que la suma puntual (f + ¢)(x) = f(x) + g(x) de dos
morfismos de grupos abelianos es de nuevo un morfismo de grupos y que si
M es un grupo abeliano, entonces el conjunto Endz(M) de todos sus endo-
morfismos, equipado con la suma puntual y la composicién de morfismos, es
un anillo.
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Ejemplo 2.1.9. Sean k un cuerpo, V el k-espacio vectorial de todas las sucesio-
nes a = (ay,,ay,...) de elementos de k y A = Endy(V). Sean S, T,p € A las
transformaciones k-lineales definidas para a = (ay,ay,...) como sigue:

S(a) = (0,a1,az,...), T(a)=(ap,a3,...),p(a)=(a1,0,0,...).

Notemos que TS = id y que Tp = pS = 0. Luego S tiene inversa a izquierda
pero es divisor de cero a derecha y T tiene inversa a derecha pero es divisor
de cero a izquierda; ninguno de los tres es inversible en A.

Notacién 2.1.10. Sean A un grupo abeliano, X un conjuntoy f : X — A una
funcién. El soporte de f es el subconjunto sop(f) = {x € X : f(x) # 0}.
Escribimos A% por el grupo abeliano de todas las funciones X — A equipado

con la suma puntual, y AX) ¢ AX por el subgrupo formado por todas las
funciones de soporte finito. Sia € A y x € X, escribimos ax por la funcién

de soporte {x} que vale a en x. Si f € AX), podemos escribirla como una

f= Z F(xX)xx (2.1.11)

xeX

donde todos los sumandos salvo un ntmero finito, son cero.

Ejemplo 2.1.12. Si A es un anillo, el grupo abeliano A¥, equipado con el
producto puntual, es un anillo, cuyo elemento unidad es xx, la funcién ca-
racteristica de X. El subgrupo A(X) es cerrado para el producto; mas aun,
fey gf € AX) para todo f € AXy g € AX). Sin embargo no es un ani-
llo —en el sentido de estas notas— pues no posee unidad. Mas generalmente,
si {Ax : x € X} es una familia de anillos, su producto cartesiano [],cx Ax,
equipado con la suma y el producto puntuales es un anillo.

Ejemplo 2.1.13. (Anillo de un monoide) Sean M un monoide y A un anillo.
Dadas f,g € AM), su producto de convolucion se define como

fr))= ¥ fs(.

{yzeXyz=x}

Cuentas sencillas muestran que * es asociativo con neutro x; y que es dis-
tribuivo con respecto a la suma de A(™). Notemos ademas que si x,y € M,
entonces

Xx* Xy = Xxy-

Utilizando esto y la distributividad de * junto con la identidad (2.1.11), obte-

frg=20 Y  fWf@))xx

xeM {yzeXiyz=x}

Escribiremos A[M] por anillo que resulta de equipar el grupo AM) con el
producto *, al que llamaremos anillo de M con coeficientes en A.

Notacion 2.1.14. Sean A un anillo y M un monoide. La funcién inc : A —
A[M], a — ax; es un monomorfismo. En adelante, sia € Ay m € M idenfi-
caremos a4 = inc(a) y a menudo escribiremos x = xy. De este modo, tenemos
A C A[M] D M. A es un subanillo de A[M] y M un submonoide de (A[M],-).
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Ejemplo 2.1.15. Sean G un grupoy ¢ € G\ {1} un elemento de orden finito
n'y k un cuerpo tal que n - 1 es inversible en k. Sea p = (1/n) Z;:Ol ¢ € k[G].
Notemos que p es idempotente; en efecto

o n—1 .
pPr=1nt ), gded=/m) Yy (/n)( Y §)=p
0<ij<n—1 i=0 {p.g:p+q=i}

Luego p(1 —p) = 0; como ademds p ¢ {0,1} concluimos que k[G] no es
un dominio. Si ademés G es finito y |G| es inversible en k, entonces q =
(1/|G]) Lg4ec & también es idempotente, y g9 = ¢ para todo g € G.

Notacién 2.1.16. Sea R un anillo. Escribimos

Idem(R) = {p € R: p* = p}.

Conjeturas sobre R[G]. Sea G un grupo. Decimos que G es libre de torsion si
todo elemento ¢ € G\ {1} tiene orden infinito. Sean G libre de torsién y R un
dominio.

= (Conjetura del idempotente) Los tnicos idempotentes de R[G] son 0y 1.
» (Conjetura del divisor de cero) R[G]| es un dominio.
» (Conjetura de las unidades) R[G]* = {ug: u € R*,g € G}

A la fecha de hoy, se sabe que las tres conjeturas son verdaderas para nume-
rosas familias de grupos sin torsién G y de dominios R, pero el caso general
contintia abierto.

2.2. Morfismos de anillos

Sean Ay B anillos. Un morfismo de A a B es una funcién f : A — Bqueesa
la vez morfismo de grupos (A, +) — (B, +) y morfismo de monoides (4, -) —
(B,-), es decir, manda la suma en la suma y el producto en el producto y
preserva ambos elementos neutros. El morfismo f es un monomorfismo si es
inyectivo y un isomorfismo si es biyectivo.

Ejercicio 2.2.1. Probar que si f : A — B es un isomorfismo de anillos entonces
la funcién inversa f~! : B — A también lo es.

Ejemplo 2.2.2. Sea A un anillo. Si Z — A es morfismo de anillos, debe enviar
1+ 1,y por tanto n > n - 1. Luego cada anillo recibe un tinico morfismo de
7Z; este tinico morfismo se llama el morfismo estructural de A.

Sea A un anillo. Un dlgebra sobre A consiste de un anillo B y un morfismo
de anillos i : A — B, que se llama morfismo estructural del dlgebra. Por ejemplo
todo anillo A es un dlgebra sobre Z, con el tinico morfismo Z — A como
morfismo estructural (ver 2.2.2). Usualmente el morfismo se sobreentiende y
se omite de la notacién; decimos asi que B es un algebra sobre A. Un morfismo
de dlgebras de B en otra dlgebra j : A — C es un morfismo de anillos f : B — C
tal que foi =j.

Notacion 2.2.3. Si A es un anillo y B, C son A-algebras, denotamos por
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hom 4 _g((4(B, C) al conjunto de todos los morfismos de A-algebras B — C.
Abreviamos hom(B, C) = homy_g(4(B,C). Si M y N son monoides,

homyjon (M, N) es el conjunto de todos los morfismos de monoides M —
N.

Ejemplo 2.2.4. Sean f : A — B un morfismo y M un monoide. Consideremos
a B como A-algebra a través de f. Si f : A[M] — B es un morfismo de A-
dlgebras, entonces para todo a € A, f(a) = f(a), y la restriccion de f a M es
un morfismo de monoides ¢ : M — (B, -) con la propiedad de que

p(m)f(a) = f(a)p(m), Vae A,me M. (2.2.5)

Notemos ademds que f estd completamente determinado por f y por ¢; en
efecto, tenemos

f(Zamxm) = Zf(”mM’(m) (2.2.6)

Reciprocamente, es un ejercicio ver que si ¢ y f cumplen (2.2.5), entonces
(2.2.6) es morfismo de anillos. En otras palabras, la funcién

hom(A[M], B) — hom(A, B) x homyjon(M, B), f (ﬂA,ﬁM), (2.2.7)

es inyectiva, y su imagen estd formada por todos los pares (f,¢) que cum-
plen (2.2.5). Fijando un morfismo de anillos f : A — By considerando a B co-
mo A-algebra mediante f, obtenemos una biyeccién entre hom 4 _g(4(A[M], B)
y el conjunto de los ¢ que cumplen (2.2.5).

La condicién (2.2.5) se cumple, por ejemplo, si B = A[N] es el dlgebra de
otro monoide Ny ¢ : M — N es morfismo de monoides. Otro ejemplo es el
caso en que f(A) C Z(B), que se da, e.g. cuando B es conmutativo.

Ejemplo 2.2.8. Sean A un anillo y Ax] el dlgebra de polinomios en una va-
riable x. Sea

xNo= {x" e Nob € Alx].

Notemos que xNo es un monoide; de hecho es un submonoide del monoide
(Alx],-). La funcién
No

No — x n+— x"

~

es un isomorfismo de monoides. Por tanto induce un isomorfismo A[N] =
Alx]. Del mismo modo, para m > 2, A[N"] es isomorfo al anillo

Alxy, oo xm) = (o ((Alxa]) [x2]) -+ ) [xm]

de polinomios en m variables conmutativas con coeficientes en A. El isomor-
. . . ny . N m
fismo es la identidad sobre A y manda x ;.. 4,) €n X} X"

Proposicién 2.2.9. Sean R un anillo. Si R es dominio, R|[x] también lo es.
Demostracion. Sean f,g € R[x]|, ambos no nulos. Entonces podemos escribir

f=Y" axtyg=Y",bix cona, # 0 # by. Entonces fg # 0, ya que el
coeficiente de x"*™ de fg es anby, # 0. O
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Ejemplo 2.2.10. (Polinomios de Laurent.) El dlgebra de polinomios de Laurent
en una variable sobre un anillo A es el anillo A[x,x!] que consiste de todas
las sumas formales finitas (i.e. con finitos sumandos no nulos) ¥, <7 4,x" con
coeficientes en A. La aplicacién Z — x» = {x" : n € Z} es un isomorfismo de
grupos, e induce un isomorfismo A[Z] = A[x,x!]. Andlogamente, si m > 2,
A[Z"] es isomorfo al dlgebra A[xq, x; L xm, x| de polinomios de Laurent
en m-variables.

Proposicién 2.2.11. Sean f : A — B un morfismo de anillos y n > 1. Consideremos
a B como A-dlgebra a través de f. La aplicacion

ev:homy _gg(Alx1,...,x4),B) = B", ev(f) = (f(x1),...,f(xn))
es inyectiva, con
Im(ev) = {(blr- . .,bn) : blb] = b]'bl', f(ﬂ)bl = b,f(a) V1l < 1,] <n,ac A}

Demostracion. En virtud de los Ejercicios 2.2.4 y 2.2.8 dar un morfismo de A-
algebras A[xy,...,x,] — B equivale a dar un morfismo de monoides

{x]' - xim:x e Nj} — B

cuya imagen consista de elementos que conmuten con los de la imagen de f.
Si ¢ es un tal morfismo de monoides y b; = ¢(x;), entonces

(P(xicl . _xZn) — b‘i‘l . bgn (2.2.12)

Como ademads las variables x; conmutan entre si, lo mismo ocurre con los b;.
Reciprocamente si los b; conmutan, (2.2.12) define un morfismo de monoides
Nj — B. Si ademads los b; conmutan con todos los elementos de la imagen de
f, 1o mismo pasa con todos los elementos de la imagen de ¢. O

Ejercicio 2.2.13. Sean B una A-dlgebra y n > 1. Probar que dar un morfismo
de A-algebras A[xq, x; 1. X, %] — B equivale a dar un morfismo de A-
algebras f : A[xy,...,x,] — B tal que f(x;) € B* V1 <i<n.

Ejemplo 2.2.14. (Monoide libre y algebra libre.) Sean X y Y conjuntos y sea
XY el conjunto de todas las funciones Y — X. Si Z es otro conjunto, escribimos
Y11 Z por la unién disjunta. Si f € X' y g € X%, 1a concatenacién de f y g es la
tnica funcién fUg : Y][[Z — X que coincide con f sobre Y y con g sobre Z.
En particular, X? tiene un tinico elemento, la funcién vacia @,y QU f = fUQ
para toda f € XY. Si Y tiene n elementos, identificamos X" con el producto
cartesiano X" de n copias de X. En particular X0=X92 Sinm>1,

(X1, X)) U1, e Ym) = (X1, X, Y1, oo Ym)-

El monoide libre en X es la unién disjunta
oo
Mon(X) = [ X"
n=0
equipada con el producto de concatenacién. Siguiendo las convenciones que
adoptamos antes, llamamos 1 al elemento neutro @ de Mon(X). El dlgebra libre
en X con coeficientes en un anillo A es

A{x € X} = A[Mon(X)].
Si X = {x1,...,xn} escribimos A{xy,...,x,} por A = {x € X}.
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Ejercicio 2.2.15. Probar que dar un morfismo de anillos A{x € X} — B
equivale a dar un morfismo de anillos f : A — B y una funcién ¢ : X — B tal

que f(a)p(x) = ¢(x)f(a) Va e A, x € X.

2.3. Ideales

Sean R un anillo, e I, ] C (R, +) subgrupos. Escribimos
n
I] = {inyi tn>1,x; €Ly €]}
i=1

Decimos que I es ideal ideal a izquierda si RI C I, que es ideal a derecha si
IR C Ry que es ideal bilitero (o, simplemente, ideal) si es ideal a ambos lados,
lo que indicamos escribiendo I <1 R.

Observacion 2.3.1. Sea R un anillo. Sea R°P el anillo que resulta de equipar el
grupo (R, +) con el producto

X oplY = YX.

Un ideal a izquierda de un anillo R es lo mismo que un ideal a derecha del
anillo R°P.

Ejemplo 2.3.2. Sean R un anillo y n > 1. Entonces MR — M;R, A — At es
claramente un isomorfismo de grupos abelianos. Ademads

n
(AB)j; = (AB)ji =) Aj)By,
]

=sumi_1 By -op Ajx
- t t
=2 Bix Ay
k=1

Luego la transpuesta es también un isomorfismo de anillos M, R — M,,(R°P)°P.

Ejemplo 2.3.3. Los ideales de Z son los subconjuntos de la forma nZ con
n € Z. En efecto, vimos en el Ejemplo 1.2.13 que esos son todos los subgrupos
de Z; dado que son ideales, son todos los ideales.

Ejemplo 2.3.4. Si R es un anillo, I C R un ideal a izquierda y ] C R un ideal
a derecha, entonces I] <1 R.

Ejemplo 2.3.5. Sean R un anilloy n > 2. Si I < R, el subconjunto M,I C M,R
de las matrices con todos sus coeficientes en I es un ideal bilatero de M, R.

Veremos a continuacién que todo ideal bilatero de MR es de esa forma. Sea
K <1 MR un ideal. Sea

I:{XER:XE1,1€K}.

Es claro que I es cerrado por sumas; notemos ademds quesia € R, x € Iy
A es como (2.1.7), entonces A(a)xE11 = (ax)Ey 1y xE11A(a) = (xa)E; estan
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ambos en K. Luego I <1 R. Notemos ademds quesia € Ry 1 <1i,j,p,q <mn,
entonces

ﬂEl’,j = Ei,paEW Eq’]’.

Aplicando esto paraa € [ y p = q = 1 obtenemos que K D M, 1, y aplicindolo
paraa = A,  con A € K, sale que K C M, 1.

Ejercicio 2.3.6. Sean R un anillo, n > 1y S C R" un subgrupo tal que RS C S.

i) Sea I(S) C MyuR el subconjunto formado por las matrices A tales que
cada fila de A es un elemento de S. Probar que I(S) es un ideal a iz-
quierda.

ii) Se I C MR un ideal a izquierda, y sea
R" D S(I) = {(A1,1,...,A1,n) A€ I}
Probar que S(I) C R" es un subgrupo que satisface RS(I) C S(I).

iii) Probar que las aplicaciones I — S(I) y S — I(S) son biyecciones inver-
sas entre los conjuntos de ideales a izquierda de MR y de subgrupos
S C R" tales que RS C S.

iv) Caracterizar los ideales a derecha de M, R.

Sean R un anillo y X C R un subconjunto y F(X) el conjunto de todos los
subconjuntos finitos de X. El ideal a izquierda generado por X es

RX={) a,x:Fe F(X),ax € R}
x€F

Andlogamente el ideal a derecha de R generado por X es XR : R -op X. El ideal
bildtero generado por X es (X) := RXR.

Ejemplo 2.3.7. Sean R un anillo y x € R. Entonces

n
Rx={ax:a€ R}, xR={xa:a€R},RxR={) aixb;:a;b; €R}.
i=1
(2.3.8)
Ejemplo 2.3.9. Sean R un anillo y 1 <i < n. Entonces
EiiMn(R) = {A: Apg = 0piApg}
Mn(R)Ei,iMn(R) = MuR.

Ejercicio 2.3.10. Sean R un anillo, t € { izquierda, derecha, bilatero} y {I, :
A € A} una familia de ideales, todos de tipo t.

= Probar que Njea Iy es un ideal de tipo t.

= Sea X C R.Probar que el ideal de tipo ¢ generado por X es la interseccién
de todos los ideales de tipo t que lo contienen.
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» Sea
2 I)\:{ZXAZPE}“(A),X/\EL\}.
AEA A€F
Probar que ) )ca Iy es la interseccién de todos los ideales de tipo f que
contienen a (Jycp Iy

» Sea {X) : A € A} una familia de subconjuntos de Ry sea X = [Jyea X)-
Probar que el ideal de tipo t generado por X es la suma de los ideales
de tipo t generados por cada uno de los X .

Sea R un anillo conmutativo. Un ideal I < R se dice principal si existe
f € R tal que I = Rf. Decimos que R es principal si todo ideal a izquierda de
R es principal.

Ejemplo 2.3.11. Se sigue del Ejemplo 2.3.3 que Z es principal. Mds general-
mente esto ocurre en todo dominio euclideo, que informalmente es un dominio
conmutativo en el cual hay algoritmo de divisién, como por ejemplo el ani-
llo k[x] de polinomios en una variable sobre un cuerpo k. Formalmente un
dominio conmutativo R es euclideo si existe una funcién f : R\ {0} — Ny
tal que si a,b € R, b # 0, entonces existen q,r € R con a = bg + r de modo
quer =00 f(r) < f(b).Si R es euclideo y 0 # I < R, entonces el conjunto
{n € Ng: (3a € I)f(a) = n} es no vacio. Luego tiene primer elemento m y
hay d € I tal que f(d) =m.Sia € I ya = dg+r, entonces r € I, por lo que si
r#0, f(r) > m = f(d). Luego a es multiplo de d, y por tanto I = Rd.

Ejemplo 2.3.12. Veremos que el anillo Z[x| no es principal. Sea d € Z\
{0,1, —1}; consideremos el ideal

[={dx)= {Zn(:)aixi cd\ap}

Sea f € I. Si gr(f) > 0, entonces todo multiplo no nulo de f sera también de
grado positivo; en particular, d ¢ Z[x|f. Si gr(f) = 0, entonces f € dZ, y todo
multiplo de f estd en Z[x]d; en particular, x ¢ Z[x|f. Luego I no es principal.

Ejercicio 2.3.13. Sean k un cuerpoy n > 2. Probar que el ideal (x1, x2,...,x,) <
k[x1,...,x,] no es principal.

Proposicién 2.3.14. Sea R # 0 un anillo. Son equivalentes
i) R es anillo de division.
ii) S0 # I C R es ideal a izquierda, entonces I = R.
iii) 5i 0 # I C R es ideal a derecha, entonces I = R.

Demostracion. Un ideal I de R —de cualquier tipo-es todo Rsiy sélosil € R.
La condicién i) equivale a que si x € R\ {0}, entonces Rx = R, es decir,
1 € Rx, o lo que es lo mismo, x tiene inversa a izquierda y. Como esto vale
para todo elemento no nulo, y y también tiene inversa a izquierda z. Luego
por el Ejemplo 1.1.1 ii), x es inversible y x~! = y. En conclusién, i) y ii) son
equivalentes. En particular, por la Observacién 2.3.1, R°P es de divisién si y
s6lo si se cumple iii). Pero por otro lado R°P es de divisién si y s6lo si R lo es,
lo que termina la demostracién. O
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Podemos sintetizar la Proposicién 2.3.14 diciendo que un anillo es de di-
visién si y sélo si tiene exactamente 2 ideales a izquierda si y sélo si tiene
exactamente 2 ideales a derecha. Un anillo R se dice simple si tiene exactamen-
te 2 ideales bilateros.

Ejemplo 2.3.15. Sean R un anillo y n > 2. Por el Ejemplo 2.3.5, M;R es simple
siy s6lo si R lo es. En particular, si R es de divisién, entonces M, R es simple;
sin embargo no es de divisién, ya que tiene ideales laterales no triviales, por
el Ejercicio 2.3.6.

2.4. Cocientes

Lema 2.4.1. Si f : R — S es morfismo de anillos, entonces
i) Ker(f) < ReIm(f) C S es subanillo.

ii) Las biyecciones inversas de la Proposicién 1.4.24 entre subgrupos de R que contie-
nen a Ker(f) y subgrupos de Im(f) preservan subanillos e ideales.

Demostracion. Las identidades

fW) =1, flxy) = f(x)f(y)

nos dicen que si A C R es un ideal o un subanillo, lo mismo ocurre con el
grupo aditivo f(A) y que si B C Im(f) es ideal o subanillo, lo mismo es cierto
del grupo f~1(B). O

Lema 2.4.2. Sean R un anillo, A un grupo abelianoy f : R — A un epimorfismo de
grupos abelianos. Supongamos que Ker(f) <I R. Entonces existe un tinico producto
que hace de A un anillo y de f un morfismo de anillos.

Demostracion. Para que f sea morfismo, debe ser

f(x)f(y) = f(xy). (2.4.3)

Sea K = Ker(f). Como f es suryectiva por hipétesis, hay a lo sumo un
producto en A con esa propiedad. Para ver que (2.4.3) define una funcién
A x A — A debemos verificar que f(xy) depende s6lo de f(x) y f(y). En
efecto, si f(x') = f(x) y f(v') = f(y) entonces x’ = x+k,y =y+1con
k,1 € K,y por tanto x'y’ = xy+ xI + ky + kIl € xy + K, lo que implica que
f(x'y") = f(xy). Luego (2.4.3) define un producto en A; todas las propieda-
des que debe cumplir para hacer del grupo A un anillo son inmediatas de
(2.4.3). O

Ejemplos 2.4.4. m SeaneNysear:Z — Zy:={0,...,n—1} la funcién
que asigna a cada entero su resto en la divisién por #n. La suma médulo
n hace de Z, un grupo abeliano; por el Teorema 1.6.10, Z, = Z/nZ. La
operacién del Lema 2.4.2 es el producto médulo n.

= Sean k un cuerpo, f € k[x] un polinomio de grado n > 0y k[x]<, C
k[x] el k-espacio vectorial generado por 1,x,...,x" 1. Sea r : k[x] —
k[x]<n la funcién que asigna a cada polinomio su resto en la divisién
por f. El producto del Lema 2.4.2 en este caso es el producto médulo f;
escribimos k(x| ¢ por el anillo resultante. Asf por ejemplo, R[x],>,; = C,
mediante el isomorfismo a + bx — a + bi.
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Ejercicio 2.4.5. Generalizar los Ejemplos (2.4.4) en las siguientes dos direccio-
nes.

i) Sea R un dominio euclideo y f : R — Ny como en el Ejemplo 2.3.11. Sea
a € R tal que f(a) > 0,7 : R — R la funcién resto de dividir por a y
R = Im(r) C R. Probar que existe una tnica estructura de anillo en R
que hace de 7 : R — R morfismo de anillos.

ii) Sean k un anillo conmutativo y f = Y* ja;x' € k[x] un polinomio de
grado n > 0. Probar que si a, € k* entonces para todo p € k[x] existen
unicos q € k[x] y r € k[x], tales que p = fq + r. Utilizar esto para ver
que el subgrupo kx|, C k[x] tiene una unica estructura de anillo que
hace de la funcién “resto en la divisién por f”morfismo de anillos.

Observacion 2.4.6. El Lema 2.4.2 se aplica, por ejemplo cuando A es el grupo
cociente R/K = {a+ K : a € R}; siempre consideraremos al cociente equipado
con el tnico producto que hace de la proyeccién al cociente morfismo de
anillos. Por definicién, ese producto es (a + K) - (b + K) = ab + K. Notemos
que este producto no es igual al conjunto S(a,b) de todos los productos de
elementos de a + K con elementos de b + K, que es

S(a,b) = ab+aK+ Kb+ {k1k2 1k € K},‘

en general S(a,b) C ab+aK + Kb+ K? C ab+ K. Por ejemplo $(0,0) C K’y la
inclusién K2 C K puede ser estricta, e.g. si R = Z y K = nZ, K? = n*Z C nZ.

Teorema 2.4.7. Sean R un anillo, K < R, 7w : R = R/K la proyecciony f : R — S
un morfismo de anillos tal que Ker(f) = K.

i) Existe un inico morfismo de anillos f : R/K — S tal que frt = f.
ii) Im(f) = R/Ker(f).

Demostracién. Sabemos del Teorema 1.6.10 que existe un tnico morfismo de
grupos f tal que f = frr. Ademads, f(7(1)) = f(1) =1y tenemos

f(r(x)n(y)) = f(rn(xy)) = f(xy) = f()f(y) = F(m(x) f(m(y)).

Sabemos también del Teorema 1.6.10 que para K = Ker(f), f : R/K — Im(f)
es biyectiva; por la parte i), es isomorfismo de anillos. O

Ejemplo 2.4.8. Se sigue del Teorema 2.4.7 que el anillo A que resulta del Lema
2.4.2 es isomorfo a R/Ker(f). Aplicando esto a los Ejemplos 2.4.4, tenemos
isomorfismos de anillos Z/nZ = Zy, k[x] s = k[x]/ fk[x].

Ejemplo 2.4.9. Sean R un anillo, I < Runideal y 7 : R — R/I la proyeccién
al cociente. Abusando notacién, designamos también 7t al morfismo M,R —
My (R/1), w(A);; = 7t(A; ). Este morfismo es suryectivo con nicleo M, I; por
el Teorema 2.4.7, deducimos que M,R/M,I = M,(R/I).

Ejemplo 2.4.10. Sean k un cuerpo, V, Ay S,T € A como en el Ejemplo 2.1.9.
Por el Ejercicio 2.2.15, existe un tnico morfismo de k-adlgebras p : k{x,y} — A
que manda x — S, y — T. Consideremos la k-dlgebra de Toeplitz T (k) =
k{x,y}/(yx —1). Dado que TS = 1, (yx — 1) C Ker(p); luego por el Teore-
ma 2.4.7, p induce un morfismo p : 7 (k) — A. Veremos que p es inyectiva.
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Comencemos por observar que en 7 (k) todo elemento se escribe como com-
binacién lineal, con coeficientes en k, de las imdgenes de los monomios xiyf,
i,j > 0y que p(x'y/) = S'T/. Por tanto, para probar que p es inyectiva, basta
probar que el subconjunto {S'T/ : i,j > 0} C A es linealmente independiente.
Sea B = {e, : n > 1} la base canénica de V. Entonces

S'Ti(e,) = {en—1‘+i sin>j+1

0 si no (2.4.11)

Sea Ep; € A el morfismo determinado por Ep4(eq) = dynep. Se sigue de
(2.4.11) que .
ST/ = Z Ei+n,j+n‘ (2.4.12)
n>1
A partir de la descripcién (2.4.12) es un ejercicio verificar que {S'T/ : i,j > 0}
es Li.

Ejemplo 2.4.13. Sean k un cuerpo, n > 2y [, < k{x1,..., %0, Y1,---,Yn}
n
Jo= (1= Y xiyi, vixj—0; (1<ij<n)
i=1

Consideremos la k-dlgebra de Leavitt L, (k) = k{x1,..., %0, y1,---,Yn}/ Jn. Abu-
sando notacion y escribiendo x; y y; por sus imagenes en Ly, (k), e I, por la
matriz identidad de n x n, tenemos

n
[x1,...x4] | 1] =1 (2.4.14)
Yn
n
S X xa) = I (2.4.15)
Yn

Sabemos de dlgebra lineal que k" = k <= m = 1; por tanto no existe
ningtn morfismo de k-algebras de L, (k) en k. Mas generalmente, dos espacios
vectoriales finitamente generados sobre un anillo de divisién son isomorfos
si y s6lo si tienen la misma dimensién, por lo que L, (k) tampoco admite
morfismos con valores en k-algebras de divisién. Veamos que sin embargo
L, (k) no es cero. Sean V 'y A como en el Ejemplo 2.4.10. Sean r,q : Z — Z las
funciones que asignan a cada entero su resto y su cociente en la divisién por
n.Sean S;, T; € A, (i=0,...,n—1),

Si(em) = enmvir  Tiem) = 0 p(myq(m).

Célculos sencillos muestran que T;S; = J;;id, Yo SiT; = id. Luego por el
Ejercicio 2.2.15 y el Teorema 2.4.7, existe un tnico morfismo de k-algebras
L,(k) — A que manda las clases de x; y y; en S; 1y T; 1 V1 < i < n. Se sigue
que L, (k) # 0.

Observacion 2.4.16. Sea R un anillo conmutativo principal. Entonces R/I es
principal para todo ideal I <t R, por Lema 2.4.1.
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Sean R un anillo, t € {izquierda, derecha, bilatero} e I C R un ideal de
tipo t. Decimos que I es maximal de tipo t si I # Ry R es el tinico ideal de
tipo t que lo contiene. En otras palabras si ] C R es otro ideal de tipote I C |
entonces | = I.

Un ideal bilatero K <1 R es primo si ab € K con a,b € R implicaa € Ko
be K.

Proposicién 2.4.17. Sean R un anillo y K < R.

i) R/K es anillo de divisién si y sélo si K es maximal a izquierda, si y sélo si K es
maximal a derecha.

ii) R/K es simple si y sélo si K es maximal entre todos los ideales bildteros de R.

iii) R/K es dominio si y sélo si K es primo.

Demostracion. Sea 7w : R — R/K la proyeccién al cociente. Por el Lema 2.4.1,
para cada tipo t de ideales, la funcién I — m(I) es una biyeccion entre los
ideales de tipo t de R que contienen a K y los ideales de tipo t de R/K. Cla-
ramente esa biyeccién preserva la relacién de inclusién, y por tanto preserva
ideales maximales de cada tipo; las partes i) y ii) se siguen de esta observacion.
Para probar iii), observemos que la identidad 7t (x)7t(y) = 7(xy) nos dice que
(x)t(y) = 0 siy s6lo si xy € K. Como ademds r(x) =0 <= x € K,
tenemos que 7t(x) es divisor de cero siy s6lo si x ¢ K y existe y € R\ K tal
que o bien xy € K o yx € K. Esto termina la demostracién. O

Ejemplo 2.4.18. Sea R un dominio conmutativo. Un elemento f € R se dice
irreducible si no es inversible y si f = g1g2 y g1 € R* entonces g» € R*. Notar
que como fR C gR siy s6losi g\ f, decir que f es irreducible equivale a decir
que fR es maximal entre los ideales principales propios. Si R es principal,
todos los ideales lo son, y por tanto en ese caso, f es irreducible si y sélo si
fR es maximal. Luego R/ fR es cuerpo si y sélo si f es irreducible.

Un anillo R # 0 se dice simple puramente infinito si no es un anillo de
divisién y para todo a € R\ {0} existen x,y € R tales que xay = 1.

Ejemplo 2.4.19. Vimos en el Ejemplo 2.3.5 que si R es un anillo y n > 1,
entonces los ideales bildteros de MR son todos los subconjuntos de la for-
ma M;I con I < R. En particular, MR es simple si y sélo si R lo es. Asi,
por ejemplo M, (D) es simple para todo anillo de divisién D. Sin embargo
M, (D) no es puramente infinito; si # = 1 esto es por definicién. Sin > 2y
D es un cuerpo, sabemos que si a € M,D tiene rango rk(a) € {1,...,n —1}
entonces rk(xay) < n para todo x,y € M,D, y por tanto xay # 1. Notemos
que esencialmente la propiedad que usamos es que un subespacio propio (en
este caso Im(a)) de un espacio vectorial de dimensién finita tiene dimensién
finita menor que la del espacio. Veremos mds adelante que esto también vale
para espacios vectoriales sobre anillos de divisién, por lo que el argumento de
antes se aplica también para D anillo de division.

Ejemplo 2.4.20. Sean k un cuerpo, V = kV), B = Endy(V) y
F ={f € B:dim(Im(f)) < oo}.

Notemos que F <1 B. Sea Q = B/F; veremos que Q es simple puramente in-
finito. Para ello utilizaremos que el el hecho —que ya conocemos en dimensién
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finita— de que un subespacio de un espacio vectorial tiene dimensién menor o
igual a la del espacio es vélido también en dimensién infinita. Esto se demos-
trard mas adelante en el curso. Podemos escribir a V como suma directa de dos
subespacios de dimensién infinita, V = V@ Vy; sean pg y p; las proyecciones
sobre Vy y V; correspondientes a esa descomposicién. Entonces pg, p1 € F
pero pop1 = 0. En particular ni pg ni p; son nulas ni inversibles médulo F,
de lo que se sigue que Q no es de divisién. Sea a € B\ F; entonces Im(a)
tiene dimensién infinita numerable. Sea {a(w, )} una base de Im(a); entonces
los w;, son li. y generan un subespacio W C V que también tiene dimensién
infinita numerable. Sean {e,} la base canénica de V y sean x : Im(a) — V,
x(a(wy)) =enyy:V—=W,y(e,) = wy. Entonces xay = 1 y lo mismo sucede
con sus imagenes en Q.

Ejemplo 2.4.21. Sea k un cuerpo. Leavitt prob6 en [4] que el dlgebra L, (k) del
Ejemplo 2.4.13 es simple puramente infinita para todo n > 2.

Lema 2.4.22. Sean R un anillo, n > 2y Ky,..., Ky, < R. Sea L; = ﬂj#i K]-.
Supongamos que K; + Kj = R (Vi # j). Entonces K; + L; = RV1 <i < n.
Demostracion. Hacemos induccién en n. Si n = 2 no hay nada que probar. Sea
n > 3 y supongamos el lema cierto para n — 1 ideales. Para 1 <i # j < n, sea
Mij = Miggij Ki- Sean 1 < i # j < n; por hipétesis inductiva, K; + M;; = R.
Luego
R =K;+ R =K; + (Ki + M; ;) (K; + Kj)
CK;+L; CR.
O

Teorema 2.4.23. (Teorema chino del resto) Sean R un anillo, n > 2 y Ky,...,K,
ideales bildteros de R tales que K; + K; = R para todo i # j. Sea K = N, K;.
Entonces R/K = @ | R/K;.

Demostracion. Para cada 1 < i < n,sea m; : R — R/K; la proyeccién. Sea
m:R— @, R/K;, n(a) = (my(a),..., mu(a)). Observemos que Ker(71) = K;
luego R/K = Im(7r) por el Teorema 2.4.7. Resta ver que 7 es suryectiva. Por el
Lema 2.4.22, para cada i existen k; € K; y [; € L; talesque 1 = k; + ;. Sean a =
(a1,...,a,) € R"; entonces a; = a;k; + a;l; = a;l; moéd K;. Sea x = Y' ; a;l;;
para todo i, x = a; méd K;. Luego 7(x) = a. O

Ejemplo 2.4.24. Sean k un cuerpo, f € k[x] un polinomio moénico de grado
positivo, y f = p{' -+ p;" su factorizacién irreducible. Notemos que si i # j,
(pi, p?j ) = k[x], por Euclides. Podemos aplicar entonces el Teorema 2.4.23 y
resulta R = k[x]/ fk[x] = @/ k[x]/p}'k[x]. En particular, si a; = 1 para todo
i, R es producto directo de cuerpos, por el Ejemplo 2.4.18.

Teorema 2.4.25. Sean R un anillo y K < R.

i) Sean A C R un subanillo. Entonces A+ K C R es subanillo y (A + K)/K =
A/ANK.

ii) Sea K C I < R un ideal. Entonces I/K < R/Ky (R/K)/(I/K) = R/
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Demostracion. Sea m : R — R/K la proyeccién al cociente. Para la parte i),
observemos que A + K = 717 1(7t(A)), que es subanillo por el Lema 2.4.1. La
demostracion de i) se termina como la del Teorema 1.6.15, usando el Teorema
2.4.7 en lugar del Teorema 1.6.10. La parte ii) sale como en el Teorema 1.6.20.

O

Terminaremos esta seccién probando que todo anillo tiene ideales maxi-
males. Usaremos para ello el Lema de Zorn, un enunciado acerca de conjuntos
parcialmente ordenados que es equivalente al Axioma de eleccién. Un orden par-
cial en un conjunto X es una relacién < entre elementos de X que es reflexiva
(x < x), transitiva (x <y Ay <z = x < z) y antisimétrica (x <y Ay < x
= x = ¥). Si < es un orden parcial, escribimos x < y para indicar que x <y
pero x # y. Un conjunto parcialmente ordenado X = (X, <) es un conjunto X
junto con un orden parcial <. Un orden parcial es total six £ y = y < x. Un
conjunto con un orden total se llama una cadena.

Lema 2.4.26. (Lema de Zorn) Sea (X, <) un conjunto no vacio parcialmente orde-
nado. Supongamos que toda cadena en X tiene cota superior. Entonces X tiene un
elemento maximal.

Teorema 2.4.27. Sea R un anillo y sea t € {izquierda, derecha, bildtero}. Entonces
cada ideal 1 C R de tipo t estd contenido en un ideal maximal de tipo t.

Demostracion. Sea X el conjunto de todos los ideales propios (i.e. # R) de tipo
t de R que contienen a I, parcialmente ordenado por inclusién. Sea Y C X una
cadena; queremos ver que Y es acotada, es decir que hay | € X que contiene a
todos los elementos de Y. Si Y = @, I cumple con esto. Supongamos entonces
que Y # @ ysea ] = Ugey K. Es claro que | D K para todo K € Y y que
J D I. Afirmo que | es un ideal de tipo t. En efecto, 0 c I C Jysix,y €]y
a € R entonces existe K € Y tal que x,y € K y por tanto x +y € K, lo mismo
que, segun el tipo t, ax y/o xa. Asi, por Lema de Zorn, X tiene un elemento
maximal M. Por definicién de X, M es un ideal de tipo t y es maximal entre
todos los ideales del mismo tipo que contienen a I. Resta ver que M es maximal
entre todos los ideales de tipo t de R. Si M no fuera maximal, existiria un
ideal propio N C R de tipo t tal que M C N. Pero entonces N D [ y por tanto
N € X, contradiciendo la maximalidad de M. O

Observacion 2.4.28. Se sigue del Teorema 2.4.27 y de la Proposicién 2.4.17 que
todo anillo R tiene un cociente R/I que es un anillo simple. Si ademads R es
conmutativo, R/ es un cuerpo. Destaquemos, sin embargo, que un anillo no
conmutativo R puede no admitir ningtn cociente que sea anillo de division;
esto ocurre, por ejemplo, si R = M,;,S para algtn anillo S y algtin n > 2. En
efecto, por el Ejemplo 2.3.5, todo cociente de R es M, de algtin cociente de S,
y un tal anillo siempre tiene divisores de cero; e.g. E; 1E;, = 0. También hay
anillos que no tienen nigtn cociente isomorfo al anillo de matrices de ningtn
anillo de divisién; tal es el caso de los anillos simples puramente infinitos (e.g.
los de los ejemplos 2.4.20 y 2.4.21).

Proposicion 2.4.29. Sea R un anillo y sea M = R\ R*. Son equivalentes:
i) M es un ideal a izquierda.

ii) 9N es un ideal a derecha.
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iii) R tiene un tinico ideal a izquierda maximal.

iv) R tiene un tinico ideal a derecha maximal.

Demostracion. Sean x,y € R.
Sixy =1, entonces x € M <= y € M. (2.4.30)

Si 9 es ideal a izquierda o a derecha, no puede ser que x Vy € 9, pues si
nol € M, es decir, 1 ¢ R*, lo que es absurdo. Asi, si se satisfacen i) o ii),
todo elemento que tiene inversa a izquierda o a derecha es inversible. Esto
implica, por ejemplo, que, bajo la hipétesis i), si x € M y a € R, entonces xa
no puede ser inversible, por lo que debe estar en 9. Es decir que 9 es un
ideal bildtero. Si suponemos ii) llegamos a la misma conclusién. Luego i) y
ii) son equivalentes, y si suponemos cualquiera de las dos, como todo ideal
propio (a izquierda, a derecha o bildtero) estd contenido en 9, se sigue que
valen tanto iii) como iv). Reciprocamente, supongamos que iii) se satisface, y
sea N el tnico ideal a izquierda maximal. Entonces 91 N R* = &, y por tanto
M C M. Por otro lado si x € R\ M, x no puede estar en ningtin ideal maximal
a izquierda, lo que por el Teorema 2.4.27 implica que existe un a € R tal que
ax = 1. Sea p = xa; tenemos p? = xaxa = ax = p, es decir

0=p(l-p)=1-pp. (2.4.31)

Luego si p ¢ N, existe b € R tal que bp = 1, lo que por (2.4.31) implica
que p = 1y por tanto x € R*. Si p € N, entonces 1 —p ¢ N y por tanto
p = 0, de nuevo por (2.4.31). Pero entonces 1 = 1?> = axax = apx = 0, lo que
es absurdo, ya que R # 0 pues posee un ideal maximal. Concluimos asi que
N = M, lo que prueba que iii)= i). Andlogamente, iv)=-ii), lo que termina la
demostracién. O

Un anillo R se dice local si satisface las condiciones equivalentes de la
Proposicién 2.4.29.

Ejercicio 2.4.32. Probar que si R es un anillo local entonces Idem(R) = {0,1}.

Sean R un anillo y 2 € R. Decimos que a es nilpotente si existe n > 1 tal
que a" = 0. Escribimos

Nil(R) = {a € R|a nilpotente}.

Proposicion 2.4.33. Sean k un cuerpo y 1 : k — R una k-dlgebra tal que 1(k) C
Z(R) y 0 < dimy R < oo. Entonces R es local si y sélo si Idem(R) = {0,1}. En ese
caso R\ R* = Nil(R).

Demostracion. Por el Ejercicio 2.4.32, si R es local, Idem(R) = {0,1}. Recipro-
camente, supongamos que Idem(R) = {0,1}. Como i(k) C Z(R), para cada
a € Rlafuncién L, : R — R, Ly(x) = ax es k-lineal. Entonces L : R — Endy(A)
es un monomorfismo de k-dlgebras. Sean 9t = R\ R* y a2 € M. La sucesion de
ideales a derecha I,, = a"R = (L;)"R es decreciente, y cada uno es un subespa-
cio k-lineal de R. Como dimy R < oo, existe m tal que para todo n, I;; = Ij+y. Si
Iy =0, a™ = 0. Supongamos que I, # 0, y sea K;;, = Ker (L, ). Notemos que
Ky es un ideal a derecha de R. Como a"'I,; = Ipy, = Ly, Kiy N Iy = 0. Pero por
el teorema de la dimensién, dimy K;; + dimy, I;;, = dimy R, luego R = I, § Ky,
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y por tanto existen p € I, y q € K, tales que 1 = p + . Entonces p = p? + gqp,
lo que implica que p — p* € I, N Ky = 0. Luego p € Idem(R), y por tanto
p=016Sp=01¢€K,ypor tanto a™ =0.Si p =1, K, = 0 y por tanto
a™ € R*,lo que implica que a € R*, que es una contradiccién. Hemos probado
que M := R\ R* = Nil(R). Resta ver que M es un ideal. Sean x € M\ {0} y
n>1talquex” =0yx" ! #0.Siac Rentonces x"!(xa) =0 = (ax)x"};
luego ni xa ni ax pueden ser inversibles. Por tanto 9t es cerrado por multipli-
cacién a izquierda y a derecha. En particular, si A € R* y x € 91, existe n > 1

tal que (A~!x)" = 0, y por tanto

i=0 i=0

= l=1.

(A+ x)(nf(/\—lx)i)A—l =A1+ A1) ((E(A‘%)l)) Al

Asi, A + x es inversible a derecha y por tanto no puede ser nilpotente, de modo
que es inversible. Sean ahora y,z € 9; queremos probar que A =y +z € M.
Supongamos que no; entonces A € R* y por lo que acabamos de ver, y = A —z
es inversible, que es una contradiccion. Esto termina la demostracién de que
1 es un ideal y la de la proposicién. O
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Capitulo 3
Modulos

3.1. Médulos y morfismos

Sea R un anillo. Un R-médulo (a izquierda) consiste de un grupo abeliano
M y una operacién
“i:RxM—=M

tal que las siguientes identidades se satisfacen V m,n € My a,b € R:
1-m=m, a-(b-m)=(ab)-m, (a+b)-m=a-m+b-m, a-(m+n)=a-m+a-n.

(3.1.1)
Las identidades de arriba pueden resumirse diciendo que la aplicacién

p: R — map(M, M), p(a)(m)=a-m (3.1.2)

manda R en £ = Endy (M) y que su correstriccion a £ es morfismo de anillos.
En otras palabras dar una estructura de R-médulo a izquierda en un grupo
abeliano M equivale a dar un morfismo de anillos

p: R — Endz(M).

El anulador del médulo M es el ideal Anng(M) = Ker(p) < R. Decimos que
M es fiel si Anng(M) = 0.

Un submédulo de un R-médulo M es un subgrupo abeliano N tal que R -
N CN.

Un R-médulo a derecha es un R°P-médulo a izquierda.

Observacion 3.1.3. Por lo dicho arriba un R-médulo a derecha es un grupo
abeliano M con un morfismo de anillos p : R°? — Endz(M). La condicién de
que p mande el producto en el producto nos dice que

p(ba) = p(a-op b) = p(a)p(b). (3-1.4)

En términos de la multiplicacién asociada - : R x M = R°? x M — M, esto se
traduce en que paratodoa,b € Ryme M

(ba) - m=a-(b-m).
Esta condicion luce mds natural si la expresamos en términos de la funcién

“:MXxR—M, m-a=p(a)(m).

49
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Tenemos

m- (ab) =(ab) -m ="b-(a-m)
=(m-a)-b.

Ejemplos 3.1.,5. i) El anillo R, equipado con la multiplicacién a izquierda

ii)

iif)

vi)

vii)

vii)

por elementos de R es un médulo a izquierda fiel. En particular, R°P es
un R°P modulo a izquierda fiel, es decir, R es un R médulo a derecha
(fiel) con la multiplicacién a derecha. Cuando queremos enfatizar que
consideramos a R como médulo a izquierda o a derecha escribimos gR
y Rg respectivamente. Los submédulos de g R son los ideales a izquierda
de R; los de Ry son los ideales a derecha.

Sean M un R-médulo y X un conjunto. El conjunto MX de todas las
funciones X — M, con la suma puntual y la multiplicacién puntual por
elementos de R, es un R-médulo. El subconjunto M) c MX de todas
las funciones de soporte finito es un submédulo.

Se sigue de los dos items anteriores y del Ejercicio 2.3.6 que los idea-
les a izquierda de M;R estdn en correspondencia biunivoca con los R-
submédulos de R”.

Dar una estructura de Z-médulo en un grupo M es lo mismo que dar
un morfismo de anillos Z — Endz(M). Dado que hay un tnico tal mor-
fismo, se sigue que un Z-médulo es lo mismo que un grupo abeliano.

Un médulo sobre un cuerpo k es lo mismo que un k-espacio vectorial. En
virtud de la Proposicién 2.2.11 un k[x|-médulo consiste de un k-espacio
vectorial V y una transformacién k-lineal T : V — V. El anulador de
este médulo, en tanto ideal de k[x], es o bien 0 (e.g. cuando V = k[x] y
T = Ly), o bien tiene un tinico generador moénico (e.g. si dim; V < o),
que se llama el polinomio minimal de T. Por la misma proposicién, si n >
2, un kfxy, ..., x,]-médulo consiste de un k-e.v. V y n transformaciones
lineales Ty,...,T, : V — V tales que para todo i, T;T; = T;T;. Por
el Ejercicio 2.2.15 un k{xq,...,x, }-médulo consiste de un k-e.v. Vy n
transformaciones lineales Ty, ..., T, : V — V.

Sean n > 2, k un cuerpo y L, = Ly(k) la k-dlgebra de Leavitt. Se sigue
del Ejercicio 2.2.15 y del Teorema 2.4.7 que un L,-médulo consiste de un
espacio vectorial V y 2n transformaciones lineales Sy,...,5,,T1,..., Ty €
Endk(V) tales que Tis]‘ = 51‘/]‘ idy y Z?:l S, T; = idy.

Sean ¢ : R — S un morfismo de anillos y N un S-médulo. Sea p : S —
Endy(N), p(s)(n) = s-n. Entonces po ¢ : R — Endyz(N) es morfismo de
anillos, y por tanto nos da una estructura de R-médulo en N, definida
por

a-pn=¢an.

Escribimos 4N por N equipado con esta estructura de R-mdédulo.
Sean R un anillo, a2 € Z(R) y ev, : R[x] = R, ev,(f) = f(a) la evaluacién

en a. Supongamos que R es conmutativo, de modo que ev, es morfismo
de anillos. Sea ;R = ¢y, R; entonces Anng(,R) = R[x](x — a).
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ix) Sean k un cuerpoy::k — Z(R) C R una k-algebra. Sean M un R-médu-
loy V = ,M. Entonces la imagen de p : R — Endyz(M), p(a)(m) = am
cae en Endy (V) C Endz(M). Abusando notacion llamaremos p también
a la correstriccion de p a Endy (V). Un submdédulo de V es un subespacio
W tal que p(a)(W) C W para todo a € R. Si dimy V =n y dimy W = m
esto significa que si B es una base de V que contiene a una base de
W, entonces para cada a € R, existen X, € Myk, Y, € me(n_m)k y
Z; € My_pk tales que la matriz con respecto a B de transformacién
lineal p(a) tiene la forma

s = |57

Notemos ademds que V también es un S = p(R) médulo, y que W es
un R-submédulo si y sélo si es un S-submodulo.

Observacion 3.1.6. Sean M un R-médulo a izquierda y x € M. Sea
Anng(x) = {a € R:ax =0}.
Notemos que Rx C M es un submédulo a izquierda y que

Anng(Rx) = () Anng(y) C Anng(x). (3.1.7)
YyERx

Si R es conmutativo, vale la igualdad en (3.1.7), pero si R no es conmutativo,
la inclusién puede ser estricta. Por ejemplo, si R es un anillo y #n > 1, entonces
paratodo1l <k <,

(MuR)E11 = Mu(R)Egy = I = {A € MyR: A;j =0V # 1}
Por otro lado, sin > 2,
0 = Al’ll"anR(Il) g AnnMnR(Ek/l) = {A : Ai,k = OVZ}

Ejercicio 3.1.8. Sean R un anillo, M un R-médulo, 2 € R y m € M. Probar las
siguientes identidades entre elementos de M:

a-0=0=0-m.

Sean R un anillo, M y N R-médulos y f : M — N una funcién. Decimos
que f es morfismo de R-médulos —o que es un morfismo R-lineal- si f es morfis-
mo de grupos abelianos y f(ax) = af(x) para todoa € Ry x € M. Un mor-
fismo R-lineal es monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo si es inyectivo,
suryectivo o biyectivo. La funcién inversa de un isomorfismo es nuevamente
un morfismo R-lineal.

Ejercicio 3.1.9. Si M y N son R-médulos isomorfos, entonces Anng(M) =
Anng(N). En particular, si R es conmutativo, los R[x]-médulos 4R (a € Z(R)
del Ejemplo 3.1.5 viii) son no isomorfos 2 a 2.

Sean R un anillo y M y N R-médulos. Escribimos

homg(M,N) = {f : M — N|f morfismo de R-médulos }
Endg(M) = homg(M, M), Autg(M) = {f € Endg(M) : f iso}.
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La suma puntual de dos morfismos de R-médulos es de nuevo un morfismo
de R-médulos y dota al conjunto homg(M, N) de una estructura de grupo
abeliano. La composicién de dos morfismos R-lineales es un morfismo R-
lineal. Si P es otro R-mdédulo, la composicién da una aplicacién

o :homg (N, P) x homg(M, N) — homg (M, P), (3.1.10)

y esta aplicacion es bilineal, es decir que si fi, f» € homg(N,P) y g1,$ €
homR (M/ N)/

(it h)ogi=ficgi+hog1yfiolg1+8)=fiocgi+fiog (3.1.11)

En particular, el grupo Endg(N) junto con la composicién de morfismos es
un anillo, y homg (M, N) es un Endg (N)-médulo a izquierda y un Endg (M)-
modulo a derecha. Sia € Ry M es un R médulo, la aplicacién L, : M — M,
L,(x) = ax es morfismo de grupos abelianos; si ademds a € Z(R), L, es
también R-lineal. La aplicacién L : Z(R) — Endg(M), a — L, es morfismo de
anillos, y por tanto podemos ver a homg (M, N) como Z(R)-médulo a través
de L, como en el Ejemplo 3.1.5 vii). La aplicacién (3.1.10) es Z(R)-bilineal, es
decir, ademds de (3.1.11), safisface también que para todo z € Z(R),

(z-f)og=fol(z-8)=z-(fog). (3.1.12)

Ejemplo 3.1.13. Sean R un anillo y M un monoide. Un R[M]-médulo consiste
de un R-médulo M y un morfismo de monoides M — (Endg(M),o). En
particular, si G es un grupo, un R[G]-médulo es un R-moédulo equipado con
una accién de G por automorfismos R-lineales. Si p : R[G] — Endy(M) y
i : R[G] — Endz(N) son R[G]-médulos, un morfismo ¢ : M — N de grupos
abelianos es R[G]-lineal si y s6lo si es R-lineal y tal que para todo g € G,
pop(g) = u(g) o ¢. En particular, un automorfismo R[G]-lineal de M es un
automorfismo R-lineal ¢ tal que para todo ¢ € G, pop(g) o ¢~ = p(g).

Sean M un grupo abeliano y R y S anillos. Una estructura de (R, S)-
bimédulo en M consiste de una estructura de R médulo a izquierda p : R —
Endz(M) y una estructura S-médulo a derecha u : S°P — Endz (M) tales que
p(a)u(b) = u(b)p(a) paratodoa € Ry b € S. En otras palabras

(a-x)-b=a-(x-b) VaeR, beS, xeM).

Aun otra manera de expresar esto es decir que Im(p) C Endgop(M) y/0 que
Im(p) C Endgr(M).

Ejemplo 3.1.14. Sean M, N R-médulos. Entonces la composiciéon de morfis-
mos hace de homg(M, N) un (Endg(N), Endg(M))-bimédulo. Supongamos
que N es (R, S)-bimédulo y sean p : R — Endgop (N) y p : S°P — Endg(N)
los morfismos de anillos que dan las acciones a izquierda y a derecha de Ry
S en N. Entonces como en el Ejemplo 3.1.5 vii), podemos ver a homg(M, N)
como S-médulo a derecha a través de p. La correspondiente multiplicacion es

homg(M,N) x S — homg(M,N), (f-s)(m)= f(m)s.

Andlogamente, si P es un S-moédulo a derecha, homgop (P, N) es un R-médulo
a izquierda a través del morfismo p.
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Ejercicio 3.1.15. Sean R y S anillos y M un (R, S)-bimédulo, con acciones a
izquierda y derecha dadas por morfismos p : R — Endz(M) y u : S°°? —
Endz(M). Sean N un R-médulo a izquierda y P un S-moédulo a derecha.
Probar que hompg (M, N) es un S-médulo a izquierda via y y que homg(M, P)
es un R-médulo a derecha via p.

Ejemplo 3.1.16. Sea M un R-médulo a izquierda. Como R es un (R, R)-
bimédulo,
homg (R, M) es un R-médulo a izquierda. La aplicacién

evi :homg(R, M) — M, evi(f) = f(1)

es un isomorfismo de moédulos. Su inversa manda un elemento m € M al
morfismo a — a - m.

Ejemplo 3.1.17. En el caso particular M = gR, el Ejemplo 3.1.16 nos da un
isomorfismo de R-médulos a izquierda Endg(grR) — grR cuya inversa u
manda un elemento a de R a la multiplicacién a derecha por 4, a la que,
por obvias razones, nos abstenemos de llamar R,. Observemos que y es un
morfismo de anillos R°°? — Endg(gR). Por otro lado, la aplicacién L : R —
Endg(RR), La(x) = ax es un isomorfismo de anillos. Esto hace que para ciertos
propésitos, sea mas comodo trabajar con médulos a derecha que con médulos
a izquierda.

Ejemplo 3.1.18. Sea M un R-médulo; el dual de M es M* = hompg (M, R). Por
el Ejemplo 3.1.14, M* es un R-modulo a derecha, y (M*)* es un R-médulo a
izquierda. La funcién

e:M— (MY)", e(m)(¢) = ¢(m)

es morfismo de R-mddulos.

3.2. Correspondencia entre R-médulos y M, R-médu-
los

Sean R un anillo, n > 2, M un R-médulo. S5i A € MRy x € M", estd
definido el producto

X1 Lj Avjx;
A=
Xn Z] An,j Xj
Este producto hace de M" un M, R-médulo que denotaremos F(M). Si
¢ : M — N es un morfismo de R-médulos, definimos

F(¢) : F(M) = F(N), F(¢)(x1,-.-,xn) = (¢(x1),- -, p(xn))-

Notemos que F(¢) es morfismo de M, R-médulos. Reciprocamente, si P es un
M;R-médulo y A : R — MR es el morfismo diagonal de (2.1.7), entonces
G(P) = E11P C AP es un R-submédulo, y todo morfismo de M,R-médulos
¢ : P — Q se restringe a un morfismo de R-médulos G(¢) : G(P) — G(Q).
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Teorema 3.2.1. Sean R, n, M, N, P, Q, ¢ y ¢ como arriba. Sean
ap i G(F(M)) = M, ap(Eq1x) = xq,
n
Bp: F(G(P)) = P, Bp(Eiav1,---,E11yn) = ) Einyi
i=1

Entonces
i) appy Bp son isomorfismos, de R-mddulos y de My R-médulos, respectivamente.
ii) Los siguientes diagramas conmutan

G(F(M)) ““~M  F(G(P)) "

|

P
iG(F&P)) l¢ J{F(G(lﬁ)) lll’
G(F(N) =N F(G(Q) 22~ @

iii) Las funciones
F : homg(M, N) — homy, r(F(M),F(N)) y
G : homy,r(P, Q) — homg(G(P), G(Q))
son isomorfismos de grupos. Ademds tanto F como G preservan la composicion de
morfismos y satisfacen F(idp) = idp(p) y G(idp) = idgp)-
Demostracion. Si x € M", entonces Ej1x = (x1,0,...,0). Luego G(F(M)) =
M® @?;11 0 v « es la proyeccién sobre la primera coordenada, que es clara-

mente un isomorfismo. Es claro que Bp es morfismo de grupos; veamos que
es M, R-lineal. Sean A € M, R; entonces

A-Bp(E11y1,---,E11Yn) :(ZAi,jEi,j) - (Y_E )
0] ]

=Y AiEiiyi =) Ein)_ AiEiy
il 7 1

=Bp()_ A Ev 11, -, Y AuniE111)
1,1 n,l

=Pp(A- (ELayr, .-, Evayn)).
Sea yp: P — F(G(P)), vp(y) = (E11Y, ..., E1,ny). Tenemos

n n

Br(vr(y)) = Pe(E1py, - Evuy) = Y EinEriy = ()_Ei)y =y
i=1 i=1

Yp(Bp(Y1,---,Yn)) =vP(E1py1 + -+ + Eniyn)
=(E11E11v1,-- -  E1nEniyn) = Y1, Yn)-

Esto prueba la parte i) del teorema. Es claro que el primer diagrama de la
parte ii) conmuta. Para chequear la conmutatividad del segundo, basta ver
que ambas composiciones coinciden en cada sumando de F(G(P)). El i-ésimo
sumando es E; 1P, y las composiciones mandan Ej1y en $(E;1y) y Ei1¢(y)
respectivamente, que son iguales porque ¢ es morfismo de M;R-médulos.
Esto prueba la parte ii) del teorema. La parte iii) es inmediata de la definicién
de las funciones F y G. O
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3.3. Morfismos de médulos y cocientes

Proposicién 3.3.1. Sean R un anilloy f : M — N un morfismo de R-mddulos.
Entonces las biyecciones inversas de la Proposicion 1.4.24 preservan submédulos. En
particular, Im(f) y Ker(f) son submédulos, y T — f~1(T) y S — f(S) son biyec-
ciones inversas entre los conjuntos de submddulos de Im(f) y de submédulos de M
que contienen a Ker(f).

Demostracion. Inmediata de la Proposicién 1.4.24 usando la identidad f(ax) =
af(x) (a € R, x € M) y el Ejercicio 3.1.8. O

Lema 3.3.2. Sean R un anillo, M un R-mdédulo y t : M — G un morfismo suryec-
tivo de grupos abelianos. Si Ker(f) C M es un submédulo, entonces existe una inica
estructura de R-médulo que hace de G un R-médulo y de 7t un morfismo R-lineal.

Demostracién. La suryectividad de 7 junto con la férmula

art(x) = m(ax) (3-3-3)

nos dicen que existe a lo sumo una estructura de R-médulo en el grupo G.
Ademéds si 7t(x) = m(y), entonces x —y € Ker(m) y por tanto ax —ay €
Ker(7), es decir que m(ax) = m(ay). Por tanto (3.3.3) da una funcién bien
definida R x G — G. Resta ver que se satisfacen las identidades (3.1.1); esto
se sigue de que las mismas identidades son validas en M. O

Teorema 3.3.4. Sean R un anillo, M un R-médulo, S C M un submédulo y 7t :
M — M/S la proyeccion. Sea f : M — N un morfismo de R-mddulos tal que
Ker(f) D S. Entonces

i) Existe un tinico morfismo R-lineal f : M/S — N tal que f o 7t = f.

ii) El morfismo f induce un isomorfismo M /Ker(f) — Im(f).

Demostracion. Para probar i), hay que ver que el morfismo de grupos f :
M/S — N del Teorema 1.6.10 conmuta con la accién de R. Esto se sigue
de la identidad fom = f y de que f es R-lineal. Probemos ii). Sabemos del
Teorema 1.6.10 que la correstriccién del morfismo f : M/Ker(f) — N es
un isomorfismo de grupos M/Ker(f) — Im(f); por i) este isomorfismo es
R-lineal. 0

Teorema 3.3.5. Sean R un anillo, M un R-méduloy S, T C M submddulos. Enton-
ces el isomorfismo del Teorema 1.6.15 es isomorfismo de modulos

S/SAT 5 (S+T)/T.

Demostracién. La proyeccién al cociente 7t : M — M/ T restringida a S es un
morfismo con nucleo SN T e imagen 71(S); la restriccién de 7w a S + T tiene la
misma imagen y su nucleo es T. Luego aplicando la parte i) del Teorema 3.3.4
se obtiene el isomorfismo deseado. O
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3.4. Homp es exacto a izquierda

Sean M, N y P R-médulos y sea f : M — N un morfismo R-lineal. Sean

homg (P, f) : homg(P, M) — homg(P,N), a+— fou
homg(f,P) : homg(N,P) — homg(M,P), B+ Bof

Para aliviar notacién, cuando R y P estdn claros del contexto, escribimos f, =
homg (P, f) y f* = homg(f, P). Notemos que

Ademés si L es otro R-médulo y ¢ € homg(N, L), tenemos

(8of)e=gsofs, (gof) =fog" (3.4-2)

Ejercicio 3.4.3. Sean f : M — N y P como arriba. Probar que f. y f* son
morfismos de Z(R)-médulos.

Ejemplo 3.4.4. Sean k un cuerpoy f : V — W una transformacién k-lineal de
k-espacios vectoriales. Notemos que el morfismo f* : W* = homy (W, k) — V*
definido arriba no es otra cosa que la transformaci6n lineal transpuesta f* de
dlgebra lineal. En general, si R es un anillo cualquieray f : M — N un
morfismo de R-médulos a izquierda, llamamos transpuesta de f al morfismo
de R-moédulos a derecha f* : N* = homg(N,gR) — M*, al que a menudo
denotaremos f*.

Una sucesion {f, : M, — M, 11 : n € Z} de morfismos de R-médulos se
dice exacta si para todo n € Z se tiene Im( f,,) = Ker(f,,+1). Una sucesién exacta
corta es una sucesion exacta de la forma

0->MS5ME M >0 (3.4.5)
Lema 3.4.6. Sean (3.4.5) una sucesién exacta de R-médulos y sea N un R-médulo.
Entonces las siguientes sucesiones de morfismos de Z(R)-médulos son exactas

0 — homg (N, M') — > homg(N, M) —"~ homg (N, M”)

*

0 — homg(M”, N) —"> homg (M, N) — = homg (M, N)

Demostracion. Como poi = 0, tenemos i* o p* = 0y p«oix = 0, por (3.4.2),
luego Im(p*) C Ker(i*) e Im(iy) C Ker(ps). Un elemento f € homg(N, M)
estd en Ker(p,) siy sélo si Im(f) C Ker(p) = Im(i). Como i es inyectiva por
hipétesis, su correstriccién es un isomorfismo i’ : M’ — Im(i); sea j = (i') .
Entonces i, (jf) = f; en particular, f € Im(i,). Luego Ker(ps) = Im(i;). Un
elemento de homg (N, M’) estd en Ker(i) si y s6lo si su composicién con i es
0. Como i es inyectiva, esto implica que el elemento en cuestién es 0. Hemos
probado la exactitud de la primera sucesion. Sea ahora ¢ € homg(M, N);
entonces ¢ € Ker(i*) si y solo si g(Im(i)) = 0. Dado que, por hipétesis,
Im(i) = Ker(p) y p es suryectiva, se sigue del Teorema 3.3.4 que existe un
unico morfismo § € homg(M”, N) tal que p*(g) = gop = g. Esto se aplica,
en particular, cuando g = 0 y demuestra que p* es inyectivo. O
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Observacion 3.4.7. Siguiendo la demostracién del Lema 3.4.6, vemos que la
suryectividad de p en (3.4.5) no es necesaria para la exactitud de la primera
sucesién del lema, y que la inyectividad de i no es necesaria para la exactitud
de la segunda. Notemos también que, a pesar de que las hipétesis del lema
piden tanto que i sea inyectiva como que p sea suryectiva, no se afirma ni
que ps ni que i* sean suryectivas, y en general no lo son, como muestran
los Ejemplos 3.4.8. Por supuesto, si p tiene inversa a derecha, p. también la
tiene, por (3.4.1) y (3.4.2), y por tanto es suryectiva. Del mismo modo si i
tiene inversa a izquierda, i, tiene inversa a derecha, y por tanto es suryectiva
también.

Ejemplos 3.4.8. Sea n € Nj; consideremos la sucesién exacta de grupos
abelianos
077 —7Z/nZ 0. (3.4.9)

Aplicando homy(—,Z) obtenemos la sucesién exacta

050757

Vemos asi que aunque la muliplicacién por n es un morfismo inyectivo, su
transpuesta no es suryectiva. Por otro lado, si aplicamos homy(Z/nZ,—) a
(3-4.9) obtenemos la sucesién exacta

0—-0—0— Z/nZ

Vemos asi que aunque la proyeccién al cociente 7v : Z — Z/nZ es suryectiva,
7« = homy(Z/nZ, ) no lo es.

3.5. Suma y producto directos

Sean R un anillo, I un conjunto y {M; : i € I} una familia de R-médulos.
El producto directo de la familia {M; : i € I} es el producto cartesiano [;c; M;
equipado con las operaciones coordenada a coordenada, es decir, sia € Ry

X,y € [lier Mj,
(ax); = ax;, (x+y);=xi+y;

El soporte de un elemento x € [];c; M; es
sop(x) ={iel:x; #0}.

La suma directa de la familia {M; : i € I} es el R-submédulo
[IMi > @ M; = {x:|sop(x)| < co}.
icl iel

Para cada j € I sean

TTj HM{ — M]‘, 71']'()() = Xj
icl
L]‘ : M] — @M,’, (L](y))l = (51‘,]']/.
iel
Notemos que si M es un R-médulo, entonces

[TM=M>MD =PM.

i€l iel
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Proposicién 3.5.1. Sean R un anillo, N un R médulo y {M; : i € I} una familia
de R-médulos. Entonces para cada familia de morfismos de R-médulos {f; : N —
M;|i € 1} existe un tinico morfismo de R-médulos f : N — Tl;e; M; tal que para
todoic I, mjof = fi.

Demostracion. La funcion f : N — TT;c; M;, f(x); = fi(x) es la tnica tal que
mjo f = f; para todo i. Dado que las operaciones en el producto directo se
calculan coordenada a coordenada y que los f; son morfismos R-lineales, f
también lo es. O

Si {M; : i € I} una familia de submédulos de un R-médulo M, la suma
de los M; es la imagen ;-1 M; del morfismo canénico o : @;c; M; — M. Asi,
Y ic1 M; consiste de todas las sumas ) ;cpm; con F C [ finito y m; € I para
todo i € F. Notemos que ) ;c; M; es el menor submédulo de M que contiene
simultdneamente a todos los M;. Cuando ¢ es un isomorfismo, escribimos

Dier Mi = Lier M.
Corolario 3.5.2. La funcién
hOl’I’lR(N,HMi) — HhomR(NrMi)/ f = (ﬂi Of)iel‘
i€l iel
es un isomorfismo de Endg (N)-mddulos.

Demostracion. La biyectividad de la funcién del corolario es simplemente otra
manera de formular la Proposicién 3.5.1. Si ¢ € Endg(N), la funcién envia f o
gen (mofog)ier = (g (1o f))ier =g (70 f)ier y es por tanto Endg(N)-
lineal. O

Corolario 3.5.3. Sean R un anillo y {N; C M; : i € I} una familia de submédulos.
Hay isomorfismos candnicos

(TTMi)/(IN:) = [ Mi/N;

iel iel iel
(B M)/ (P N) =P M;/N;.
iel iel iel

Demostracion. Para cada i € I, sea p; : M; — M;/Nj la proyeccién. Entonces
fi = pjom: Iliecr Mi — M;/N; (j € I) es una familia de morfismos. Por la
Proposicién 3.5.1 existe un unico morfismo f : [T;c; M; — [T;c; Mi/N; tal que
para cada i € I, 7;o f = f;. El morfismo f es suryectivo porque cada f; lo
es. Un elemento x € [];c; M; estd en Ker(f) siy s6losiVi € I, x; = m;j(x) €
Ker(p;) = N;. Luego Ker(f) = [I;c; N;, y el primer isomorfismo del corolario
se sigue del Teorema 3.3.4. Para probar el segundo isomorfismo, consideremos
la restriccion ¢ de f a @;c; M;. Es claro que Im(g) = @;c; M;/N;. Ademés

Ker(g) = Ker(f) N (D M) = DN

icl icl
El segundo isomorfismo se sigue ahora usando nuevamente el Teorema 3.3.4.
O

Ejercicio 3.5.4. Sean I y | conjuntos y sea {M;; : (i,j) € I x J} una fami-

lia de R-moédulos. Probar que hay un isomorfismo canénico [ jerx) Mij =
[Tier Ijey Mij.
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Lema 3.5.5. Sean N un R-médulo e I un conjunto. La funcién

o:ND 5 N,o(x) = Y x
i€l

es un motfismo R-lineal.

Demostracion. La suma esta bien definida pues cada elemento de NI tiene
soporte finito. Luego o es una funcién bien definida; que ademads es un mor-
fismo R-lineal es inmediato. O

Proposicién 3.5.6. Sean R un anillo, N un R-médulo y {M; : i € I} una familia
de R-médulos. Entonces para cada familia de morfismos de R-médulos {f; : M; —
N|i € I} existe un tinico morfismo de R-médulos f : @;c; M; — N tal que para
todojel, fol=f

Demostracion. Notemos que si m € @;c; M; entonces

m = Z li(T[i(m)) :Zli(ni(m))

iesop(m) iel

Por tanto si f es un morfismo tal que para todo j € I, fo lj = f]-, entonces

necesariamente

flm) =Y fi(ri(m))). (3-57)

i€l

Esto prueba que existe a lo sumo un morfismo que satisface las condiciones
de la proposicién. Resta ver que la férmula (3.5.7) define un morfismo de
R-médulos. Dado que 71; y f; son morfismos R-lineales, f; o 7r; también lo
es. Luego por la Proposicién 3.5.1, la familia (f; o 77;);c; define un morfismo
f:@®ic; M; — NI, f(m); = f:(m;(m)). Como ademés para cada m € @;c; M;
hay s6lo un ntimero finito de j tales que f;(7tj(m)) # 0, la imagen de f cae
dentro de N, La funcién f es morfismo R-lineal porque es la composiciéon
de la composicién del morfismo ¢ del Lema 3.5.5 con la correstriccion del
morfismo f a N 0. O

Corolario 3.5.8. La funcién

homR(EBMi,N) — HhomR(Mi,N), f g (fOl]')]‘GI
iel icl

es un isomorfismo Endg (N)-lineal.

Demostracion. La biyectividad de la funcién del corolario es otra forma de
expresar el enunciado de la Proposicién 3.5.6. Para cada j € I, la funcién
f = f o1 es morfismo de Endg(N)-médulos a izquierda. Luego la funcién
del corolario también lo es, por la Proposicién 3.5.1. O

Ejemplo 3.5.9. Sean M un R-médulo y X un conjunto. Por el Corolario 3.5.8
y el Ejemplo 3.1.16, la funcién

ev : homg (RRX), M) - M%, ev(f)x = f(xx)

es un isomorfismo de Z(R)-médulos. De hecho por el Ejercicio 3.1.15,
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homR(RR(X), M) es un R-médulo aizquierdaysia € Ry f € homR(RR(X), M),

entonces
ev(af)x = f(xxa)f(axx) = af(xx) = aev(f)x

Luego ev es un isomorfismo de R-moédulos a izquierda.

Corolario 3.5.10. Sean {M; : j € ]} y {N; : i € I} familias de R-médulos. Entonces
la aplicacion

homR(@ M‘,HNZ') — H homR(M]', N,‘),
IS i€l (ij)elx]

f= (”iof‘”j)(z’,j)elx]
es un isomotfismo de Z(R)-modulos.

Demostracion. Se sigue de los Corolarios 3.5.2 y 3.5.8, usando el Ejercicio 3.5.4.
O

Ejemplo 3.5.11. Sean Py,..., P,y Q1,...,Qm R-médulos.
Sea f € homR(@?:l P;, @i, Q;). Por el Corolario 3.5.10, podemos identificar
a f con la matriz

[f] = (fijh<i<mi<j<n, fij = 7io f ot € homg(P}, Q;)

Si S1,...,5; son R-médulos y ¢ € homg(Pi™; Q;, @izl Sk), entonces para
cadal <k<lycadal<j<m,

(g0 flkj=progofotj=pro) goidgofory
=progo () upi)ofori=) 8kio fij
i i

En otras palabras, la matriz [¢ o f] es el producto matricial de [g] y [f].

Ejemplo 3.5.12. Consideremos el caso particular del Ejemplo 3.5.11 en que
todos los P;, Q; y S son iguales a Rg. Por el Ejemplo 3.1.17, la multiplicacién

a izquierda induce un morfismo L : R — Endg(Rg). Luego [f] € MuxnR,
8] € MjxuR y [g0 f] € Mj«,R es el producto usual de matrices. En par-
ticular, si identificamos R} = hompg(Rg,R}), [x] es un vector columna y
[f(x)] = [f][x]. Si en cambio tomamos todos los P;, Q; y Sk iguales a gR, en-
tonces la multiplicacién a derecha da un isomorfismo p : R%P — Endg(gR)
y por tanto un isomorfismo hompg (rR", gRR™) =5 My, R°P. Componiendo
este isomorfismo con la transposicién de matrices, obtenemos un isomorfismo
homg (gR", RR™) 5 MuxmR. Un morfismo f : R*" — R™ de R-médulos a
izquierda corresponde asi a una matriz [f] € M,xmR; el valor f(x) € R" se
obtiene multiplicando el vector fila [x] por la matriz [f]. La composicién g o f
corresponde al producto de matrices [f][g].

Observacién 3.5.13. Sean {M; : i € I} y N como en el Corolario 3.5.8. Para cada
j € I, tenemos un morfismo de Z(R)-médulos

(l])* : hOl’nR(N, M]) — homR(N,@Mi).

i€l
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Luego por la Proposicién 3.5.6, tenemos un morfismo de Endg (N)-médulos

1 : @homg(N, M;) — homg(N, P M), 1(f)(n); = fi(n). (3.5.14)
i€l i€l
Notemos que ! es inyectiva. Sin embargo no es suryectiva en general. Por
ejemplo vimos ya que si k es un cuerpo y V = k(N) entonces

Endi (V) = {A € Mnuxnk : (Vj € N) [sop(As)| < oo}
Por otro lado

@ homy (V,k) = {A € M,k : (3N)(V] € N)|sop(A, ;)| < N}.

neN

Ejemplo 3.5.15. Sean R un anillo y e € R un idempotente, i.e. un elemento tal
que ¢? = e. Entonces (1 —e)?> = 1 —e y las inclusiones eR C Rg D (1 —¢)R
inducen un morfismo a : eR & (1 —e)R — Rg. Es claro que a es suryec-
tivo. Ademas si (ea, (1 —e)b) € Ker(a) entonces ea + (1 —e)b = 0 lo que,
multiplicando por e y por 1 —e y usando que e(1 —e) = 0, nos da que
ea = (1 —e)b = 0. Luego « es un isomorfismo y por tanto, en vista del Corola-
rio 3.5.3, tenemos que R/ (1 —¢e)R = eR. Se sigue entonces del Teorema 3.3.4

y del Ejemplo 3.1.16 que si M es un R médulo, entonces

hompg(eR, M) =homg(R/(1 —¢e)R, M) = {¢ € homg(R, M)|p((1 —e)R) =0}
——{m e M:m(1—e) =0} = Me.

evy

En particular, si f € R,
homg (eR, fR) = fRe. (3.5.16)

Ejercicio 3.5.17. Sean R un anillo y ¢, f, ¢ € R elementos idempotentes.

i) Probar que el isomorfismo (3.5.16) transforma la composicién de mor-
fismos en el producto de elementos, de modo que si @ : eR — fRy
B : fR — gR corresponden a fxe y a gyf entonces Ba corresponde a

gy fxe.

ii) Probar que eR = fR si y s6lo si existen x,y € R tales que se satisfacen
las identidades siguientes

x=fxe, y=eyf, yx=e, xy=f.

iii) Probar que si z, w € R satisfacen wz = e y zw = f, entonces x = fzey
y = ewf satisfacen las condiciones de ii).

Si existen x y y como en ii) (0 equivalentemente, z y w como en iii)), decimos
que ey f son Murray-von Neumann equivalentes, o simplemente equivalentes.

Lema 3.5.18. Sean M un R-médulo y My C M D My submédulos. Sea j : My @
My — M el morfismo inducido por las inclusiones. Son equivalentes

i) ] es un isomotfismo.

ii) Existe e € Endg M idempotente tal que Im(e) = M; y Ker(e) = M.
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Demostracion. El morfismo j es un isomorfismo si y sélo si todo elemento
m € M se escribe en forma tnica como m = mq + my con m; € M;. En ese
caso, e : M — M, e(m) = my es un endomorfismo idempotente que satisface
las condiciones de ii). Reciprocamente, si e € Endg(M) es un idempotente
que satisface ii) y m € M, entonces

m=em+ (idy —e)m, em € My y (idy —e)m € My. (3.5.19)

Ademas, ex = x si y sélosi x € My y ex = 0siy s6lo si (idys —e)x = x. Por
tanto si m = my + my con m; € M;, em = my y (idy —e)my = my. Esto prueba
que la escritura (3.5.19) es tinica, y por tanto j es un isomorfismo. O

Lema 3.5.20. Sea (3.4.5) una sucesion exacta de R-mddulos. Son equivalentes

i) Existe j € homg(M"”, M) tal que poj =id,,.

ii) Existe ¢ € homg (M, M') tal que goi = idyy.

iii) Existe un isomorfismo ¢ : M' & M” — M tal que Vm' € M',m” € M”,
¢(m’,0) = i(m') y p(ep(m’,m”)) = m”".

Demostracion. Sea j comoeni).Seae = jp € Endg(M); por definicién, Im(e) C
Im(j). Notemos ademds que que ej = jpj = j y por tanto Im(e) = Im(j).
Ademéds, como j es inyectiva, 0 = e(x) = j(p(x)) < px) =0 <~
x € Im(i). Luego Ker(e) = Im(7) y por el Lema 3.5.18,

M = Im(i) & Im(j). (3.5.21)

Como i es inyectiva, su correstriccién a Im(i) es un isomorfismo; sea i’ :
Im(i) — M’ la inversa y pongamos q = ' o (idy; —e). Dado que eoi = 0,
tenemos (idy; —e) oi = i, y por tanto goi = /i = id)y. Hemos probado
que i) = ii). Ademds, como i : M’ — Im(i) y j : M” — j(M”) son iso-
morfismos y pj = idy~, la identidad (3.5.18) muestra que ¢ : M’ & M” — M,
¢p(m',m”) =i(m") + j(m”) es un isomorfismo. Luego i)=-iii). Supongamos que
vale iii); sean ¢ = ¢!, m : M’ @ M” — M’ la proyeccién y g = 7rp. Enton-
ces para todo m’ € M’, q(i(m')) = pi(m’,0) = m’. Luego iii)= ii). Si ahora
g es como en ii), sea f = ig. Entonces fi = iy pf = 0, lo que implica que
Im(f) = Im(i). Por otro lado como i es inyectiva, Ker(f) = Ker(ig) = Ker(g).
Dado que f? = f, tenemos que M = Im(i) & Ker(q), por el Lema 3.5.18.
Ademads Ker(idy —f) = Im(f) = Im(i), luego por el Teorema 3.3.4, exis-
te un tnico morfismo j : M” — M tal que jp = idy —f. Pero dado que
Im(f) = Im(i) = Ker(p), tenemos que pjp = p, lo que, dado que p es suryec-
tiva, prueba que pj = idy;». Luego ii)=-1), lo que termina la demostracién. [J

Decimos que (3.4.5) se parte o se escinde si se satisfacen las condiciones
equivalentes del Lema 3.5.20. En virtud del Lema 3.4.6 y de la Observacién
3.4.7, las sucesiones exactas cortas que se parten permanecen exactas luego de
aplicar homg (P, —) o homg(—, P) para cualquier R-médulo P.

Ejercicio 3.5.22. Sea (3.4.5) una sucesion exacta de R-médulos. Probar que son
equivalentes:

i) (3.4.5) se parte.

ii) homg (N, p) es suryectiva para todo R-mé6dulo N.
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iii) hompg (i, N) es suryectiva para todo R-médulo N.

Sea f : M — N un morfismo de R-médulos. Decimos que f es una re-
traccion si existe un morfismo de R-médulos ¢ : N — M tal que fg = idy.
Decimos que f es una seccidn si existe un morfismo de R-médulos h: N — M
tal que Iif = idp1. Decimos que M es un sumando directo (o un retracto) de N si
existe una secciéon de M en N o equivalentemente, si existe una retracciéon de
N en M.

Ejercicio 3.5.23. Sea f : M — N un morfismo de R-médulos.
i) Si f es retraccién, entonces M = Ker(f) @ N.
ii) Si f es secci6n, entonces N = M & N/Im(f).

Ejemplo 3.5.24. Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial y Vi C V un
subespacio. Sea T € Endy(V); consideremos a V como k[x]-médulo como
en el Ejemplo 3.1.5 v). Entonces Vi C V es un k[x] submédulo si y sélo si
T(V1) C Vi y es un sumando directo si y s6lo si existe un subespacio Vo C V
tal que V=V, &V, y T(Vy) C V5.5 Vy C V es un k[x]-submédulo y V;
es un subespacio (pero no necesariamente un k[x]-submédulo) tal que V =
V1 @V, y B; es una base de V;, entonces la matriz de T con respecto a la base
B = By U B, tiene la forma de bloques

ne- 412

Que V, C V también sea un submoédulo significa que B = 0. Del mismo modo,
sik — Z(R) — R es una k-algebra y p : R — Endy(V) es una estructura R-
moédulo en V, que V; y V, sean ambos submdédulos significa que para todo
a € R, en la matriz [p(a)]y del Ejemplo 3.1.5 ix), se tiene Y, = 0.

3.6. Mbédulos libres, sistemas de generadores

Sean M un R-médulo y X C M un subconjunto. Para cada x € X sea
hy : RR — M, hy(a) = ax. Por la Proposicién 3.5.6 existe un tinico morfismo
de moédulos h = hy : RX) — M tal que para todo x € X, h(xy) = x. Decimos
que X es sistema de generadores de M si h es suryectivo, que es linealmente
independiente si h es inyectivo y que es una base si I es biyectivo. Un médulo
se dice libre si admite una base. Un médulo es finitamente generado si tiene un
sistema de generadores finito, o, equivalentemente, si para algtin n > 0 existe
un morfismo suryectivo R" — M.

Ejemplos 3.6.1. Sea R un anillo. El médulo 0 es libre, con base @; en efecto,
0 = R?.Si X # @, el cardinal de R™X) es mayor o igual que el de R. En
particular, si R es infinito y M es un R-médulo de cardinal finito, entonces M
no puede ser libre. En particular, ningtin grupo abeliano finito no nulo es un
Z-modulo libre. Por otro lado, cualquier anillo es libre como médulo sobre si
mismo; en particular Z/nZ es un Z/nZ-médulo libre. Si G es un grupo finito
de orden 1, entonces nG = 0 y por tanto G es un Z/nZ-médulo que puede o
no ser libre como tal, pero que definitivamente no lo es como Z-médulo. Por
otro lado, el grupo Q tiene el mismo cardinal que Z ysin € Zy x € Q son
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tales que nx = 0 entonces n = 0 0 x = 0. Sin embargo, Q no es libre como Z-
médulo. En efecto, todo médulo libre no nulo L es isomorfo a Z(X) para algtin
conjunto no vacio X y por tanto admite un morfismo suryectivo L — Z (e.g.
cualquiera de las proyecciones coordenadas 7ty). Dado que homz(Q,Z) = 0,
deducimos que Q no es libre.

Observacion 3.6.2. Todo R-médulo admite un sistema de generadores. En efec-
to, si M es un R-médulo, entonces 7 : gRRM) — M, 71(¢p) = ¥em ¢(m) es un
morfismo R-lineal tal que 77(),;) = m. En particular, 7t es suryectivo; en otras
palabras, M es un sistema de generadores de M.

Proposicion 3.6.3. Sean {M; : i € I} una familia de R-médulos y N un R-médulo.
Supongamos que N es finitamente generado. Entonces la aplicacion (3.5.14) es un
isomorfismo de Endg (N )-mddulos.

Demostracion. S6lo debemos probar que el morfismo ¢ de (3.5.14) es suryectivo.
Sea f € homg (N, @;c; M;); paracadai € I, sea f; = m;jo f. Sean X C N un
sistema finito de generadores y I O | = U exsop(f(x)).Sii € I\ ], entonces
mio f(x) = 0 para todo x € X. Como hyx es suryectivo, esto implica que si
i ¢ ], entonces 71; 0 f = 0 (e.g. por el Lema 3.4.6). Luego f = }.icj1j0 fjesla
imagen por ¢ del elemento (f;);c; € @;c; homg(N, M;). O

Corolario 3.6.4. Sean {M; : i € I} una familia de R-médulos y M = @;c; M;. Son
equivalentes

i) M es finitamente generado.

ii) Existe F C I finito tal que j € F = M; es finitamente generadoy j ¢ F = M; = 0.

Demostracién. . El morfismo identidad idy € Endr(M) = IT; je; homg (M;, M;)
es una matriz de morfismos cuyo coeficiente (7,j) es 9;;idyy,. Si M es finita-
mente generado, entonces por la Proposicion 3.6.3, esa matriz tiene soporte
finito. Luego existe F finito como en ii). Ademds cada M; es finitamente gene-
rado pues es un cociente de M, que es finitamente generado por hipétesis. Esto
prueba que i)=-ii). Reciprocamente, si ii) se satisface, entonces M = @;.r M; y
para cada i € F hay un epimorfismo p; : RR" — M;. Luego para n =) ;cpn;,
p = @icrpi : R" = @ijer R — M es un epimorfismo, y por tanto M es
finitamente generado. O

Decimos que un anillo R tiene nocién de rango si para n,m > 1, Ry = R¥
implica que n = m. En virtud del Ejemplo 3.5.12, R tiene nocién de rango si
y s6lo sisi A € MyxnRy B € MyxmR son tales que AB = I, y BA = I,
entonces m = n. Esta condicién es equivalente —otra vez por el Ejemplo 3.5.12—

~

a que rR" = gR™ implica que n = m.

Ejemplos 3.6.5.

i) Todo cuerpo tiene nocién de rango. Veremos mds adelante que esto se aplica
mads generalmente a todo anillo de divisién.

ii) Sean k un cuerpo, n > 2y Ly(k) la k-dlgebra de Leavitt. Se sigue de las
ecuaciones 2.4.14 y 2.4.15 que Ly (k) no tiene nocién de rango.

Lema 3.6.6. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos. Si S tiene nocién de rango
entonces R también la tiene.
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Demostracién. Supongamos que R no tiene nocién de rango. Entonces existen
n#méeN A€ MuxnRy B € MuxuR tales que AB = I, y BA = I,.
Sean ¢(A) € MyxnSy $(B) € MyxxS las matrices que resultan de aplicar ¢
coeficiente a coeficiente a las matrices A y B. Entonces ¢(A)¢(B) = ¢(AB) =
In, y $(B)p(A) = I, por lo que S no tiene nocién de rango. O

Ejemplos 3.6.7.

i) Si R admite un morfismo en un cuerpo (o mds generalmente en un anillo de
divisién), entonces R tiene nocién de rango, por el Lema 3.6.6. En particular
todo anillo conmutativo tiene nocién de rango. En efecto, por el Teorema 2.4.27
R tiene un ideal maximal 9t y por la Proposicién 2.4.17, R/91 es un cuerpo.

ii) Sean k un cuerpo y V = k™). Vimos en el Ejemplo 2.4.13 que existe un

morfismo de anillos p : L, (k) — Endy (V). Luego Endi (V) no tiene nocién de
rango, por el Ejemplo 3.6.5 y el Lema 3.6.6.

Teorema 3.6.8. Sean R un anillo y X, Y conjuntos tales que gR™X) = xR(Y), i X
es infinito, entonces | X| = |Y|.

Demostracion. Sean L = gRX), L’ = rR(Y) y ¢ : L — L' el isomorfismo del
enunciado. Veamos que Y es infinito. Si no, X O F = Uyey sop(¢~'(xy)) es
finito, y por tanto existe x € X\ F. Pero entonces x, no es combinacion li-
neal de los ¢! (xy); esto es una contradicci6n, ya que ¢! es un isomorfismo
y los x, generan L’. Entonces Y es infinito. Sea F el conjunto de todos los
subconjuntos finitos de Y; como Y es infinito, |F| = |Y|. Sea f : X — F,
f(x) = sop(¢(xx)). Por el razonamiento de antes aplicado con X e Y inter-
cambiados, vemos que el subconjunto Y O [J,cx f(x) no puede ser finito, de
lo que se sigue que Im(f) es infinito. En particular,

[T (f) x N| = [Im(f)] < |F| = [Y] (3.6.9)

Ademés si F € Im(f) entonces para T = Yyer Rxy,

¢(T) = Y_R¢p'(xy) C Y Rxx

yeF XGUyeTSOP(¢71(Xy))
Luego
FUFY) ={x € X:9(xx) € T} € |J sop(¢™" (xy))
yeT
es finito. Se sigue que
XI=| I fFFYF<| I Nl=[m(f)xN| (3.6.10)

Felm(f) Felm(f)
De (3.6.9) y (3.6.10) se sigue que | X| < |Y|. Intercambiando los roles de Y y X,
obtenemos |Y| < |X|. Luego |X]| = |Y]. O
3.7. Maédulos sobre un producto de anillos

Sean n > 1y Ry,...,R, anillos. El grupo abeliano R = @} ; R; con el
producto coordenada a coodenada es un anillo. Para cada 1 < i < #, sea
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e; € R, (e;)j = 4;;. Notemos que

n
e € Z(R), ejej = (51',]'61‘, 1= Zei.
i=1

Sea M un R-mddulo; como ¢; € Z (R), e;iM C M es un R-submddulo. Como
eiej = 0;jej, e;m; = 6; jm; para todo m; € e;M. Sea 0 : @i, eiM — M la apli-
cacion candnica. Como Y 1" ; ¢; = 1, o es suryectiva. Ademas si (my,...,my,) €
Ker(o),

O=my+---+my = (Vi),0=e;(my +---+my) =m

Luego o es un isomorfismo, y por tanto M = @} ; ;M. Notemos ademds
que (1 —e;)e;M = 0y por tanto (1 — ¢;)R estd en el nacleo del morfismo de
anillos p; : R — Endz(e;M). Luego p; induce un morfismo R; = R/(1—¢)R —
Endy(e;M). En particular, ¢;M es un R;-médulo. Por otra parte si f : M — N
es un morfismo de R-médulos entonces f(e;M) = e;f(M) C e;, y el morfismo
inducido f : e;M — ¢;N es R;-lineal. Luego para cada R-médulo M podemos
asociar una n-upla

F(M) = (F(M)lr-- ~/F(M)n)/ F(M)i =e;M,

cuya i-ésima coordenada es un R;-médulo y cada morfismo f : M — N induce
una n-upla

F(f) = (fleoms - -+ fleum) » fem € homp, (e;M, e;N).
Reciprocamente, si (My,..., M,) es una n-upla tal que cada M; es un R;-

moédulo, entonces podemos ver también a cada M; como R-médulo via la
proyeccién 7; : R — R; y formar su suma directa

n
G(My,...,My) = P M,
i=1

Si (Nj,...,Ny) es otra n-upla tal que para cada i, Nj es un R;-médulo y f; €
homp, (M;, N;), entonces f; € homg(;M, ;N) y

n
G(fi,.- - fn) = @f, € homg(G(M),G(N))
i=1
Proposicién 3.7.1. Sean Ry,..., Ry anillos, R = @} ;R;, ¢ € homg(M,N) y
¢; € homg, (M;,N;),i=1,...,n. Sean F y G como arriba. Entonces
F(G(Ml,...,Mn>)i = Mi (Vl S i S 7’1) y

n
om : G(F(M)) = M,o(eymy, ..., epxmy) = Zeimi
i=1
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es un isomorfismo. Ademdis F(G(f1,...,fn))i = fi V1 < i < n y el siguiente
diagrama conmuta.

G(F(M) X~ M
f
G(F(N)) X~ N

<7
)
=
>

|

Demostracion. Ejercicio. O

3.8. Modulos proyectivos e inyectivos

Sean R un anillo y M un R-médulo. Decimos que M es proyectivo si hompg (M, —)
preserva epimorfismos y que M es inyectivo si hompg (—, M) manda monomor-
fismos en epimorfismos. En términos de diagramas, M es proyectivo si y s6lo
si para todo epimorfismo p : N — N” y todo morfismo f : M — N” existe un
morfismo f : M — N de modo que el siguiente diagrama conmuta

M (3.8.1)
s
s f l
N s N/I
P

Por otro lado M es inyectivo si y s6lo si para todo monomorfismo i : N’ — N
y todo morfismo ¢ : N’ — M existe un morfismo § : N — M de modo que el
siguiente diagrama conmuta

4M (3.8.2)
£
NN

Ejemplo 3.8.3. Todo R médulo libre es proyectivo. En efecto, si X es un con-
juntoy f : M — M” es un epimorfismo de R-médulos, entonces fX : MX —
(M™")X, fX(¢)x = f(¢x) es un epimorfismo. Por el Ejemplo 3.5.9, esto implica
que homg (R™X), —) preserva epimorfismos.

Proposicién 3.8.4. Sean R un anillo y P un R-médulo. Son equivalentes
i) P es proyectivo.
ii) Todo epimorfismo de R-médulos M — P es una retraccion.
iii) Existen R-médulos Q y L tales que L es librey P & Q == L.

Demostraciéon. Supongamos que P satisface i) y sea p : M — P es un epi-
morfismo. Aplicando (3.8.1) a f = idp, obtenemos que p es una retraccion.
Luego i)=ii). Se sigue de la Observacion 3.6.2 que ii)=-ii). Supongamos que
P satisface iii). Sean i : P — L la composicién de la inclusién P — P ® Q
y el isomorfismo P® Q = Ly i : L — P la composicién del isomorfismo
inverso L — P @® Q con la proyeccién P & Q — P. Notemos que woi = idp.
Sean p : M — M” un epimorfismo de R-médulos y f € homg (P, M”). Por el
Ejemplo 3.8.3 existe ¢ : L — M tal que pg = f7. Entonces f = g o satisface
pof = fomoi= f.Luego iii)=1i). O
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Ejemplo 3.8.5. Sea P un R-médulo. Por definicién P es finitamente generado
siy sélo si existen un R-médulo libre finitamente generado L y un morfismo
suryectivo 7t : L — P. Si P es proyectivo, entonces P & Ker(7r) = L, por el
Ejercicio 3.5.23. Luego por la Proposicion 3.8.4, P es proyectivo y finitamente
generado si y sélo si existe Q tal que L = P @ Q es libre finitamente generado.
Por el Lema 3.5.18 esto equivale a que exista e € Idem(Endg(L)) tal que
Im(e) = P.

Sean R un anillo y n > 1. En lo que sigue, escribiremos
Idem,(R) = Idem(MyR).

Ejercicio 3.8.6. Sean R un anillo, n,m > 1e € Idem, Ry f € Idem,, R. Probar
que los R-médulos a derecha eR” y fR™ son isomorfos si y s6lo si existen
A€ MyxnRy B € MyxmR tales que fA=A=Ae,eB=Bf =B, AB=fy
BA = e. Sugerencia: utilizar el Teorema 3.2.1 y el isomorfismo (3.5.16).

Ejercicio 3.8.7. Sea Q un R-médulo. Probar que son equivalentes
i) Q es inyectivo.

ii) Todo monomorfismo de R-médulos Q — M es una seccién.

Ejercicio 3.8.8. Sea Q un R-mdédulo y sean Qp, Q; submédulos tales que Q =
Qo @ Q1. Entonces Q es inyectivo si y s6lo si Qp y Q1 lo son.

Teorema 3.8.9. Sean R un anillo y Q un R-médulo a izquierda. Son equivalentes
i) Q es inyectivo.

ii) Para todo ideal a izquierda A C Ry todo morfismo de R-médulos f : A — Q existe
x € Q tal que para todo a € A, f(a) = ax.

Demostracion. Por el Ejemplo 3.1.16, dar un elemento x € Q equivale a dar un
morfismo de R-médulos g : kR — Q. La condicién ii) equivale a pedir que
todo f € hompg (2, Q) se extienda a un morfismo / : gRR — Q. Por definicién,
Q es inyectivo si y sélo si toda vez f : M’ — Q es un morfismo de R-médulos
yj: M C M es un monomorfismo de R-médulos, entonces existe un mor-
fismo h : M — Q de modo que hoj = f. Por tanto i)=-ii). Reciprocamente,
supongamos que que Q satisface ii). Sean f : M’ — Q vy j: M — M mor-
fismos de médulos, con j inyectivo; queremos probar que existe h : M — Q
tal que hoj = f. Sea X el conjunto formado por todos los pares (N, g) donde
j(M") € N C M es un subméduloy ¢ : N — Q es un morfismo R-lineal
tal que goj = f.Si (Ny,81) y (N2, §2) € X, ponemos (N, g1) < (Na, g2) si
N; C N2y (82))n; = 81- Notemos que < es un orden parcial en X. Si C C X es
una cadenay P = Uy g)ec N, entonces existe una tnica funcion 1 : P — Q, tal
que para todo (N, g) € C, hjy = g; es un ejericio verificar que & es un morfis-
mo R-lineal. Luego por Zorn, X tiene un elemento maximal (9, /7). Queremos
ver que M = M. Seanx € M\ My N =Rx+M.Seal = {a € R:ax € M};
notemos que I es un ideal a izquierda. Ademds, por definicién,

RxN<M = Ix.
Luego el morfismo

M Rx — N, (m,ax) — m —ax (3.8.10)
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es suryectivo con nucleo {(ax,ax)[a € I}.SiI =0, M =Rx & M. Sea p: N —
9 la proyeccion, entonces (M, h) < (N, hop) € X, luego por maximalidad de
(M, h), 9= My por tanto x = 0. Supongamos entonces que I # 0. Entonces
por ii) aplicado al morfismo I — Q, a — h(ax), existe g € Q tal que para
todo a € I, aqg = h(ax). El morfismo ¢ : M & Rx — Q, ¢(m,bx) = h(m) — by
satisface {(ax,ax) = 0 para todo a € I. Luego por el Teorema 3.3.4 aplicado
al morfismo (3.8.10), existe un tnico morfismo ¢ : 9 — Q tal que ifhm =hy

&(x) = q. Pero entonces (M, &) € X, luego x € M. O

Corolario 3.8.11. Sean R un anillo conmutativo y Q un R-médulo. Consideremos
los dos enunciados siguientes.

i) Q es inyectivo.
ii) Para todo x € Q y todo a € R\ {0}, existe y € Q tal que x = ay.

Si R es un dominio, entonces i)=>ii). Si ademds R es principal, vale también que
ii)=1).

Demostracion. Sea L, : R — R la multiplicacién a izquierda por a € R. En
virtud del Ejemplo 3.1.16, la condicién ii) equivale a decir que para todo mor-
fismo f: R - Qytodoa € R\ {0}, existeg: R — QtalquegoL, = f.SiRes
un dominio y a # 0, L, es inyectivo. Luego se sigue de la definicién de médu-
lo inyectivo que i)=-ii). Notemos ademads que si R es dominio, L; : R — aR
es un isomorfismo. Por tanto pedir que Q satisfaga la condicién ii) equivale a
pedir que satisfaga la condicién ii) del Teorema 3.8.9 para todo ideal principal
2. Si R es principal, esos son todos los ideales, luego en ese caso ii)=i), por el
Teorema 3.8.9. O

Un médulo Q sobre un dominio conmutativo R se dice divisible si satisface
la condicién ii) del Corolario 3.8.11.

Corolario 3.8.12. Sean R un dominio principal, y {Q; : i € I} una familia de
R-médulos inyectivos. Entonces @;c; Q; es inyectivo.

Demostracion. Se sigue del Corolario 3.8.11 y de que la condicién ii) de dicho
corolario se preserva por sumas directas. O

Corolario 3.8.13. Sean R un dominio conmutativo y Q un R-médulo. Si Q # 0 es
inyectivo, entonces Anng Q = 0.

Demostracion. Supongamos que Anng Q contiene un elemento d # 0. Sea x €
Q; por el Corolario 3.8.11, existe y € Q tal que x = dy = 0. Luego Q = 0, que
es una contradiccién. O

Ejemplos 3.8.14.

i) Sean R un anillo conmutativo f : Q — M un epimorfismo de R-médulos.
Notemos que si Q satisface la condicién ii) del Corolario 3.8.11, M también la
satisface. Si ademds R es un dominio principal, Q y M son inyectivos, por el
Teorema. Asi, por ejemplo, Q, y mds en general, cualquier Q-espacio vectorial,
es un Z-moédulo inyectivo, lo mismo que cualquier cociente de un Q-espacio
vectorial por un subgrupo. En particular, Q/Z = G es inyectivo.
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ii) Veamos que si p es primo, entonces Gy~ = [J,>1 Gpr €s un Z-médulo inyec-
tivo. En efecto, sean w € Gy, p" = ord(w), m = p'hconr >0y (p: h) = 1.
Sea 7 € C* tal que 5”" = w; entonces 7 € Gprin. Como (p : h) =1, el en-

h

domorfismo de G,r+» que manda x — x" es un automorfismo. En particular

existe { € Gprn tal que &" =1 y por tanto " = w.

iii) Los Z-médulos R+, S* y C* satisfacen la condicién ii) del Corolario 3.8.11,
y por tanto son inyectivos.

iv) Sea k un cuerpo. Por el Ejemplo 2.3.11, k[x]| es un dominio principal. Por el
Corolario 3.8.11, el anillo k(x) = {f/g: f,g € k[x],g # 0} es un k[x]-mé6dulo
inyectivo y por el primer ejemplo de arriba, también lo es k(x)/k[x].

3.9. Maddulos simples, médulos indescomponibles

Sean R un anillo y M un R médulo. Decimos que M es simple si tiene
exactamente dos submédulos; 0 y M. Decimos que un submédulo S C M es
complementado si existe un submédulo T tal que S @ T = M. Por ejemplo, 0 y M
son complementados. Decimos que M es indescomponible si tiene exactamente
dos submédulos complementados.

Observacion 3.9.1. Un médulo a izquierda M sobre un anillo R es simple si y
s6lo si M # 0y Rm = M para todo m € M\ {0}.

Ejemplos 3.9.2.

i) Un grupo abeliano es simple si y sélo si es isomorfo a Z/pZ para algtn
primo p. Un grupo ciclico C de orden n es descomponible si y sélo si n se
puede escribir como n = nyny con ny,ny > 2y (ny : np) = 1. Luego C es
indescomponible si y sélo si n una potencia de un primo.

ii) Sean V # 0 un C-espacio vectorial de dimensién finitay T : V — V es un
endomorfismo C-lineal. Consideremos a V como k[x]-espacio vectorial como
en el Ejemplo 3.1.5 v). Entonces T tiene un autovector, v, y kv C V es un
k[x]-submédulo no nulo. Se sigue que V es un k[x]-mdédulo simple si y s6lo si
dim¢ V = 1. Sea B C V una base tal que la matrix A = [T]y sea de Jordan.
Entonces V es indescomponible si y s6lo si A consiste de un solo bloque de
Jordan

iif) Sea R un anillo. Entonces por la Observacioén 3.9.1, R es simple si y s6lo
si todo elemento no nulo de R tiene inversa a izquierda y esto ocurre si y sélo
si R es un anillo de division.

iv) Sean k un cuerpo, G un grupo y n > 1. Por el Ejemplo 3.1.13, dar una
estructura de k[G] médulo en k" equivale a dar un morfismo de grupos
p : G — GLy (k). Con esta estructura, k[G] es simple si y s6lo si no hay subes-
pacios S ¢ {0,k"} que sean estables simultdneamente por todas las transfor-
maciones p(g) (§ € G). Esto sucede, por ejemplo, si n = 1. Las estructuras
de k[G]-médulo en k corresponden a los morfismos G — GLq(k) = k*, o lo
que es lo mismo, a los morfismos G, = G/[G,G] — k*. Por lo visto en el
Ejemplo 3.1.13, si p, 4 € hom(G, k*) entonces las estructuras de k[G] médulo
en k inducidas por p y u son isomorfas si y sélo si p = p.
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Sean R un anillo, M un R-médulo y N € M un submédulo. Decimos que
N es maximal si N y M son los tinicos submddulos de M que lo contienen.

Lema 3.9.3. Sean R un anillo M un R-médulo y N C M un R-submédulo propio.
Entonces M/ N es simple si y sélo si N es maximal.

Demostracion. Inmediata de la definicién de médulo simple y la Proposicién
3.3.1. O

Corolario 3.9.4. Un R-mddulo a izquierda M es simple si y sélo si existen un ideal
a izquierda maximal 9 C R y un isomorfismo de R-médulos gR /9 = M.

Demostracion. Si M = rR/9t, M es simple por el Lema 3.9.3. Si M es simple,
entonces es ciclico, por la Observacién 3.9.1. Si Rx = M, entonces €y : RR —
M, a — ax es un morfismo suryectivo. Luego M = rR/Ker(ey) y Ker(ey) es
maximal, de nuevo por el Lema 3.9.3.

Observacion 3.9.5. La demostraciéon del Corolario (3.9.4) nos dice que si M
es simple, entonces para cada x € M\ 0, el ideal a izquierda Anng(x) es
maximal. Por lo visto en la Observacién 3.1.6, si R es conmutativo, Anng(x) =
Anng(M). En general, Anng (M) = (,ep Anng(y) C Anng(x) y la inclusién
puede ser estricta. Por ejemplo sin > 1y D es de divisién el ideal a izquierda
I € M;D de la Observaciéon 3.1.6 es simple (e.g. por el Teorema 3.2.1) y
Annyy, p(I1) = 0 no es maximal si n > 2.

Observacion 3.9.6. Sea R un dominio conmutativo, Q un R-médulo inyectivo e
I = Anng(Q). Por el Corolario 3.8.13, I = 0. Si ademds Q es simple, entonces
I es maximal, por el Corolario 3.9.4 y la Observacién 3.9.5, y por tanto R es
un cuerpo. En otras palabras si R es un dominio conmutativo que no es un
cuerpo, entonces ningtin R-médulo inyectivo puede ser simple.

Ejemplo 3.9.7. Sean R un dominio principal y M un R-médulo. Entonces por
el Corolario 3.9.4 y el Ejemplo 2.4.18, M es simple si y sélo si existe f € R
irreducible tal que M = R/ fR.

Proposicion 3.9.8. Sean R un anillo y M # 0 un médulo finitamente generado y
S € M un submddulo. Entonces M tiene un submédulo maximal N tal que N O S.

Demostracion. {x1,...,x,} C M un sistema de generadores finito. Por el Lema
de Zorn, basta ver que si C es una cadena de submoédulos propios de M que
contienen a S entonces L = Jgce K # M. Supongamos que L = M. Entonces
X1,...,Xn € L, y por tanto para cada 1 < i < n existe K; € C tal que x; € K;;
luego Ly = UL K; € C y es un submédulo que contiene a Y/ ; Rx; = M, lo
que es absurdo, ya que M ¢ C. O

Corolario 3.9.9. Existen un médulo simple S y un epimorfismo f : M — S.
Demostracion. Se sigue de la Proposicién 3.9.8 y del Lema 3.9.3 O

Observacion 3.9.10. Decimos que un R-médulo es noetheriano si toda cadena
de submédulos tiene un elemento maximo y que es artiniano si toda cade-
na de submodulos tiene un elemento minimo. Un médulo tiene longitud fi-
nita si es a la vez noetheriano y artiniano. Notemos que un médulo noethe-
riano es necesariamente finitamente generado. Por ejemplo si k es un cuerpo,
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k — Z(R) C R es una k-élgebra y M es un R-médulo tal que dimy M < oo,
entonces M tiene longitud finita. Si R es un anillo y M es un R-médulo de
longitud finita, aplicando el corolario 3.9.9 iteradamente, obtenemos una ca-
dena finita de submédulos 0 C M, € M,, 1 C - C M1 C My = M
tal que S; = M;/M; 1 es simple para todo i. Si bien la cadena anterior no
es Unica, el teorema de Jordan-Holder ([1, Proposition 4.2.16]) dice que si
{M;:0<1i<n'} es otra cadena con S; = M;/ M, simple, entonces n’ = n'y
existe una permutaciéon ¢ € S, tal que para todo i S, (;) = S!. En forma similar,
si M es de longitud finita, aplicando reiteradamente la definicién de médulo
descomponible, obtentemos una familia finita de médulos indescomponibles
Li,..., Iy talesque M = I; @ - - - @ Iy,. El teorema de Krull-Schmidt ([2, Seccién
3.4]) nos dice que si I{, R ,’n, es otra familia de submédulos indescomponi-
bles tal que M = I} @ --- ® I’ , entonces m = m’ y existe una permutacion
T € Sy, tal que para todo i, My(;) = M.

Lema 3.9.11. [Lema de Schur] Sean R un anilloy f : M — N un motrfismo de R
médulos. Supongamos que M y N son simples. Si f # 0, entonces f es un isomorfis-
mo.

Demostracion. Sean K = Ker(f) y L = Im(f). Entonces f = 0 <= K =
M <= L = 0. Dado que M y N tienen exactamente dos submoédulos
cada uno, si f # 0, K tiene que ser 0 y L tiene que ser N. Luego f es un
isomorfismo. O

Corolario 3.9.12. Si M es simple, entonces Endg (M) es un anillo de divisién.

Lema 3.9.13. Sean R un anillo y M un R-médulo. Entonces M es indescomponible
si y sélo si Idem(Endg(M)) = {0,1}.

Demostracion. Inmediato del Lema 3.5.18. O

Observacion 3.9.14. Se sigue del Lema 3.9.13 y de la Proposicién 2.4.33 que si
k es un cuerpo, k — Z(R) — R es una k-dlgebra y M es un R-médulo tal que
dimy M < oo, entonces M es indescomponible si y s6lo si Endgr M es local, y
en ese caso, todo endomorfismo de M es o bien nilpotente o bien biyectivo.

3.10. Moédulos semisimples

Lema 3.10.1. Sean R un anillo, M un R-médulo y {S; : i € I} una familia no vacia
de submodulos simples de M tales que Y ;c; S; = M. Entonces existe | C I tal que

Demostracion. Sea X = {K C I : Y rcx Sk = @Brek Sk} Notemos que {i} € X
para todo i € I. En particular, X # . Notemos que X estd parcialmente
ordenado por inclusién. Es un ejercicio verificar que la unién de una cadena
de elementos de X estd en X. Luego por Zorn, X tiene un elemento maximal
J. Sea N = @jc; Sj; queremos ver que N = M. Si no, tiene que existir i € |
tal que S; no estd contenido en N; en particular, i ¢ |. Como S; es simple, se
sigue que NN'S; = 0, y por tanto S; + N = S; @ N, por que que JU {i} € X,
absurdo. O

Proposicién 3.10.2. Sean R un anillo y M un R-médulo. Son equivalentes:
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i) Existe una familia {S; : i € I} de submédulos simples de M tal que Y ;c; S; = M.
ii) Existe una familia {S; : j € J} de submddulos simples de M tal que @;c; Sj = M.
iii) Para todo submédulo N C M existe un submédulo P C M tal que N & P = M.

Demostracion. Por el Lema 3.10.1, i)=-ii). Es claro que ii)=-1). Supongamos que
ii) se satisface y sea N C M un submédulo. Queremos probar iii); si N C M,
tomamos P = 0. Si no, sea m : M — Q = M/N la proyeccién; para cada i,
la restriccién de 7t a S; es o bien 0, en cuyo caso S; C N o bien inyectiva (en
cuyo caso S;MN =0).SeaK={ie€:5NN =0};como NC M, K #Q
y Q = Ykex 7(Sk). Por el Lema 3.10.1, existe | C K tal que Q = @j¢; 7(S;)-
Luego 7 restringido a P = @jc; Sj es un isomorfismo; sea f; su inversa;
componiendo f; con la inclusién P C M, obtenemos un morfismo f : Q — M
tal que 1f = idg. Luego M = N @ P, por Lema 3.5.20 (ver (3.5.21)). Luego
ii)=-iii). Resta probar que iii)=i). Sea My la suma de todos los submédulos
simples de M. Si iii) se satisface, existe N tal que My @ N = M. Supongamos
que N # 0; sea 0 # x € N. Por la Proposicién 3.9.8, Rx posee un submédulo
maximal 2t C Rx. Por iii) existe un submédulo P C M tal que M S P = M.
Sia € Rentonces ax = m+pconm € M, p € S := PN Rx. Se sigue que
Rx =M@ S, y por tanto S = Rx /M es simple. Hemos probado que si N # 0
entonces contiene un submédulo simple; pero NN My = 0y My contiene a
todos los submédulos simples de M, luego N = 0y M = My satisface i). O

Decimos que un médulo M es semisimple si cumple las condiciones equi-
valentes de la Proposicién 3.10.2.

Observacion 3.10.3. Por definicién, todo médulo simple es no nulo. Sin em-
bargo el médulo 0 es semisimple, ya que es la suma de la familia vacfa de
moédulos simples.

Corolario 3.10.4. Si M es semisimple y N C M es un submédulo, entonces N y
M/ N son semisimples, y la sucesién exacta

0O—+-—N—->M-—>M/N-—=0

se parte.

Demostracion. Si M =) ;c; S; con S; simpley 7w : M — M/ N es la proyeccién,
M/N =Y ;c; 7(S;). Como S; es simple, p(S;) es simple o nulo. Luego M/N
satisface la condicién i) de la Proposicién 3.10.2 y por tanto es semisimple.
Ademads, como M satisface iii), existe un submédulo P C M tal que M =
N @ P. Luego N = M/P es semisimple. O

Sea R un anillo y sea
Simp(R) = {RR/9M : M maximal}.

Sea 2 la relacién de isomorfismo entre R-médulos a izquierda y Simp(R)/ =
el conjunto cociente. Un conjunto de representantes de R-mddulos a izquierda sim-
ples de R es un subconjunto S C Simp(R) tal que la proyeccién al cociente
induce una biyeccién & — Simp(R)/ =. Por el Corolario 3.9.4 para cada R-
modulo a izquierda simple S existe un tnico ideal a izquierda maximal 9t C R
tal que R/M e Sy S=R/M.
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Teorema 3.10.5. Sean R un anillo, S un conjunto de representantes de R-médulos
simples y M un R-médulo semisimple. Entonces para cada S € S existe un conjunto
I(S) tal que M = @gesS'S). Si M = @ges S!S entonces |J(S)| = |1(S)]
vseS.

Demostracion. Como M es semisimple, existen un conjunto I y una familia de
submoédulos simples S; C M i € I tal que M = @;; S;. Para cada i € I existe
un tnico f(S;) € S tal que S; = f(S;). Paracada S € S, sea I(S) = f~1({S}).

Entonces
M= @ @ S; = @ g(I(8))

SeSiel(S) Ses

Notemos que, por el Lema de Schur (3.9.11) paracada S € S, D(S) = Endg(S)
es un anillo de divisién; usando ademads la Proposicién 3.6.3, tenemos un
isomorfismo de D(S)-médulos

homg (S, M) = D(8)'(%).

Del mismo modo, si M = @5 SU(5)), tenemos que para cada S € S,

homg (S, M) = D(S)U() como D(S)-médulos. Luego los D(S)-médulos
D(8)!5) y D(S)/8) son isomorfos. Por el Teorema 3.6.8, I(S) es infinito si y
s6lo si J(S) lo es, y en ese caso |I(S)| = |J(S)|. Sea D = D(S) y supongamos

que |I(S)| = ny |J(S)| = m; tenemos que ver que si D" = D™ entonces
n = m. Por simetria, basta probar que si B = {vy,...,v,,} C D" es una base,
entonces m < n. Sea £ = {ey,...,ey} la base canomca de D”, escribimos

U = Y1 aje;. Sea j tal que aj # 0; entonces e = a Lo — Z,?é] g, ie;. Luego
{e1, .. €1, 0m, €j, - - ,ey} es un sistema de generadores de D”. En particular,
podemos escribir vy,—1 = bow + Y2 bie;, y hay algin k # j tal que by #
0, pues de lo contrario B no serfa Li. Como antes, multiplicando por b, ly
pasando de miembro obtenemos que los ¢; con I ¢ {j, k} junto con vy, y vp—1,
forman un sistema de generadores de D". Iterando este proceso, llegamos a
que m < n, ya que de lo contrario B no seria l.i. O

3.11. Anillos semisimples

Un anillo R se dice semisimple a derecha si Rr es semisimple y se dice
semisimple a izquierda si gR lo es.
Teorema 3.11.1. [Artin-Wedderburn] Sea R un anillo. Son equivalentes
i) R es semisimple a derecha.
ii) Todo R-médulo a derecha es semisimple.
iii) Todo R-mddulo a derecha es proyectivo.
iv) Todo R-médulo a derecha es inyectivo.
v) Toda sucesién exacta corta (3.4.5) de R-médulos a derecha se parte.

vi) Existen v > 1, ny,...,n, > 1y Dy,..., D, anillos de divisién y un isomorfismo
de anillos R = @]_; My, D;

vii) R es semisimple a izquierda.
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Demostracion. i) <= ii): La direccién < es clara. Veamos =; como Ry es
semisimple, cada R-mé6dulo a derecha libre lo es. Por la Observacién 3.6.2 todo
R-modulo a derecha es cociente de un libre a derecha, luego es semisimple por
el Corolario 3.10.4.

ii) <= v) Inmediato del Corolario 3.10.4.

iii) <= iv) <= v) Inmediato del Ejercicio 3.5.22.

i)=vi) Por el Corolario 3.6.4 y el Teorema 3.10.5, existen finitos Sy,...,S;
no isomorfos 2a 2y ny,...,n, tales que Rg = @]_; S;". Por el Ejemplo 3.1.17
y el Lema de Schur 3.9.11, D; = Endg(S;) es un anillo de divisién y hay un
isomorfismo de anillos R = Endg (Rgr) = @j_; My, D;.

vi)= i) Sea S = @]_; My, D;; basta ver que S cumple i). Por la Proposicion
3.7.1 dar un S-médulo a derecha equivale a dar una r-upla (Mjy, ..., M,) con

M; un M, D;-médulo a derecha para cada i. Por el Teorema 3.2.1, todo My, D;-

médulo es suma directa de copias de T; = (Di)g"i, y éste es un My, D;-

moédulo a derecha simple. Luego todo S-médulo a derecha es suma directa de
copias de Ty, ..., Ty; en particular, S es semisimple a derecha.

vi) <= vii) Observemos que, por el Ejemplo 2.3.2 R°P = @!_; M, (D;®).
Ademas D?p es un anillo de divisién. Vemos asi que vi) <= vii) se sigue de
vi)=-i) aplicado a R°P. O

Corolario 3.11.2. Sea R un anillo semisimple. Entonces R es simple en el sentido de
la Seccién 2.3 siy solo si existen un anillo de division D y n > 1 tales que R = M,,D.

Demostracion. Se sigue de vi) del Teorema 3.11.1 y del hecho de que si Ay, ..., A,
son anillos, entonces A; <1 @j_; A;. O

Observacion 3.11.3. Vemos en la demostracion del Teorema 3.11.1 que si Rg =
S’fl @®---@Sticonny,...,ny,>1,5,...,5 simplesy S; % Sjsii # j, entonces
{S1,...,5;} es un conjunto completo de representantes de R-médulos a dere-
cha simples y que si D; = Endg(S;), entonces R = @]_; My, D;. En particular
un anillo semisimple tiene un ndmero finito r de clases de isomorfismo de
modulos simples, y mds atn, por el Ejercicio 2.1.6, su centro es un producto
de  cuerpos.

Proposicién 3.11.4. Sean k un cuerpo y 1 : k — Z(D) C D una k-dlgebra que es
anillo de divisién y tal que dimy D < oo. Si k es algebraicamente cerrado, entonces
dimy D = 1. En particular, 1(k) = Z(D) = D.

Demostracion. Para cada a € D sea L, € Endi(D), Ly(x) = ax. Sea f = x, €
k[x] el polinomio caracteristico de L,. Notemos que d = dimy D = gr(f).
Como k es algebraicamente cerrado, f se factoriza linealmente en k[x] como
f =TIi_1(x — A;)% con «; > 0 para todo i y d = }7_; &;. Pero para cada i,
L, — Aiidp = L;_,(),) tiene ntcleo no trivial. Luego tiene que ser 1 = r y
a = 1(A1); en particular ((k) = D y por tanto d = 1. O

Proposicién 3.11.5. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado y k — Z(R) C R
una k-dlgebra de dimension finita. Entonces R es semisimple si y sélo si existe un
isomorfismo de k-dlgebras R = @_, My k. En ese caso R tiene exactamente r =

dimy Z(R) clases de isomorfismo de médulos simples.

Demostracion. Se sigue de la parte i) <= vi) del Teorema 3.11.1, la Proposicién
3.11.4 y el Ejercicio 2.1.6. O
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Teorema 3.11.6. [Maschke] Sean k un cuerpo y G un grupo finito tal que |G| es
inversible en k. Entonces k[G]| es semisimple.

Demostracién. Probaremos que k[G] cumple la condicién ii) del Teorema 3.11.1.
Para ello basta ver que todo k[G]-m6dulo M cumple la condicién iii) de la Pro-
posicién 3.10.2. Sea N C M un k[G]-m6dulo; como k es semisimple, existe 77 €
End; M idempotente tal que Im(71) = N. Sea p : k[G] — Endx (M), p(a)(m) =
a-m. Para cada g € G, p(g) € Auty(M), y ad(p(g)) € Autg(Endy(M)). El
morfismo y : G — Auty(Endi(M)), ¢ — ad(p(g)) induce una estructura de
k[G]-mé6dulo en Endy(M), tal que si ¢ € Gy f € Endg(M), (g f)(m) =
¢(f(g7'm)). Notemos que un endomorfismo k-lineal f : M — M es k[G]-
lineal siy sélosi g- f = f para todo g € G. Sea g € Idem(k[G]) como en el
Ejemplo 2.1.15, entonces q> = gy g9 = q Vg € G. Luego q- f € Endyg (M)
para todo f € Endy(k[G]). En particular, e = g - v es k[G]-lineal. Ademads si

me M,
e(m) = (1/1G]) 1 g(lg~"m) € KIGIN =N.
g€

Luego Im(e) C N. Por otro lado, sim € N, g~!'m € Ny por tanto grt(g~'m) =
¢(g7tm) = m, de lo que se sigue que e(m) = m. Esto prueba que ¢ es idempo-
tente y que Im(e) = N; luego M = N @ Ker(e) y Ker(e) es un k[G]-submédulo
pues e es k[G]-lineal. O

En la proposicién siguiente, relacionamos el centro de k[G] con las clases
de conjugacién de G, definidas en el Ejemplo 1.7.10.

Proposicion 3.11.7. Sean k un anillo conmutativo y G un grupo finito. Sean Cq, ..., C,
las clases de conjugacion de G. Sea v; = Y occ,§ € k[G]. Entonces Z(k[G]) =

Demostracion. Notemos que como sop(v;) = C;y C;NC; = @ para i # j,
{v1,...,v;} esli., y por tanto Z := Y|, kv; = @]_; kv;. Ademds un elemento
X =Y peg Anh estd en Z(k[G]) siy s6lo si conmuta con todos los elementos de
G, o lo que es lo mismo, si y s6lo si gxg~! = x para todo g € G. Pero

Y Aughg ™t =Y Agyh
heG heG

Luego gxg~! = x para todo g € G si y sélo si Agng—1 = Ay para todo g, h € G,
y esto equivale a que x € Z. Luego Z = Z(k[G]), como queriamos demostrar.
O

Corolario 3.11.8. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y G un grupo finito tal
que |G| es inversible en k. Entonces el niimero de clases de isomorfismo de k[G]-
médulos simples es igual al niimero de clases de conjugacion de G.

Ejemplo 3.11.9. Sea G un grupo finito. Si G es abeliano, entonces tiene |G|
clases de conjugacién y C[G] es conmutativo. Luego C[G] = CICl. Bajo este
isomorfismo, las |G| clases de médulos simples estdn representadas por las
|G| proyecciones coordenadas Cl¢l — C. Como vimos en el Ejemplo 3.9.2 iv),
para G no necesariamente conmutativo, las clases de isomorfismo de C[G]-
modulos de dimensién 1 sobre C corresponden a los morfismos G,, — C*,
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o lo que es lo mismo, a C[G,p]-médulos de dimensién 1. Es decir que, por
lo que acabamos de ver, el namero de tales médulos es |Gp,|. Por otro la-
do, sabemos del Ejemplo 3.9.2 iv) que los médulos correspondientes a dos
morfimos p,u : Gy, — C* son isomorfos si y sélo si son iguales. Luego
|Gap| = |homy(Gyp, C*)|. Notemos ademds, que como G es finito, la ima-
gen de cualquier morfismo Gy, — C* cae en Ge, luego también se tiene
| homz (Gab, Geo)| = |Gab|-

Ejemplo 3.11.10. Sea Dy = {R/S¥:0<j < 3,0 <k <1} el grupo diedral. Las
clases de conjugacién de Dy son 5: {1}, {R?}, {S,R?S}, {R,R3}, {SR,SR3}.
Luego las clases de isomorfismo de C[D4]-médulos simples son 5, por el Coro-
lario 3.11.8. En virtud del Ejemplo 3.11.9 y dado que (Dy),, = Z/2Z & Z/2Z,
4 de aquéllas 5 clases corresponden a mddulos de dimensién 1 sobre C. Por
otra parte, la inclusién Dy C O, C Uy C GLy(C) nos da un C[Dy]-médulo
M de dimensién 2. Veamos que M es simple, y por tanto completa una lista
de representantes de C[D4]|-médulos simples. Si no lo fuera, habria un subes-
pacio de dimensién 1 de C? estable simultdéneamente por R y S, es decir, un
autovector comtn a ambos. Recordemos que

0 -1 0 1
=[] =)
Las 2 rectas estables por R son C(i,1) y C(—i,1); las estables por S son C(1,1)

y C(1,—1). Luego R y S no tienen autovectores comunes, y por tanto M es
simple.
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Capitulo 4

Dominios principales

En este capitulo R serd frecuentemente un dominio de ideales principales,
que abreviaremos DIP.

4.1. Médulos libres, torsién

Teorema 4.1.1. Sean R un DIP, n > 1, L un R-mddulo libre de rango n y M C L
un R-submoédulo. Entonces M es libre de rango < n.

Demostracion. Sea B = {x1,...,x,} base de L y sean L; = (xq,...,x;) y M; =
M N L;. Notemos que M, = M. Tenemos M; C Rxj; sea ¢ : Rxg = R,
¢(ax1;) = a; como R es DIP, existe f € R tal que ¢(M;) = fR. Luego M;
es libre de rango < 1. Supongamos inductivamente que n > i > 1 y que
M;_1 es libre de rango < i — 1. Consideremos la i-ésima funcién coordenada
¢:L— R, ¢(Ti; ajxj) = a;.Sea I = ¢(M;); como ¢ es morfismo de médulos,
I << R. Como R es DIP, hay f € R tal que I = fR, luego I es libre de rango
< 1y por tanto proyectivo. Entonces la sucesién exacta

0O—-M,_1—-M—=>1—0
se parte, luego M; = M;_; @ I eslibre derango <i—1+1=1i. O

Observacion 4.1.2. Recordemos que un médulo M sobre un anillo R se dice
noetheriano si todo submédulo de M es finitamente generado, o equivalente-
mente si toda cadena de submdédulos tiene un elemento maximo. Un anillo R
se dice noetheriano (a izquierda) si todo R-médulo (a izquierda) finitamente
generado es noetheriano. Si

0—-M—-M—-M"—0

es una sucesioén exacta de R-médulos, entonces M es noetheriano si y sélo si
M’ y M” lo son. En particular la suma directa de finitos R-m6dulos noethe-
rianos es de nuevo noetheriano. Dado que cada cociente de un médulo noet-
heriano es noetheriano y que todo médulo finitamente generado es cociente
de un moédulo libre finitamente generado, se sigue que R es noetheriano a
izquierda si y s6lo si gR es noetheriano. En particular, un DIP es un anillo
noetheriano.

79
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Sean R un anillo, M un R-médulo a izquierda y x € M. El anulador de x es
Anng(x) = {a € R:ax =0}

Notemos que Anng(x) C R es un ideal a izquierda. Decimos que x es de
torsion si Anng(x) # 0. Supongamos ahora que R es un dominio conmutativo.
En este caso definimos la torsion de M como

tors(M) = {x € M| Anng(x) # 0}.

Es claro que 0 € tors(M). Como R es conmutativo, si x € My ¢ € R,
Anng(cx) D Anng(x). Luego tors(M) es cerrado bajo producto por elemen-
tos de R. Como ademds R es dominio, si x,y € tors(M) y a € Anng(x),
b € Anng(y) son no nulos, entonces 0 # ab € Anng(x +y), luego tors(M)
también es cerrado por sumas. Luego tors(M) es un R-submédulo de M.
Decimos que M es de torsion si tors(M) = M y que es libre de torsion si
tors(M) = 0.
Observacion 4.1.3. Sean R un dominio conmutativo, M un R-médulo y {x; :
i € I} C M un sistema de generadores. Un elemento a € R estd en Anng (M)
siy s6lo si ax; = 0 para todo i € I. Por tanto

Anng(M) = (] Anng(x;).
i€l
En particular,
Anng(x) = Anng(Rx).

Lema 4.1.4. Sean R un dominio conmutativo y M un médulo finitamente generado.
Entonces M es de torsion si y sélo si Anng(M) # 0.

Demostracién. Como Anng(M) C Anng(x) para todo x € M, si el anulador es
no nulo, M es de torsién. Reciprocamente, supongamos que M es de torsién.
Sea {x1,...,x,} un sistema de generadores de M. Paracada1l <i < n,sea0 #
a; € Anng(x;); entonces 0 # a = a; - - -a, € Nj-; Anng(x;) = Anng(M). O

Ejercicio 4.1.5. Sean R un dominio conmutativo 'y {M; : i € I} una familia de
R-moédulos.

i) Probar que tors(P;c; M;) = @;c; tors(M;).

ii) Sea p > 0 un nimero primo. Probar que el grupo abeliano [1;,_; Z/p"Z no

es de torsion.

Lema 4.1.6. Sean R un dominio conmutativo y M un R-médulo. Entonces
My := M/ tors(M)
es libre de torsion.

Demostracion. Sea 1w : M — My la proyeccién. Sea y € Myg; como 7T es sur-
yectiva existe x € M tal que y = 71(x). El elemento y es de torsién si y sélo
si existe 2 € R\ {0} tal que 0 = 7(ax), es decir, hay a € R\ {0} tal que
ax € tors(M). Pero entonces hay b € R\ {0} tal que 0 = b(ax) = (ba)x; luego
0 # ba € Anng(x) y por tanto x € tors(M), lo que implica que y = 0. O
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Teorema 4.1.7. Sean R un DIP y M un R-médulo finitamente generado. Entonces
M es libre de torsién si y sélo si M es libre.

Demostracion. Como R es dominio, tors(R) = 0y por tanto cualquier R médu-
lo libre es libre de torsién por el Ejercicio 4.1.5. Supongamos ahora que M es
finitamente generado y libre de torsién. Sea Y = {y1,...,y»} C M un sistema
finito de generadores. Entonces el conjunto ) de todos los subconjuntos 1.i. de
Y es no vacio (pues @ € 2)), y como Y es finito, ) tiene un elemento maximal
B.Sea N = (B); si N = M, M es libre. Supongamos que no; entonces 8 C Y.
Sin pérdida de la generalidad, B = {y1,...,ym} para algin 1 < m < n. Pa-
racadam < i < n, BU{y;} es Ld. y por tanto existe a; € R\ {0} tal que
a;y; € N.Seaa = []iL, . a;; entonces aM C N es libre por el Teorema 4.1.1.
Como M es libre de torsion y a # 0, M — aM, x — ax es un isomorfismo.
Luego M es libre. O

Observacion 4.1.8. La demostracion del Teorema 4.1.7 muestra que si M es libre
de torsion y Y = {y1,...,¥n} C M es un sistema de generadores, entonces M
es libre y su rango es igual al ntimero de elementos de cualquier subconjunto
Li. maximal de Y. En particular, este nimero no depende del subconjunto ..
maximal de Y elegido. Lo que no prueba la demostracién es que un tal sub-
conjunto de Y sea una base de M. Por ejemplo, Y = {6,10,15} es un sistema
de generadores de Z; cada uno de sus elementos forma un subconjunto l.i.
maximal, pero ninguno de ellos genera todo Z.

Corolario 4.1.9. Si R es un DIP y M es un R-médulo finitamente generado, entonces
existe n > 0 tal que M = tors(M) @& R".

Demostracion. Por el Teorema 4.1.7, My es libre y finitamente generado. Luego
existe n > 0 tal que My = R", y por tanto M = tors(M) @ R". O

Ejercicio 4.1.10. Sean R un dominio conmutativo, M;, My médulos de torsién
y ny, 1y > 1. Probar que M1 @ R™ = M, & R"2 siy sblo si M1 = My y ny = ny.

4.2. Factorizaciéon en dominios principales

Sean R un dominio conmutativo y a € R\ (R* U {0}). Una factorizacion
irreducible de a consiste de enteros v > 1, ny,...,n, > 1y elementos u € R* y
p1,--.,pr € Rirreducibles tales que p;R # p;R si i # j y de modo que

a=upt---pp.

Decimos que otra factorizacion irreducible a = vg|"! - - - 5" es equivalente a la
anterior sis = ry existe una permutacion ¢ € &, tal que para todo 7, g; = py(;)
y mi = Ny

Observacion 4.2.1. Sean R un dominio, v € R*, f1,..., fu elementos irredu-
cibles y a = vf1--- f,. Veamos a posee una factorizacién irreducible. Sea
P C {f1,..., fn} suconjunto maximal entre los que verifican que si p,q € P en-
tonces Rp # Rq. Sea r = |P|; sin pérdida de la generalidad, podemos suponer
que P ={f1,...,fr}.Si1 <i<m, fi = ujf,; para un tnico 1 < a(i) < r. Para
cadal <i<rsean; = a1 {i}|;seau = v-[]/, u;. Entoncesa = uf"" - f"
es una factorizacién irreducible de 4.
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Proposicién 4.2.2. Sean R un dominio conmutativo noetheriano y a € R\ ({0} U
R*). Entonces a admite una factorizacién irreducible.

Demostracion. Por la Observacién 4.2.1 basta ver que todo elemento a € S =
R\ ({0} UR*) se factoriza como producto de irreducibles. Sea F C S el sub-
conjunto de todos los elementos que admiten una tal factorizacién. Notemos
que

abe F=abeF. (4.2.3)

Supongamos F # S. Sea a € S\ F. Entonces a no es irreducible, y por tanto
existe una factorizacién a = ajb; con aj,a; € S. Por (4.2.3) alguno de a; o
b1 no esta en F; si pérdida de generalidad podemos suponer a; ¢ F. Luego
podemos factorizarlo como a; = azby con ap, by € Sy ay ¢ F; procediendo
de esta forma obtenemos una sucesién de elementos 41,4y, ... tales que para
todo i, a;R C a;11R C R. Esto contradice la hipétesis de que R es noetheriano;
por tanto F = S, lo que termina la demostracién. O

Un dominio noetheriano R se dice de factorizacién tinica (DFU) si todo
a € R\ (R*U{0}) admite una tnica factorizacion irreducible a menos de
equivalencia.

Teorema 4.2.4. Sea R un DIP. Entonces R es DFU.

Demostracion. Como por la Observacion 4.1.2 R es noetheriano, todo elemento
de S = R\ ({0} UR*) admite una factorizacién irreducible, por la Proposicién
4.2.2. Sea, paracadan > 1, S; C S el subconjunto de todos los elementos que
admiten una factorizacién irreducible a = up'---p}” con n = YI_; n;; por
la observacién anterior, S = |J,;>1 Si. Probaremos por induccién en n que el
teorema es vélido para todos los elementos de S,. Por el Ejemplo 2.4.18 un
elemento f € R es irreducible si y sélo si el ideal fR es maximal; en particular
fR es primo. Luego f\gh implica que f\g o f\h. Se sigue que el teorema
es cierto para los elementos de S;. Para el paso inductivo, supongamos n >
1y que el teorema es cierto para los elementos de S,_;. Sea a € S;, a =
upy!- - py" una factorizacién irreducible con Y_/_; n; = n 'y sea

3= ot ogl 4:25)

otra factorizacién irreducible. Como p, es irreducible y divide a a, existe i
tal que p,\g;. Como p,R es maximal, p,R = g;R y por tanto hay w € R*
-1 € 5,1 y b =
vwgy' - -q:"i_l -+ -q¢=. Por hipotesis inductiva, estas dos factorizaciones de b

son equivalentes; se sigue que las dos factorizaciones de a son equivalentes.
O

tal que g; = wp,. Entonces a = p,b con b = up|'---p)’

Proposicién 4.2.6. Sean R un DIP y 0 C I C R un ideal. Entonces existen r > 1,
ny,...,np > 1ymy,...,m € max(R) tales que I = m’fl -+ -my" con r tinico y los
pares (m;, n;) tinicos salvo una permutacion o € S,.

Demostracién. Si fR = I,y f = up'---p;" es una factorizacién irreducible,
entonces m; = p;R es maximal e I = m?l ---m,". Por otro lado, dado que
dos generadores de un mismo ideal principal no nulo difieren en una unidad,
cualquier otra descomposicién de I como producto de potencias de ideales
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maximales sin repeticiones y con todos los exponentes positivos, produce una
descomposicion irreducible de f. Luego la descomposicién de I es tinica pues
por el Teorema 4.2.4, la de f lo es. O

Ejercicio 4.2.7. i) Sea R un DFU y sean 4,b € R tales que a> = b3. Probar
que existe c € R tal que 2 = by > = a.

ii) Sean k un cuerpoy R =k @® @,>, kt" C k[t]. Probar que R no es DFU.

4.3. Teorema de descomposicion primaria para médu-
los de torsion

Sea R un anillo conmutativo y sea
max(R) = {m < R : m maximal}
el conjunto de todos los ideales maximales de R. Supongamos ahora que R
es un DIP; entonces max(R) = {fR : f irreducible}. Sean M un R-médulo,
x € tors(M) y m € max(R). Decimos que x es de m-forsién (o que es m-
primario) si existe n > 0 tal que Anng(x) = m".

Lema 4.3.1. Sean R un DIP, f € R irreducible, m = fR, M un R-méduloy x € M.
Son equivalentes

i) x es de m-torsion.
ii) Existe n > 1 tal que f"x = 0.

Demostracion. Si x es de m-torsién, existe n > 0 tal que m"” = Anng(x); co-
mo f" € m", f*x = 0. Reciprocamente, supongamos que f"x = 0; enton-
ces f" € Anng(Rx) y por tanto Rx es un R/f"R = R/m"-moédulo. Por
tanto I = Anng(x) = Anng(Rx) D m". Sea g tal que I = gR. Entonces
g\f", lo que por el Teorema 4.2.4, implica que § = uf™ con m < n. Luego
Anng(x) = f™R. O

Corolario 4.3.2. El subconjunto
M D M[m] = {x € tors(M) : x de m — torsién}
es un R-submédulo.

Demostracion. Sea f como en el Lema 4.3.1. Si x,y € tors(M)[m] entonces
existen 1,m > 1 tales que f"x = f™y = 0. Luego f™{n"}(x +y) =0y
f™(ax) = 0 para todo a € x. Luego ax y x +y € M[m], por el lema. O

Lema 4.3.3. Sean R DIP, m € max(R) y M un R-médulo de m-torsion finitamente
generado. Entonces existe n > 0 tal que Anng (M) = m".

Demostracién. Si M = 0, Anng(M) = R = m%. Supongamos M # 0 y sea
{x1,...,x,} C M un sistema de generadores con x; # 0 para todo i. Entonces
para cada i, existe n; > 1 tal que Anng(x;) = m";sean = max{n; : 1 <i <r}.
Por la Observacién 4.1.3,

,
Anng(M) = () Anng(x;) = [ m" =m".
i=1 i=1
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Lema 4.3.4. Sean R un DIP, m € max(R) y M un R-médulo de m-torsién. Sea
a€RysealL,: M — M, Ly(x) =ax.Sia € R\ wm, L, es un isomorfismo.

Demostracion. Sea f € R irreducible tal que m = fR. Si x € M entonces
Anng(x) = f"R para algin n. Como a ¢ fR y m es el tnico ideal maximal
que contiene a f", (a, f*) = R. Luego existen b,c € R tales que 1 = ab + f"c,
y por tanto x = abx = L,(bx). Luego L, es suryectiva; ademds L,(x) = 0
implica 0 = bL,(x) = L,(bx) = x. Por tanto L, es un isomorfismo. O

Corolario 4.3.5. Sean R un DIP, M un R-médulo y m € max(R). Si M[m] # 0
entonces m O Anng(M).

Demostracién. Supongamos que m A Anng(M). Entonces hay a € Anng (M) \
m; como a € Anng(M), L, = 0. Por el Lema 4.3.4, L, restringido a M[m], es
un isomorfismo. Por tanto 0 es un isomorfismo sobre M[m], de lo que se sigue
que M[m] = 0. O

Ejercicio 4.3.6. Sean RunDIP, n > 1,e Iy, ..., I, < Rideales tales que sii # j,
I;+ Ij = R. Probar que ﬂ;zzl =11

Teorema 4.3.7 (Descomposicién primaria). Sean R un DIP y M un R-médulo de

torsion. Entonces
M= & Mm].

memax(R)

Demostracién. Sea N = Y cmax(r) M[m]. Sean gy, ..., g5 irreducibles tales que
giR # qiRsii # jyy = ¥i_;yi con Anng(y;) = q;'R. Entonces para cada
1 < i < 's, la multiplicacién por h; = ITj; q}ﬂj es biyectiva en M[q;R] (por
Lema 4.3.4) y nula en M[q;R] si j # i. Ademads, como ¢;R # q;R, se sigue que
(h1,...,hs) = R, y por tanto existen ai,...,a; € R tales que 1 = Y} ; a;h;.
Luego hjy = hjy; y ajhijy = y;. Se sigue que y = 0 si y sélo si cada y; =
0. Por tanto N = @memax(r) M[m]. Sea ahora x € M\ {0} y sea f € R
tal que Anng(x) = fR. Sea f = up}’---p;" una factorizacion irreducible.

Por la observacién 4.1.3, tenemos un isomorfismo R/ fR — Rx que manda
1 — x. Por el Ejercicio 4.3.6 y el Teorema chino del resto, 2.4.23, hay un
isomorfismo de anillos R/ fR = @;_; R/ p?" R. Luego tenemos un isomorfismo

de R-médulos ¢ : @]_; R/p;’'R — Rx que manda la clase de (1,...,1) en

x. Paracadal < i < rseane = (0,...,1,...,0), conel 1 en el lugar i y
xi = ¢(e;). Entonces x =Y/ _; x; y pf"xi = 0; en particular x; es de p;R-torsién
por el Lema 4.3.1 y por tanto x € N. O
Ejemplo 4.3.8. Sean Run DIP, I = fR < Ry f = up|'---p," una factori-
zacién irreducible. Entonces p; = p;R < R es maximal, I = p?l -+ -pp. Por
el Teorema chino del resto 2.4.23, R/I = @/ R/p;". Luego si m € max(R)

entonces (R/I)[m] # 0siy sélosim € {py,...,pm} y (R/I)[p:] = R/p}".
Mas generalmente, si M es un médulo con Anng(M) = I, entonces M es
un R/I-médulo y por la Proposicién 3.7.1, M = @}.; M;, con M; un R/p}-
médulo. En particular p;’M; = 0 y por tanto M; C M]p;]. Por otro lado si
X=2x1+ -+ xu conx; € M;ya € p; N Anng(x), entonces ax; = 0 para todo
j- Luego x; = 0 para todo j # i, por Lema 4.3.4. En conclusién, M; = Mipi], y
por tanto M[m] #0 <= m D L.
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Ejercicio 4.3.9. Sean R un DIP, m € max(R), n > 1 y M un R-médulo con
Anng (M) = m". Probar que existe x € M tal que Anng(M) = m".

4.4. Teorema de estructura para médulos finitamen-
te generados

Lema 4.4.1. Sean R un DIP, m € max(R), n > 1y M un R-médulo con Anng(M) =
m". Sean x1 € M tal que Anng(x1) = m", y m: M — N = M/Rxq la proyeccion.

i) Siy € N entonces existe x € M tal que 7t(x) =y y Anng(x) = Anng(y).

ii) Si xp,...,x, € M son tales que Anng(x;) = Anng(7(x;)) vy i, Rm(x;) =
", Rm(x;), entonces Y_i_; Rx; = @}_; Rx;. Si ademds @j_, Rrt(x;) = N enton-
ces @j_q Rxj = M.

Demostracién. Sean m = pR,1 > 1,y € N con Anng(y) = m! y x € M tal que
7t(x) = y. Entonces p'x € Rx; y por tanto existen s < 'y ¢ € R \ m tales que

plx = pexy.

Sis = n, p'x = 0y por tanto Anng(x) = Anng(y). Si s < n, entonces
Anng(pScx;) = p"*Ry por tanto Anng (x) = p**"~*R. Dado que Anng (M) =
p"R, resulta que [ +n —s < n y por tanto / <s. Sea
z=x—plex

Entonces 77(z) = y, de lo que se sigue que Anng(z) C Anng(y); como ademas
p'z = p'x — pScx; = 0, tenemos también Anng(z) D Anng(y). Esto prueba
la parte i) del lema. Sean x3, ..., x, como en ii). Sea P = 7~} (@"_, Rrt(x;));
notemos que si @_, R7(x;) = N, entonces P = M. Si x € P, existen a, ..., a,
tales que 71(x) = Y| ,a;7(x;), luego x — Y} _,a;x; € Rxq y por tanto x €

" Rx;.Siay,...,a, € Rson tales que 0 = Y|, a;x;, entonces Y}, a;7t(x;) =
0y por tanto para cada 2 <i <7, a; € Anng(7t(x;)) = Anng(x;). Se sigue que
a;x; = 0 para todo 1 <i <r. Luego P = @/_; Rx;. O

Teorema 4.4.2 (Teorema de estructura para médulos finitamente generados).
Sean R un DIP y M un R-médulo finitamente generado. Entonces existen tinicos
n,r > 0 e ideales propios 0 #= Iy C --- C I, C R tales que M = R" @ @;:1 R/Ij.

Demostracion. Por el Corolario 4.1.9 existen n > 0 y N R-médulo de torsién
tales que M = R" @ N; por el Ejercicio 4.1.10, n es tinico y N es tinico salvo
isomorfismo. Luego basta probar el teorema para médulos de torsién finita-
mente generados. Consideramos primero el caso en que existe m € max(R) tal
que M es de m-torsién. Por el Lema 4.3.3, existe | > 0 tal que Anng (M) = m’.
Por el Ejercicio 4.3.9, existe x; € M tal que Anng(x1) = m!; sean M; = Rx; y
m : M — M/M; la proyeccién. Por el mismo ejercicio y el Lema 4.4.1 existe
xp € M tal que Anng(x;) = Anng(7r(xz)) = Anng(M/Rxq). Aplicando el
lema repetidamente obtenemos una sucesion creciente de submdédulos M; =
(x1...x;) con Anng(x;) = Anng(M/M;_1). Dado que M es noetheriano, se
sigue que existe un r tal que M = M,. Sea 7; : M — M/M,; la proyeccién.
Tenemos M/M,_1 = Rm,_1(xy); luego M/M,_» = Rmt,_o(x,_1) ® R,—a(x),
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por el Lema 4.4.1. Aplicando repetidamente el Lema 4.4.1, vemos que M =

i_1 Rx;. Sea I = AnnR(x]-). Por construccién, [y C -+ C I, con [; = mli y
M = EB]r-:l R/Ij. Veamos la unicidad de la sucesiéon I = I; > --- > I,. Sea
k=R/mysea f € R tal que m = fR. Para cada i > 0, la multiplicacién for f

induce un isomorfismo k — m‘/m*1. Luego

k sij>i

(R /) /(R /) = (o )/ () 2 {58

Por tanto para cada i > 0,
dimg (m'M/m' M) = [{1 < j < r|l; > i}|
y entonces
{1 <j<r|lj =i} = dimg(m ' M/m'M) — dimy (m'M/m' 1 M).

En particular, ¥ = dimg(M/mM), y la sucesioén I; > --- > I, > 1 estd com-
pletamente determinada por la clase de isomorfismo de M. Esto completa la
demostracién para el caso en que M es de m-torsién. Sea ahora M de torsién
finitamente generado. Por el Teorema 4.3.7 y el Corolario 3.6.4, existen finitos
maximales my, ..., m, tales que M; := M[m;] # 0, y M = @;_; M;. Por lo que
acabamos de probar, para cada i existe una tnica sucesion ;1 > -+ > 1;,.. > 1

. I;: . .
tal que M; = EB;’:lR/mi”. Sear = méx{r; : 1 <i < s};parar; <ry
1

. 1.
r>j>r,seal; =0 Paracadal <j <7, seal; = mll” ---mg”. Entonces
I
I C -+ C I y por el Teorema chino del resto 2.4.23, R/I; = @;_; R/m;”. Por
tanto
r
M= PR/I, (4-4.3)
j=1

Resta probar la unicidad de la sucesién de ideales en la descomposicién (4.4.3).
Por el Ejemplo 4.3.8,

X = {m € max(R) : (3j) ; C m} = {m € max(R) : M[m] # 0},

ysim € Xy v; es el exponente de m en la descomposicién de I; de la Propo-
sicién 4.2.6 entonces M[m] = @j_; R/m"/. Luego la unicidad de la descompo-
sicion (4.4.3) se sigue de la del caso en que M es de m-torsion. O

Observacion 4.4.4. También es posible formular el teorema pidiendo que la
sucesién de ideales sea decreciente; mds atn, si permitimos que los dltimos
ideales sean 0, podemos incluir los primeros # sumandos en la segunda suma
directa. En efecto, si n, r e Ij son como en el teorema, definiendo I ]’ =1l i1
obtenemos una sucesién decreciente de ideales ; definiendo Ir’ ==
i _ ~ MI+n ! P sz /
I, = 0 obtenemos M = ®j:1 R/Ij. El ntiimero n + r y la sucesiéon R 2 I} D

- D I/, son tnicos también. Aun otra forma de formular el teorema de
estructura es la del siguiente corolario.
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Corolario 4.4.5. Sean R y M como en el Teorema 4.4.2. Supongamos que 0 #= M
es de torsion. Entonces existen tinicos v > 1, ideales maximales mq,...,my, s > 1y
vectores 0 # n; = (n;1,...,n;) € N tales que para cada i, j, n;; > n;j 1y

r S
M=PPR/m".

i=1 j=1

Demostracion. Por el Lema 4.1.4 y la Proposicién 4.2.6, 0 # Anng(M) =
m{!---m" con m; € max(R). Por el Ejemplo 4.3.8 M[m] # 0 <= m €
{mq,...,m,}. Aplicando el Teorema 4.4.2 a cada M|m;] se obtiene la descom-
posicion del teorema. Dada una tal descomposicién, por el argumento del
Ejemplo 4.3.8 se sigue del Lema 4.3.4 que M[m;] = j:l R/ m?i’j . La unicidad
de la descomposicién del corolario se sigue entonces del Teorema 4.4.2. O

Ejemplo 4.4.6. Sean k un cuerpo, V un k-espacio vectorial de dimensién fini-
ta, T € Endg(V) y mr € k[x] el polinomio minimal. Entonces V, considera-
do como k[x]-médulo mediante f(x)-v = f(T)(v), es finitamente generado
y de torsién, con Anny, (V) = (mr). El Teorema 4.4.2 nos dice que V =

"1 k[x]/(fi), con f; ménico, gr(fi) > 0y fiy1\fi para todo i. Se sigue que
existen subespacios T-estables Vi,...,V, talesque V=V, @ --- PV, y tales
que cada V; tiene una base B; que corresponde a la base {1,x,...,x8"f)~1}
de k[x]/(f;), de modo que T corresponde a la multiplicacién por x. La matriz
[Tyv,Jes; = Cy, es la matriz compafiera de f;. Si f es un polinomio ménico de

gradony f=x"+Y"lax,

0 0 —ag

1 0 —ay
Cf — 01 —ap

0 0 ... —Ay—1

Por definicién, Cs es la matriz de la multiplicacién por x en k[x]/(f) con
respecto a labase {1,...,x"1}.Si f = (x — A)", la matriz de la multiplicacién
por x en labase {1,x — A,---,(x — A)*1} es el bloque de Jordan

A0 0
1 A 0
J(Am) = (01 0
0 0 ... A

Asf, la descomposicion del Corolario 4.4.5 es equivalente a la de la forma de
Jordan de T.
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4.5. Forma normal de Smith

Lema 4.5.1. Sean R un DIP y a,b € R. Sean d € R tal que dR = aR + bR, y
s,t € R tales que sa +tb = d. Sean a’ = a/d, b’ = b/d. Entonces la matriz

t
P= (_Sb, a,) € GLa(R)

a d
*(5) =)
10y (1 1) fa O\ o _ d 0
—tv' 1 01 0 b —\0 4b)’
Demostracion. La matriz P es inversible porque det(P) = 1. El resto se sigue
por célculo directo. O

y se tiene

Teorema 4.5.2 (Forma normal de Smith). Sean R un DIP, n,m > 1,y 0 # A €
R™ " Seq v = min{n, m}. Entonces existen P € GL;(R), Q € GL,(R) tales
que PAQ = diag(dy,...,dy) es una matriz diagonal con I; = d;R D ;1 para
todo j. Los ideales I; son tinicos; si P € GLyu(R) y Q" € GLy(R) son tales que
fI;Q, = diag(dy,...,d}) con 1]( = d;R D I]{+1R para todo j, entonces I]( = I; para
odo j.

Demostracion. Existencia: Sea

0 sia € R

0+ R\ {0} = No,(a) = { Tng sia=up]'...p) esFL

Sea j el indice de la primera columna no nula de A. Luego de multiplicar a
izquierda por una matriz de permutacién si es necesario, podemos suponer
que Ay; # 0. Mds atin si alguno de los coeficientes de la columna j divide a
todos los otros, podemos suponer que esta en el lugar (1, ). En ese caso, mul-
tiplicando a izquierda por una matriz elemental y sin cambiar las primeras
j — 1 columnas ni la fila 1, llegamos a una matriz en la que el soporte de la
columna j consiste slo del 1. Notemos que el valor de 6(A;,;) no cambia en
este proceso. Si ningun coeficiente divide a los demds, utilizando una matriz
inversible como en el Lema 4.5.1, (intercalada en la matriz identidad) pode-
mos reemplazar A por una matriz que difiere de A sélo en las filas 1 e i, cuya
primera columna no nula es la columna j, que tiene un coeficiente no nulo en
AyjyOenellugar (i,j). Observemos que el valor de 6(A; ;) disminuye en este
proceso. Iterando este proceso llegamos a una matriz cuya primera columna
no nula es la columna j, la cual tiene un solo coeficiente no nulo, que esta
en la posicién (1,]) y que divide a todos los coeficientes de la columna j de
la matriz original. El valor de §(A;;) de esta matriz es estrictamente menor
que en la matriz original. A continuacién aplicamos el mismo procedimiento,
multiplicando ahora a derecha por matrices inversibles, de modo de lograr
una matriz cuya primera columna no nula sigue siendo la columna j, y donde
la fila 1 estd soportada en la columna j. Si el viejo Ay; dividia a todos los
coeficientes de la fila 1, podemos hacerlo de forma tal que en la nueva matriz



4.5. FORMA NORMAL DE SMITH 89

el coeficiente (1, ) sea el mismo, y que sea el tnico coeficiente no nulo tanto
de la fila 1 como de la columna j. Si no, el soporte de la columna j de la nueva
matriz puede incluir maés filas, pero el nuevo coeficiente (1,]) tiene § estric-
tamente menor que el viejo. En este caso repetimos el proceso nuevamente,
para que quede un solo coeficiente no nulo en la columna j y que esté en el
lugar (1,f), y sin cambiar las primeras j — 1 columnas, etc. Vemos que el va-
lor de 6(A;,j) disminuye estrictamente hasta que se logra una matriz con las
primeras j — 1 columnas nulas, y donde el tinico coeficiente no nulo tanto en
la columna j como en la fila 1 esta en el lugar (1, ). Entonces si j’ es la segun-
da columna no nula de esa matriz, aplicamos el procedimiento anterior sin
cambiar la fila 1 ni las primeras ;' — 1 columnas para lograr una nueva matriz
donde el tnico coeficiente no nulo tanto de la fila 2 como de la columna ;" esté
en el lugar (2,'). Siguiendo de este modo llegamos a una matriz de la forma
Yi_qaiE;j conji < --- < jsya; #0paratodo 1 < i < s. Multiplicando a
derecha por una matriz de permutacién, nos queda una matriz de esa misma
forma pero con j; = i para todo 1 < i < s. Si algtin 4; no es divisible por ay,
multiplicando reiteradamente a izquierda y a derecha por matrices inversibles
como en el Lema 4.5.1, podemos reemplazar a nuestra matriz por otra matriz
diagonal donde el coeficiente (1,1) divide a todos los otros coeficientes. Si
algun coeficiente diagonal no es divisible por el coeficiente (2,2), aplicamos el
mismo proceso, sin cambiar el coeficiente (1,1), llegando a una matriz diago-
nal donde el coeficiente (1,1) divide a todos los demas y el coeficiente (2,2)
divide a todos los coeficientes en (i,i) con i > 2. Iterando este procedimiento,
llegamos a una matriz diagonal como indica el teorema.

Unicidad: Sea M = Coker(A) = R™/Im(A) y sean P, Q, D = diag(dy,...,d,) =
PAQe Ij como en el teorema; sim > n,seas = m —r sino, sea s = 0. Tenemos
un diagrama conmutativo de flechas sélidas con filas exactas
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Rt A Rgm T M 0

S

R" —3 R"™ —— Coker(D) —0.
7T

La flecha punteada f existe porque la conmutatividad del diagrama nos dice
que P manda la imagen de A en la imagen de D. Como 7’ o P es suryectiva,
f también lo es. Andlogamente, como Q es inversible, Im(DQ~!) = Im(D) y
como DQ~! = PA, tenemos Im(D) = P(Im(A)). Dado que P es inversible,
se sigue que P(x) € Ker(nr') = Im(D) si y sélo si x € Im(A) = Ker(n).
Por tanto f es un monomorfismo. En conclusién, f es un isomorfismo entre
My Coker(D) = R*® @j_; R/I;. Sea I el ntimero de ideales I; = 0 en esta
descomposicion. Por el Teorema 4.4.2 y el Lema 4.4.4, tanto s + 1 como la
sucesion de ideales propios no nulos en esta descomposicién dependen sé6lo
de la clase de isomorfismo de M; el nimero de j tales que I; = R depende de
s6lo de M y del tamafio de A. O

Corolario 4.5.3. Sean A,B € M, (R) matrices no nulas y sean M = Coker(A),
N = Coker(B). Si M = N entonces det(A)R = det(B)R.

Demostracion. Por el Teorema 4.5.2, existen P,Q, G, H € GL,(R) y d,e € R" ta-
les que PAQ = diag(dy, ..., dn) y GBH = diag(ey,...,e,) con d;\d; 1, e;\ej+1
y Ij = ¢;R = d;R. Como det(P),det(Q),det(G) y det(H) son inversibles, se
tiene

det(A)R =dy - dyR =1 - I, = e; - - enR = det(B)R.

O

Observacién 4.5.4. El Corolario 4.5.3 dice que si A € M, (Z), entonces el valor
absoluto |det(A)| de su determinante, depende sélo de la clase de isomorfis-
mo de Coker(A). Por otro lado, el ejemplo A = [n], B = [—n]| muestra que
dos matrices cuadradas enteras A y B pueden tener contcleos isomorfos y
determinantes de signo distinto.

4.6. Teorema de estructura para médulos inyectivos

Sean R un dominio conmutativoy f € R\ (R* U {0}). Sea K el cuerpo de
cocientes de R (definido en el Ejercicio 10 de la Préctica 7) y sea

KDR[1/f]={x€K:(3n>1)f"xe R} ={a/f":ae€ R, neNy}.
Lema 4.6.1. Hay un isomorfismo de R-dlgebras R[1/ f] = R[x]/(xf —1).

Demostracién. Sea i : R[x] — K el morfismo de R-algebras determinado por
Y(x) = 1/f. Entonces ¢(ax") = a/f", y por tanto Im(¢) = R[1/f]. Sea
q=Y!",a;x" € R[x] con a, # 0. Entonces g € Ker(¢) si y s6lo si 0 = q(1/f)
siy s6lo si el polinomio x — 1/ f divide a g en K[x]. Sea p = ¥ bx' € K]
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tal que g = (x —1/f)p; sean b, = b_; = 0. Entonces

n n—1
Zaixi = Z bix! (x — 1/f)
i=0 i=0

n—1 n—1

=Y b = Y (bi/ )X
=0 i=0

=Y (b1 — bi/ ).

1

Il
<}

Igualando coeficiente a coeficiente, obtenemos
a; =b;_1— bl/f = b= f(bi—l - ﬂi).

En particular by = —fap y obtenemos la férmula recursiva
i
bi = — Z fl ] a]'.
j=0

En particular, ¢; = — Z;::o fi*faj €R,yb; = fc;.Luegog = (fx— 1)(2?:_01 cix')
es multiplo de fx —1 en R[x]. Por tanto Ker(y) = (fx —1) y R[1/f] =
R[x]/(fx —1)R][x]. O

Corolario 4.6.2. Sean Q un R-mddulo inyectivo, n > 0y q € Q. Entonces existe
un morfismo de R-médulos ¢ : R[1/f] — Q tal que p(1/f") = q.

Demostracién. Como Q es inyectivo, existe una sucesion (g ) >0 de elementos
de Q con gy = ¢q y tal que para todo m, fq,,+1 = gm. Recordemos que R[x] es
un R-médulo libre con base {x' : i > 0}. Sea ¢ : R[x] — Q el morfismo de
R-modulos definido por

By = {f"iqo si0<i<n

Ji—n sii>mn

Observemos que, para todo i > 0, fp(x' 1) = ¢(x?). Luego P (fx'T! — ) =0
para todoi > 0, y por tanto {((fx — 1)R[x]) = 0. Luego ¢ induce un morfismo
de R-médulos ¢ : R[1/f] — Q con ¢(1/f") = gq, por el Lema 4.6.1. O

Observemos que R[1/f] es un R-submédulo de K que contiene a R como
R-submédulo. Sean

Ryw = R[1/f]/Ry 7 : R[1/f] = Rpee
la proyeccién.

Corolario 4.6.3. Sean Q un R-mddulo inyectivo, n > 0y q € Q. Supongamos
que f"q = 0. Entonces existe un morfismo de R-mddulos i : Rge — Q tal que

P((1/f") = q.

Demostracion. Dado que f"q = 0, el morfismo ¢ del Corolario 4.6.2 pasa al
cociente médulo R. O
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Ejercicio 4.6.4.
i) Ry~ es un R-modulo de torsion.
ii) Sea n > 1; entonces R[1/f"] = R[1/f] y R(pnjo = Ryee.
iii) Si f\g entonces R[1/f] C R[1/g]y Rpo C Rgeo.

Observacion 4.6.5. Si f\gy g\ f entonces R[1/f] = R[1/g] y Rg= = Rg~, por el
Ejercicio 4.6.4. Luego tanto R[1/f] como Ry~ dependen sélo del ideal fR.

Proposicion 4.6.6. Sean R un DIP, f € R\ (R*U{0}) y f = up{'---p;" una
factorizacion irreducible.

i) Rpo = @i Rpe y Ry es la componente p;R-primaria de R e

ii) Ryeo es un R-modulo inyectivo.

Demostracion. Sea p; = p;R (1 <i <r). Notemos que para todo x € M = R
existe n > 0 tal que f"x = 0. Luego si m € max(R) D Anng(x) entonces
m € {p1,...,pr}. En particular, M[m] = 0 para todo m ¢ {py,...,p,}. Por lo
que acabamos de ver y el Ejercicio 4.6.4, Rye C M(p;]. Sean 71 : R[1/f] - M
la proyecciéon y x € R[1/f] tal que 7t(x) € M]p,|; entonces existe n > 1 tal que
pix =a € R. Luego x = a/p} € R[1/p;] y por tanto 7(x) € Ry Esto prueba
que Mlp;] = Ry y termina la demostracion de la parte i). Para la parte ii)
basta ver que M es divisible, por el Corolario 3.8.11. Sea a € R\ {0} y sea
L, : M — M, L,(x) = ax. Debemos probar que L, es suryectiva. Por el Lema
4.3.4, 81 a ¢ pj, 1a restriccion de L, a M[p;] es un isomorfismo. Luego basta ver
quesia € p;, LH(RP}») = Rpe. Escribamos a = pj'qconn > 1y p Xg. Entonces
Lo =LgoLyyLy:Rye — Ry es biyectiva por el Lema 4.3.4. Luego basta
ver que Lyr(Rpe) = Rye. Sea x € R[1/p;]; entonces y = x/p} € R[1/pi] y
n(x) = pin(y) = Lyr(7(y)). Esto termina la demostracion. O

Lema 4.6.7. Sean R un DIP, p € R irreducible, p = pRy 7 : R[1/p] — Ry~ la
proyeccion.

i) Para todo x € R[1/p]\ {0} existen tinicosn € Zya € R\ {p} tales que x = ap".
ii) Si x y n son como en i), entonces (rt(x)) = (r(p")).

iii) Sea 0 # S C Rpe un R-submddulo. Entonces existen > 1 tal que S = (rt(1/p™)).
iv) Sea ¢ : Ryo — M un epimorfismo de R-médulos. Si M # 0, entonces M = Rpeo.
v) Si0 # ¢ € Endgr(Rp~), entonces ¢ es suryectivo.

Demostracion. i) Existencia: Sea x € R[1/p] \ {0}. Si x € R\ p, tomamos a = x
yn =0.5ix € p, entonces x € R\ (R*U{0}) y por el Teorema 4.2.4, tiene
una factorizacion irreducible x = upj!--- p}". Como p\x, existen tinicos i y
u; € R* tales que p; = u;p. Luego a = (uu;'[j4 p]r.lj) ¢ pyx =aph. Si
x = y/p" con y € R entonces por lo que ya vimos, y = ap™ con m > 0,
y p /\ay por tanto x = ap™ ™. Unicidad: Si p Aa, p Aby n,m € Z son
tales que p"a = p™b entonces o bien n = m, y por tanto a = b, o bien n # m.
Supongamos 1 > m. Entonces p"~"a = b luego p\b, que es una contradiccion.
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ii) Sin > 0, m(x) = m(p") = 0y la afirmacién es clara. Supongamos que
n=—-mconm>0. Comoa¢pyp es el tnico ideal maximal que contiene
a p™, (a,p™) = R. Luego existen s,t € R tales que sa + tp™ = 1. Entonces
sx+t = 1/p"™ = p", luego smt(x) = n(p") y an(p") = m(x). Por tanto
(rr(x)) = {7e(p"))-

iii) Como S # Ry, por la parte ii) existe n > 1 tal que 77(1/p") ¢ S. Luego
m(1/p™) ¢ S para todo m > n, y, nuevamente por ii), t(a/p™) ¢ S para
todo a € R\ p. Luego si x € S entonces x = 7t(b/p") con r < n. Por tanto
S C (m(1/p"1)). Ademas, por ii), si S # 0, existe s > 1 tal que 77(1/p°) € S.
Sea r el maximo de tales s. Entonces Sy = (nt(1/p")) C S,y si m(a/p™) € S,
entonces, por ii), 7(1/p™) € S, por lo que m < r, y por tanto 7t(a/p™) € Sp.
Luego S = 5.

iv) Sea S = Ker(¢). Por el Teorema 3.3.4, M = Ry /S. Como M # 0, S # Rpyee.
Si § =0, M = Rpye. Supongamos entonces que 0 # S C Rye. Por iii), existe
n>1talque S = (rr(1/p")). Sea L : Ry — Ry, L(x) = p"x. Por la Proposi-
cion 4.6.6 y el Corolario 3.8.11, L es suryectiva; por tanto Ry /Ker(L) = Rpye.
Ademas,

Ker(L) ={x: p"x =0} = {n(y) : p"y € R}
={n(a/p"):a € R} = (n(1/p")) =S.

Luego M = Rpoo/S = Rpoo.

v) Sea S = Im(¢); como ¢ # 0, S # 0. Por iv) y la Proposicion 4.6.6, S es un
R-médulo inyectivo. Por iii) si S no fuera todo Ry, entonces existiria n > 1 tal
que S = Rmt(1/p"), y por tanto p" € Anng(S) # 0, luego S no seria inyectivo,
por el Corolario 3.8.13. Luego S = Ry~ y por tanto ¢ es suryectivo. O

Lema 4.6.8. Sean R un DIP y Q un R-médulo inyectivo libre de torsion. Entonces
existe una tinica estructura de K-espacio vectorial en Q que extiende su estructura de
R-médulo.

Demostracion. Sea a € R\ {0}. Como Q es inyectivo, es divisible por el Co-
rolario 3.8.11, y por tanto L, es suryectiva. Como Q es libre de torsién, L, es
inyectiva. Luego el morfismo de anillos L : R — Endz(Q), 2 — L, manda
todo elemento no nulo de R en un elemento inversible y por tanto se extiende
en forma tnica a un morfismo de anillos L : K — Endyz(Q), por el Ejercicio 10
de la Préctica 7. O

Sean R un DIP, p € max(R) y p € R tal que p = pR. Por la Observacién
4.6.5,
Ry := Rpeo
no depende del generador p elegido.

Teorema 4.6.9 (Teorema de estructura para médulos inyectivos). Sean R un
DIP y Q un R-médulo inyectivo. Entonces existen conjuntos I e I, p € max(R),
tales que

~ (I (Ip)
e=kWae @ R
pemax(R)

Esta descomposicién es tinica en el sentido de que si Q == KD & Dpemax(R) ng{}i),

entonces |I| = |]J| y para todo p € max(R), |I| = |]|.
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Demostracion. Existencia. Sea M = tors(Q); si M = 0, entonces Q es un K-
espacio vectorial por el Lema 4.6.8 y por tanto existe I tal que Q = K,
por el Teorema 3.10.5; tomando I, = @ para todo p € max(R), se tiene una
descomposicién como en el teorema. Supongamos que M # 0; para cada
p € max(R) sea M[p] la componente p-primaria del Teorema 4.3.7. Fijemos,
por un rato, un maximal p tal que N = M[p] # 0. Notemos que N es inyectivo;
en efecto, por el Lema 4.3.4 y el Corolario 3.8.11, basta ver que sip = pR,x € N
y n > 1, entonces existe y € N tal que p"y = x. Como Q es inyectivo, un tal y
existe en Q; como x es de p-torsién, y también lo es, y por tanto y € N. Luego
N es inyectivo, y por el Corolario 4.6.3 y el Lema 4.6.7 cada elemento x € N
estd en un submoédulo de N isomorfo a Rp«. Sea C la coleccién de todos los
submodulos de N isomorfos a Ry=. Por lo que acabamos de ver, N = } ¢ S.
Sea X = {9 C C: YgeqS = Psey S} X > {S} para cada S € C. Luego
X # @; mds aun, es un ejercicio verificar que la unién de una cadena de
elementos de X es de nuevo un elemento de X. Por Zorn, X tiene un elemento
maximal X. Sea Ny = @Pscx S; por defininicién, Ny C N; queremos ver que
Nop = N. Observemos que, por el Corolario 3.8.12 y el Ejercicio 4.6.4, Ny es
inyectivo. Luego, por el Ejercicio 3.8.7 existe un R-submédulo N; C N tal que
N = Ny @ Nj. Por el Ejercicio 3.8.8, Ny es inyectivo. Por tanto tiene que ser
N1 = 0, ya que si no, contendrfa un elemento S de C, por el Corolario 4.6.3
y el Lema 4.6.7, entonces X U {S} € X, lo que contradice la maximalidad de

X. Hemos probado que N = @gcx S = R’(ﬁ). Luego existen conjuntos I, tales

que M = Dpecmax(r) RI(JI"). En particular, M es inyectivo por la Proposiciéon
4.6.6 y el Corolario 3.8.12 y por el Ejercicio 3.8.7 existe un submédulo M’ C Q
tal que Q = M @ M'. Luego M’ es inyectivo y M’ = Qy, asi que es libre de
torsién, por el Lema 4.1.6. Luego por lo visto al principio de la demostracién,
existe un conjunto I tal que M’ = K(I). Esto completa la demostracién de la
existencia de la descomposicién del teorema.

Unicidad. Sean Q; = KU) @ Dypemax(R) R'(J{Q) yQ = kU@ Dpemax(r) Rg’i)
y sea ¢ : Q1 — Qy la composicién de los isomorfismos Q1 = Q = Q. En-
tonces ¢ induce un isomorfismo entre los submdédulos de torsién, que son,

) y tOI‘S(Qz) = @pemax(R) Rfj{’g) y

también entre los cocientes (Q;)y = KD y (Q2)y = KU). Dado que un mor-
fismo R-lineal de K-espacios vectoriales es automéaticamente K-lineal, se sigue
que |I| = |]J| por el Teorema 3.10.5. Sean p € max(R) y k = R/p. El isomor-
fismo ¢ : tors(Q;) — tors(Q,) induce un isomorfismo M = tors(Q1)[p] =

respectivamente, tors(Q1) = @pemax(Rr) Rfféi

R’(JI") 5 tors(Qy)[p] = Rg Mo N que a su vez induce un isomorfismo entre
{x e M:px =0} = ((m@/p))) ) = k) y {x € M : px = 0} = kU,
En particular k(%) y kU») son isomorfos como R-médulos y por tanto como
k-espacios vectoriales. Luego |Iy| = |],|, de nuevo por el Teorema 3.10.5. [
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