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Prerrequisitos

Para leer estas diapositivas se recomienda haber leido el apunte tedrico
hasta 3.11.
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C|Zy]

Sea g un generador de Z,,.
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C|Zy]

Sea g un generador de Z,,.

Los elementos de C[Z,] tienen la forma Y7} a;g’.
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C|Zy]

Sea g un generador de Z,,.

Los elementos de C[Z,] tienen la forma Y7} a;g’.

Sea & = 2™/,
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Sea g un generador de Z,,.
Los elementos de C[Z,] tienen la forma Y7} a;g’.

Sea ¢ = e2m/n Podemos considerar paracada k=0,...,n—1 el
morfismo de anillos

ok C[Zy) — C

n—1 ] n—1 ;
;a;g’%ga; (fk) .
i= i=

I. Sadofschi Costa Algebra Il Practica (clase 18) 2020/06/26



Sea g un generador de Z,,.
Los elementos de C[Z,] tienen la forma Y7} a;g’.

Sea ¢ = e2m/n Podemos considerar paracada k=0,...,n—1 el
morfismo de anillos

ok C[Zy) — C
n—1 ] n—1 ;
Z a,-g’ — Z aj (fk) .
i=0 i=0

Podemos considerar el producto de estos morfismos

o: C[Z,] — C".
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Sea g un generador de Z,,.
Los elementos de C[Z,] tienen la forma Y7} a;g’.

Sea ¢ = e2m/n Podemos considerar paracada k=0,...,n—1 el
morfismo de anillos

ok C[Zy) — C
n—1 ] n—1 ;
Z a,-g’ — Z aj (fk) .
i=0 i=0

Podemos considerar el producto de estos morfismos

o: C[Z,] — C".

Vamos a ver que este morfismo es biyectivo y por lo tanto es un
isomorfismo.
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

(30 31) ("zla,(go) j (@) e (e 1)).

i=0 i=0
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

(30 31) ("zla,(go) j (@) e (e 1)).

i=0 i=0

Basta ver que F es isomorfismo.
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

(30,. e an_l) — <nz:l aj (50)"7,12:13,' (§1>i7' . -,ri:la,- (f”l)’) .
i=0 i=0 i=0

Basta ver que F es isomorfismo.
i Qué pasa si calculamos F(F(ao, ..., an-1))?
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

(30 31) ("zla,(go) Sa(e) (e 1)).

i=0 i=0 i=0

Basta ver que F es isomorfismo.
iQué pasa si calculamos F(F(ap, ..., an—1))? La ¢-ésima coordenada de
F(F(ao,---,an-1)) es

n—1

> (S ae) () -

k=0
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

(30 31) ("zla,(go) Sa(e) (e 1)).

i=0 i=0 i=0

Basta ver que F es isomorfismo.
iQué pasa si calculamos F(F(ap, ..., an—1))? La ¢-ésima coordenada de
F(F(ao,---,an-1)) es

n—1

(L) (@) = SaZ e

k=0
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

n—1 - n—1
(ao, RN an_l) <Z aj (50) Z ( ) Z aj (fn 1) > ‘
i=0 i=0 i=0
Basta ver que F es isomorfismo.
ap—1))? La f-ésima coordenada de

iQué pasa si calculamos F(F(ao, ...,
F(F(ao,--.,an-1)) es

n—1
> (Z it ) ()" = S ZW
k=0 i=0 k=
nap,_y sif>0
nag si £ =0.

I. Sadofschi Costa Algebra Il Practica (clase 18) 2020/06/26



© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

n—1 - n—1
(ao, RN an_l) <Z aj (50) Z ( ) Z aj (fn 1) > ‘
i=0 i=0 i=0
Basta ver que F es isomorfismo.
ap—1))? La f-ésima coordenada de

iQué pasa si calculamos F(F(ao, ...,
F(F(ao,--.,an-1)) es

n—1
> (Z it ) ()" = S ZW
k=0 i=0 k=
nap,_y sif>0
nag si £ =0.
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

n—1 - n—1
(ao, RN an_l) <Z aj (50) Z ( ) Z aj (fn 1) > ‘
i=0 i=0 i=0
Basta ver que F es isomorfismo.
ap—1))? La f-ésima coordenada de

iQué pasa si calculamos F(F(ao, ...,
F(F(ao,--.,an-1)) es

5 (G =g

nag si £ =0.

Esto permite recuperar los a;!
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© es isomorfismo

Consideramos la transformacién C-lineal F: C” — C" dada por

n—1 - n—1
(ao, RN an_l) <Z aj (50) Z ( ) Z aj (fn 1) > ‘
i=0 i=0 i=0
Basta ver que F es isomorfismo.
ap—1))? La f-ésima coordenada de

iQué pasa si calculamos F(F(ao, ...,
F(F(ao,--.,an-1)) es

n—1
> (Z it ) ()" = S ZW
k=0 i=0 k=
nap,_y sif>0
nag si £ =0.

Esto permite recuperar los a;! Luego F es isomorfismo.
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¢ es isomorfismo (aclaracion)

En la cuenta anterior usamos que
n—1 glitOn_q . .
Zé_(i_i_é)k: 7Ei+g_1 Sl nfl-i—f
prs sin|i+/.
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Volviendo a C[Z,]

Esto nos permitié escribir a C[Z,] como producto de copias del anillo C.
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Volviendo a C[Z,]

Esto nos permitié escribir a C[Z,] como producto de copias del anillo C.

Sabiamos que esto se puede hacer (por Maschke y Wedderburn).
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Volviendo a C[Z,]

Esto nos permitié escribir a C[Z,] como producto de copias del anillo C.
Sabiamos que esto se puede hacer (por Maschke y Wedderburn).

Pero esto nos da un isomorfismo concreto.
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Volviendo a C[Z,]

Esto nos permitié escribir a C[Z,] como producto de copias del anillo C.
Sabiamos que esto se puede hacer (por Maschke y Wedderburn).

Pero esto nos da un isomorfismo concreto. Esta construccién se parece un
poco a la demostracién de Maschke, no?
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Transformada discreta de Fourier

La funcién F se llama la Transformada Discreta de Fourier (DFT) y tiene
un montén de aplicaciones!
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Transformada discreta de Fourier

La funcién F se llama la Transformada Discreta de Fourier (DFT) y tiene
un montén de aplicaciones!

Vimos que la inversa de F (casi) es F.
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Transformada discreta de Fourier

La funcién F se llama la Transformada Discreta de Fourier (DFT) y tiene
un montén de aplicaciones!

Vimos que la inversa de F (casi) es F.

Entonces esta operacién no solo es reversible sino que calcular la inversa
no es mas dificil que aplicar F.
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.

Sean f =Y a;x, g =", bix' dos polinomios de grado m.
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.
Sean f =Y a;x, g =", bix' dos polinomios de grado m.

Para multiplicar f y g hay que distribuir:

m m ) 2m m
frg=2 ax -3 bix'=3% > abij|x
i=0 i=0 i=0 \j=0
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.
Sean f =Yg aix’, g = " bix' dos polinomios de grado m.

Para multiplicar f y g hay que distribuir:

m om ) 2m m )
f‘g:Za,-x"Zb,-x’ :Z Zajb,-_j x'
i=0 i=0 i=0 \j=0

Esto requiere O(m?) operaciones. Se podra hacer més eficientemente?
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.
Sean f =Yg aix’, g = " bix' dos polinomios de grado m.

Para multiplicar f y g hay que distribuir:

m om ) 2m m )
f‘g:Za,-x"Zb,-x’ :Z Zajb,-_j x'
i=0 i=0 i=0 \j=0

Esto requiere O(m?) operaciones. Se podra hacer més eficientemente?
El producto que damos al anillo de monoide se llama producto de
convolucidn, casualidad?
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.
Sean f =Yg aix’, g = " bix' dos polinomios de grado m.

Para multiplicar f y g hay que distribuir:

m om ) 2m m )
f‘g:Za,-x"Zb;x’ :Z Zajb,-_j x'
i=0 i=0 i=0 \j=0

Esto requiere O(m?) operaciones. Se podra hacer més eficientemente?

El producto que damos al anillo de monoide se llama producto de
convolucidn, casualidad?

No! La transformada discreta de fourier manda el producto de convolucién
al producto lugar a lugar!
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Aplicacién: multiplicar polinomios

Una de las aplicaciones clasicas es multiplicar polinomios rapidamente.
Sean f =Yg aix’, g = " bix' dos polinomios de grado m.

Para multiplicar f y g hay que distribuir:

m om ) 2m m )
f‘g:Za,-x"Zb;x’ :Z Zajb,-_j x'
i=0 i=0 i=0 \j=0

Esto requiere O(m?) operaciones. Se podra hacer més eficientemente?

El producto que damos al anillo de monoide se llama producto de
convolucidn, casualidad?

No! La transformada discreta de fourier manda el producto de convolucién
al producto lugar a lugar!

iPodremos aprovechar esto para hacer menos cuentas?
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m+1. Sea £ = e2™/N_ Llamamos 3 = SNt a;¢X.
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m+1. Sea £ = e2™/N_ Llamamos 3 = SNt a;¢X.

El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m+1. Sea £ = e2™/N_ Llamamos 3 = SNt a;¢X.

El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:

(0) Tomar N la menor potencia de 2 mayor que 2m + 1. Notar que
N <4m.
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m+1. Sea £ = e2™/N_ Llamamos 3 = SNt a;¢X.
El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:

(0) Tomar N la menor potencia de 2 mayor que 2m + 1. Notar que
N <4m.

(1) Calcular 2, by para 0 < k < N. Son ?? operaciones.
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m+1. Sea £ = e2™/N_ Llamamos 3 = SNt a;¢X.
El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:

(0) Tomar N la menor potencia de 2 mayor que 2m + 1. Notar que
N <4m.

(1) Calcular 2, by para 0 < k < N. Son ?? operaciones.

(2) Calcular a - by para 0 < k < N. Son N operaciones.
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m + 1. Sea £ = &2™/N. Llamamos &, = YNt aieh.
El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:

(0) Tomar N la menor potencia de 2 mayor que 2m + 1. Notar que
N <4m.

(1) Calcular 2, by para 0 < k < N. Son ?? operaciones.
(2) Calcular a - by para 0 < k < N. Son N operaciones.

(3) Calcular la transformada de Fourier de los W y asi recuperar los
coeficientes de fg.
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m + 1. Sea £ = &2™/N. Llamamos &, = YNt aieh.
El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:

(0) Tomar N la menor potencia de 2 mayor que 2m + 1. Notar que
N <4m.

(1) Calcular 2, by para 0 < k < N. Son ?? operaciones.
(2) Calcular a - by para 0 < k < N. Son N operaciones.

(3) Calcular la transformada de Fourier de los W y asi recuperar los
coeficientes de fg.

Con un poco de ingenio se puede calcular F utilizando O(N log(N))
operaciones, para esto se toma N potencia de 2.
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FFT: Fast Fourier Transform

Sea N >2m + 1. Sea £ = &2™/N. Llamamos &, = YNt aieh.
El algoritmo FFT para multiplicar polinomios consiste en:

(0) Tomar N la menor potencia de 2 mayor que 2m + 1. Notar que
N <4m.

(1) Calcular 2, by para 0 < k < N. Son ?? operaciones.
(2) Calcular a - by para 0 < k < N. Son N operaciones.

(3) Calcular la transformada de Fourier de los W y asi recuperar los
coeficientes de fg.

Con un poco de ingenio se puede calcular F utilizando O(N log(N))
operaciones, para esto se toma N potencia de 2.

De este modo se puede multiplicar dos polinomios de grado m utilizando
O(mlog m) operaciones con niimeros complejos.
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i Para que sirve esto?

Se utiliza para comprimir imagenes (formato JPEG), audio (MP3) y video
(MPEG).

I. Sadofschi Costa Algebra Il Practica (clase 18) 2020/06/26



