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Prerrequisitos

Para leer estas diapositivas se recomienda haber leido el apunte tedrico
hasta la Seccién 3.11.
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Médulos Simples y Semisimples

Recordemos que un A-médulo S se dice simple si tiene exactamente dos
submédulos, el submédulo 0 y todo S.
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Médulos Simples y Semisimples

Recordemos que un A-médulo S se dice simple si tiene exactamente dos
submédulos, el submédulo 0 y todo S. Podemos caracterizar a todos los
médulos simples conociendo la estructura de anillo de A,

Proposicién

Un A-médulo es S simple si y sélo si existe un ideal a izquierda maximal m
tal que S ~ A/m.
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Médulos Simples y Semisimples

Recordemos que un A-médulo S se dice simple si tiene exactamente dos
submédulos, el submédulo 0 y todo S. Podemos caracterizar a todos los
médulos simples conociendo la estructura de anillo de A,

Proposicién
Un A-médulo es S simple si y sélo si existe un ideal a izquierda maximal m
tal que S ~ A/m.

En la clase pasada vimos como se relacionan los médulos simples entre si:

Lema (Schur)

Sif:S— T es un morfismo A-lineal entre A-médulos simples, entonces f
es o bien nulo o bien un isomorfimo. En particular, si S es simple entonces
Enda(S) es un anillo de division.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Los médulos semisimples son, al menos intuitivamente, los que se pueden
"armar a partir de moédulos simples”.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Los médulos semisimples son, al menos intuitivamente, los que se pueden
"armar a partir de moédulos simples”.

Decimos que un A-médulo es semisimple si existe una familia (5;);¢/ de
submédulos simples de M tal que M = @, S;. Se tiene la siguiente
caracterizacion:

Proposicién (3.10.2)

Sea M un A-médulo. Son equivalentes:
i) Existe una familia (S;)iei de submédulos simples de M tal que M = 3. S;.
i) Existe una familia (S;j)jcs de submédulos simples de M tal que M = @J.GJ S;.

iii) Para todo submédulo N C M existe un submédulo P C M tal que N & P = M.

.

Mas adn, el lema 3.10.1 nos dice que si se satiface (i) podemos tomar una
subfamilia de (S;);cs que satisfaga (ii).
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Con lo anterior podemos extender un resultado conocido de algebra lineal
a D-médulos con D un anillo de divisién:

Proposicién

Sea D un anillo de divisién y M un D-médulo. Si S = {s;i}ic; C M es un
sistema de generadores de M, existe una base B C S de M.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Con lo anterior podemos extender un resultado conocido de algebra lineal
a D-médulos con D un anillo de divisién:

Proposicién

Sea D un anillo de divisién y M un D-médulo. Si S = {s;i}ic; C M es un
sistema de generadores de M, existe una base B C S de M.

Demostracion.

Como S es un sistema de generadores de M, se tiene que M = ", Ds;.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada s; es no nulo.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Con lo anterior podemos extender un resultado conocido de algebra lineal
a D-médulos con D un anillo de divisién:

Proposicién

Sea D un anillo de divisién y M un D-médulo. Si S = {s;}ic; C M es un
sistema de generadores de M, existe una base B C S de M.

Demostracion.

Como S es un sistema de generadores de M, se tiene que M = ", Ds;.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada s; es no nulo. En
consecuencia cada epimorfismo L, : d € D+ d -s; € Ds; es no nulo y
entonces ker Ls, = 0. En particular Ds; ~ D es simple.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Con lo anterior podemos extender un resultado conocido de algebra lineal
a D-médulos con D un anillo de divisién:

Proposicién

Sea D un anillo de divisién y M un D-médulo. Si S = {s;}ic; C M es un
sistema de generadores de M, existe una base B C S de M.

Demostracion.

Como S es un sistema de generadores de M, se tiene que M = ", Ds;.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada s; es no nulo. En
consecuencia cada epimorfismo L, : d € D+ d -s; € Ds; es no nulo y
entonces ker Ls, = 0. En particular Ds; ~ D es simple.

Por lo observado anteriormente existe entonces una subfamilia de (Ds;)jcy
para cierto J C / tal que M = @, Ds;. Basta tomar B = {sj}jc . Ol

v
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Antes de seguir, observemos que lo anterior no es cierto en general.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Antes de seguir, observemos que lo anterior no es cierto en general.

Por ejemplo, si A = Z entonces S = {2,3} es un sistema de generadores
que no es base, pues es linealmente dependiente, y ni S’ = {2} ni
S§"” = {3} son bases de Z ya que no generan.
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Médulos Simples y Semisimples (cont.)

Antes de seguir, observemos que lo anterior no es cierto en general.

Por ejemplo, si A = Z entonces S = {2,3} es un sistema de generadores
que no es base, pues es linealmente dependiente, y ni S’ = {2} ni
S§"” = {3} son bases de Z ya que no generan.

Como vimos, podemos caracterizar los A-mddulos simples a partir de los
ideales maximales de A. Siguiendo con esta idea, la semisimplicidad de los
A-médulos nos da informacién sobre A.
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Anillos Semisimples

Un anillo A se dice semisimple a izquierda (resp. a derecha) si es semisimple a izquierda
(resp. a derecha) visto como A-médulo sobre si mismo.
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Anillos Semisimples

Un anillo A se dice semisimple a izquierda (resp. a derecha) si es semisimple a izquierda
(resp. a derecha) visto como A-médulo sobre si mismo.

La semisimplicidad de un anillo es una condicién muy fuerte, como nos muestra el
siguiente teorema:

Teorema (Artin-Wedderburn)

Sea A un anillo. Son equivalentes:
i) A es semisimple a derecha.
ii) todo A-médulo a derecha es semisimple.
iii) todo A-mdédulo a derecha es proyectivo.
iv) todo A-médulo a derecha es inyectivo.
v) Toda sucesién exacta corda de A-médulos a derecha se parte.

vi) Existen r € N, ny,--- ,n, € N y anillos de divisién D1, ..., D, tales que
A~ M, (D1) X -+ X My (D).

vii) A es semisimple a izquierda.

De (i) <= (vii) todas las otras condiciones también valen para médulos a izquierda.
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Anillos Semisimples (cont.

Si A es conmutativo, el ejercicio 21 de la practica 5 nos dice que A es
semisimple si y sélo si es isomorfo a un producto de cuerpos

A~k X - X ky.
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Anillos Semisimples (cont.)

Si A es conmutativo, el ejercicio 21 de la practica 5 nos dice que A es
semisimple si y sélo si es isomorfo a un producto de cuerpos

A~k X - X ky.

Por la seccién 3.7 del apunte tedrico, esto nos dice que todo A-médulo M
es isomorfo a V1 @ --- @ V,, con V; = e;M un k;-espacio vectorial y la
accion de A es la accién de cada cuerpo coordenada a coordenada.

Ademas, si M = @jcpqp Vis N = Djcpg Wiy f : M — N es un morfismo
A-lineal, se puede describir como 1 & ---® f, con f; : V; — W; una
funcién k;-lineal para cada i.

Es decir, si A es conmutativo y semisimple, entonces entender sus médulos
se reduce a hacer 4lgebra lineal (aunque hay que conocer para esto a los
cuerpos ki, ..., kp).
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Anillos Semisimples (cont.)

Por lo visto, si k es un cuerpo y n € N el anillo M, (k) es semisimple: si N
es un M,(k)-médulo, es isomorfo a una suma directa de M,(k)-mddulos
simples (5)ie;-
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Anillos Semisimples (cont.)

Por lo visto, si k es un cuerpo y n € N el anillo M, (k) es semisimple: si N
es un M,(k)-médulo, es isomorfo a una suma directa de M,(k)-mddulos
simples (5)ie;-
Recordemos que los ideales a izquierda de M, (k) estaban caracterizados
como

Iy = {A € Mp(k) : las filas de A estan en V}
para cada subespacio V < k”. En particular /y es maximal si y sélo si V
es un subespacio maximal de k", y esto equivale a que dimy, V =n— 1.
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Anillos Semisimples (cont.)

Por lo visto, si k es un cuerpo y n € N el anillo M, (k) es semisimple: si N
es un M,(k)-médulo, es isomorfo a una suma directa de M,(k)-mddulos
simples (5)ie;-
Recordemos que los ideales a izquierda de M, (k) estaban caracterizados
como

Iy = {A € Mp(k) : las filas de A estan en V}
para cada subespacio V < k”. En particular /y es maximal si y sélo si V
es un subespacio maximal de k", y esto equivale a que dimy, V =n— 1.

Tomando w € k" tal que V & (w) = k" tenemos un morfismo M, (k)-lineal
piw
p:pek"— | € M, (k)
PnW

que nos dé un isomorfismo k" £ M, (k) — M,(k)/l\. Por lo tanto todo
M,(k)-médulo simple es isomorfo a k".
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Morfismos de k-algebras M,(k) — M,,(k)

A partir de la semisimplicidad de los anillos de matrices sobre un cuerpo,
vamos a resolver el siguiente ejercicio de la practica:

Ejercicio (20, practica 5)

Sea k un cuerpo y f : Mp(k) — Mpm(k) un morfismo de k-dlgebras. Probar
que n divide a m.
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Morfismos de k-algebras M,(k) — M,,(k)

A partir de la semisimplicidad de los anillos de matrices sobre un cuerpo,
vamos a resolver el siguiente ejercicio de la practica:

Ejercicio (20, practica 5)

Sea k un cuerpo y f : Mp(k) — Mm(k) un morfismo de k-algebras. Probar
que n divide a m.

v

Demostracién.

v
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Morfismos de k-algebras M,(k) — M,,(k)

A partir de la semisimplicidad de los anillos de matrices sobre un cuerpo,
vamos a resolver el siguiente ejercicio de la practica:

Ejercicio (20, practica 5)

Sea k un cuerpo y f : Mp(k) — Mm(k) un morfismo de k-algebras. Probar
que n divide a m.

v

Demostracién.

Sabemos que k™ es un Mp,(k)-médulo.

v
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Morfismos de k-algebras M,(k) — M,,(k)

A partir de la semisimplicidad de los anillos de matrices sobre un cuerpo,
vamos a resolver el siguiente ejercicio de la practica:

Ejercicio (20, practica 5)

Sea k un cuerpo y f : Mp(k) — Mm(k) un morfismo de k-algebras. Probar
que n divide a m.

Demostracién.

Sabemos que k™ es un Mp,(k)-médulo. El morfismo f induce entonces
una estructura de M,(k)-mddulo en k™ via A- v := f(A)v y en particular
es un k-espacio vectorial con su estructura usual A- v = f(A\)v = Av.

v

Algebra Il Practica (clase 17) 2020,/06,/23



Morfismos de k-algebras M,(k) — M,,(k)

A partir de la semisimplicidad de los anillos de matrices sobre un cuerpo,
vamos a resolver el siguiente ejercicio de la practica:

Ejercicio (20, practica 5)

Sea k un cuerpo y f : Mp(k) — Mm(k) un morfismo de k-algebras. Probar
que n divide a m.

v

Demostracién.

Sabemos que k™ es un Mp,(k)-médulo. El morfismo f induce entonces
una estructura de M,(k)-mddulo en k™ via A- v := f(A)v y en particular
es un k-espacio vectorial con su estructura usual A- v = f(A\)v = Av.
Como M, (k) es semisimple, debe existir un conjunto / tal que k™ ~ (k"))
como M, (k)-mddulos y en particular como espacios vectoriales.

v
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Morfismos de k-algebras M,(k) — M,,(k)

A partir de la semisimplicidad de los anillos de matrices sobre un cuerpo,
vamos a resolver el siguiente ejercicio de la practica:

Ejercicio (20, practica 5)

Sea k un cuerpo y f : Mp(k) — Mm(k) un morfismo de k-algebras. Probar
que n divide a m.

v

Demostracién.

Sabemos que k™ es un Mp,(k)-médulo. El morfismo f induce entonces
una estructura de M,(k)-mddulo en k™ via A- v := f(A)v y en particular
es un k-espacio vectorial con su estructura usual A- v = f(A\)v = Av.
Como M, (k) es semisimple, debe existir un conjunto / tal que k™ ~ (k"))
como M, (k)-mddulos y en particular como espacios vectoriales. Por lo
tanto el conjunto / debe ser finito y mas ain tomando dimensién se tiene
que m = dimy k™ = dim (k")) = |I|n, asi que en efecto n | m. O

v
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Fijemos un cuerpo k y consideremos la accién Co ~ k? por reflexién.
Concretamente, si C; = (g | g2 = 1) entonces g - (x,y) = (v, x).
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Fijemos un cuerpo k y consideremos la accién Co ~ k? por reflexién.

Concretamente, si C; = (g | g2 = 1) entonces g - (x,y) = (y,x). En k% Ia
recta L = ((1,1)) es invariante por reflexiones. jHabra otra?
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Fijemos un cuerpo k y consideremos la accién Co ~ k? por reflexién.
Concretamente, si C; = (g | g2 = 1) entonces g - (x,y) = (y,x). En k% Ia
recta L = ((1,1)) es invariante por reflexiones. jHabra otra?

Notar que en este caso, por dimensidn, que exista otra recta invariante
equivale a tener L' < k> talque k> =L L'y G- L' C L.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Fijemos un cuerpo k y consideremos la accién Co ~ k? por reflexién.
Concretamente, si C; = (g | g2 = 1) entonces g - (x,y) = (y,x). En k% Ia
recta L = ((1,1)) es invariante por reflexiones. jHabra otra?

Notar que en este caso, por dimensidn, que exista otra recta invariante
equivale a tener L' < k> tal que k> =L@ L'y G- L’ C L. Podemos hacer
la cuenta a mano: una tal recta L’ estd determinada por un generador

(a, b), y que sea invariante por la accién es lo mismo que g - (a, b) € L', es
decir, que exista A € k tal que (a, b) = A(b, a).
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Fijemos un cuerpo k y consideremos la accién Co ~ k? por reflexién.
Concretamente, si C; = (g | g2 = 1) entonces g - (x,y) = (y,x). En k% Ia
recta L = ((1,1)) es invariante por reflexiones. jHabra otra?

Notar que en este caso, por dimensidn, que exista otra recta invariante
equivale a tener L' < k> tal que k> =L@ L'y G- L’ C L. Podemos hacer
la cuenta a mano: una tal recta L’ estd determinada por un generador

(a, b), y que sea invariante por la accién es lo mismo que g - (a, b) € L', es
decir, que exista A € k tal que (a, b) = A(b, a).

Esto a su vez dice que a = \?a y, descartando el caso a = 0 se obtiene que
A2 = 1. Por lo tanto

0=X-1=M-1W+1)

asique A\=1y (a,b) =(a,a) o A=—-1y (a,b) =(a,—a).
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Si queremos que L’ sea distinta a L = ((1, 1)), la dnica opcién posible es

L'=((a,—a)) = (1, -1)).

Algebra Il Practica (clase 17) 2020/06/23



Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Si queremos que L’ sea distinta a L = ((1, 1)), la dnica opcién posible es
L' ={(a,—a)) = {(1,—1)). Cuidado! Esta condici6n es necesaria, pero no
suficiente! Existird L’ # L como queremos si y sélo si —1 # 1 en k, es
decir, si 2 # 0.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

Si queremos que L’ sea distinta a L = ((1, 1)), la dnica opcién posible es
L' ={(a,—a)) = {(1,—1)). Cuidado! Esta condici6n es necesaria, pero no
suficiente! Existird L’ # L como queremos si y sélo si —1 # 1 en k, es
decir, si 2 # 0.

Por ejemplo, en R? o (Z3)? esto es posible, pero no asi en (Z)? pues
L ={((1,1)) es la Gnica recta invariante por reflexion.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

4 -2 1 08 06 -04 02 02 04 08 08 1 12 14

04

08

(L,-1)
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

(Z3)°
@ ®! [ ]
® @ L ]
1 0 1
® ®-1 ®
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

El ejemplo anterior era una instancia de la siguiente situacién: si tenemos
un k-espacio vectorial V junto con una accién G ~ V por automorfismos
lineales, y un subespacio S < V que es G-invariante, queremos saber
cuando existird T < V G-invariante tal que V=S¢ T.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

El ejemplo anterior era una instancia de la siguiente situacién: si tenemos
un k-espacio vectorial V junto con una accién G ~ V por automorfismos
lineales, y un subespacio S < V que es G-invariante, queremos saber
cuando existird T < V G-invariante tal que V=S¢ T.

Podemos responder esta pregunta a partir de la teoria de k[G]-mddulos.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

Recordemos que si M es un k[G] médulo, la multiplicacién por elementos
de k hace de éste un k-espacio vectorial, y la multiplicaciéon por elementos
de G nos da una accién G ~ M que es k-lineal con respecto a la anterior

estructura.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

Recordemos que si M es un k[G] médulo, la multiplicacién por elementos
de k hace de éste un k-espacio vectorial, y la multiplicaciéon por elementos
de G nos da una accién G ~ M que es k-lineal con respecto a la anterior
estructura.

Reciprocamente, si V es un k-espacio vectorial y G ~ V una accién por
automorfismos k-lineales, entonces V' es un k[G]-médulo via

Z)\gg -v::Z)\g(g-v)

geaG geaG

y estas construcciones son inversas.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

Podemos pensar entonces directamente a un k[G]-mddulo como un
k-espacio vectorial con una accién G ~ V por automorfismos lineales.

En estos términos, un submédulo de V' es un subespacio G-invariante.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

Podemos pensar entonces directamente a un k[G]-mddulo como un
k-espacio vectorial con una accién G ~ V por automorfismos lineales.

En estos términos, un submédulo de V' es un subespacio G-invariante.

Nuestro problema original se traduce en la siguiente pregunta: fijemos un
k[G]-médulo M. ;Es cierto que para todo submédulo S de M existe un
submédulo T tal que M =S T?
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

Podemos pensar entonces directamente a un k[G]-mddulo como un
k-espacio vectorial con una accién G ~ V por automorfismos lineales.

En estos términos, un submédulo de V' es un subespacio G-invariante.

Nuestro problema original se traduce en la siguiente pregunta: fijemos un
k[G]-médulo M. ;Es cierto que para todo submédulo S de M existe un
submédulo T tal que M =S T?

Esto es equivalente a decidir si M es semisimple, asi que esta propiedad
vale para todo k[G]-médulo si y sélo si k[G] es semisimple.
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Representaciones irreducibles y k[G]-mddulos simples

(cont.)

En la seccién 3.11 del apunte tedrico vimos la siguiente caracterizacion:

Teorema (Maschke)

Sea k un cuerpo y G un grupo finito. Si |G| es inversible en k, entonces
k[G] es semisimple.

Observamos que cuando |G| = 0 en k, el anillo k[G] puede no ser
semisimple: en el ejemplo con el que empezamos teniamos un

k[ C>]-submédulo propio S de k2, y queriamos encontrar T tal que

k? =S & T. Vimos que si k = Z, no existia tal T,y la obstruccién era
precisamente que 2 = 0 en Z5.
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