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Prerrequisitos

Para leer estas diapositivas se recomienda haber leido el apunte tedrico
hasta la Seccién 3.11.
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Mas sobre exactitud

Como vimos en la clase anterior, los médulos proyectivos e inyectivos
cumplen buenas propiedades con respecto a la exactitud.

Observamos también que los médulos libres son proyectivos, y que un
modulo proyectivo es sumando directo de un médulo libre. Siguiendo esta
idea, varias propiedades que satisfacen los médulos libres se cumplen
también para los médulos proyectivos.
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Mas sobre exactitud

Como vimos en la clase anterior, los médulos proyectivos e inyectivos
cumplen buenas propiedades con respecto a la exactitud.

Observamos también que los médulos libres son proyectivos, y que un
modulo proyectivo es sumando directo de un médulo libre. Siguiendo esta
idea, varias propiedades que satisfacen los médulos libres se cumplen
también para los médulos proyectivos.

En la practica 6 hay varios ejercicios que relacionan los médulos
proyectivos e inyectivos con la exactitud. Para tener un poco mas de
motivacién sobre estos temas, veamos primero algunas definiciones.
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Complejos de Cadenas

Un complejo de cadenas de A-médulos (M,, ds) es una familia (M,,)necz de
A-mddulos junto con aplicaciones A-lineales d,, : M,, — M,_1 tales que
dndpy1 = 0 para todo n € Z.

dn dn
v My S My, S My — -
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Complejos de Cadenas

Un complejo de cadenas de A-médulos (M,, ds) es una familia (M,,)necz de
A-mddulos junto con aplicaciones A-lineales d,, : M,, — M,_1 tales que
dndpy1 = 0 para todo n € Z.

dn dn
v My S My, S My — -
Observemos que la ecuacién d,d,+1 = 0 nos dice exactamente que
im dpy1 C kerd, para todo n € Z. Por lo tanto, la sucesién cumple una

condicién necesaria pasar ser exacta, y nos interesara saber cuando
efectivamente lo es.
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Complejos de Cadenas

Un complejo de cadenas de A-médulos (M,, ds) es una familia (M,,)necz de
A-mddulos junto con aplicaciones A-lineales d,, : M,, — M,_1 tales que
dndpy1 = 0 para todo n € Z.

dn dn
v My S My, S My — -

Observemos que la ecuacién d,d,+1 = 0 nos dice exactamente que

im dpy1 C kerd, para todo n € Z. Por lo tanto, la sucesién cumple una
condicién necesaria pasar ser exacta, y nos interesara saber cuando
efectivamente lo es.

Con la intencién de alivianar la notacién, solemos notar d a cualquiera de
los morfismos d,, cuando su dominio se sobreentienda del contexto.
También se suele escribir d?> = 0 para la condicién de la definicién.




Complejos de Cadenas - Ejemplos

@ Si M es un A-médulo, podemos verlo como un complejo donde
Mo =M, M, =0paran#0yd,=0 para todo n € Z,

-+ 0-0-M—-0—-0—---
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Complejos de Cadenas - Ejemplos

@ Si M es un A-médulo, podemos verlo como un complejo donde
Mo =M, M, =0paran#0yd,=0 para todo n € Z,

-+ 0-0-M—-0—-0—---

o El siguiente es un complejo de Zg-méddulos,

- — Zg _26 3= _Zﬁ 2._‘26—>'--

/ZG /Z6
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Complejos de Cadenas - Ejemplos

@ Si M es un A-médulo, podemos verlo como un complejo donde
Mo =M, M, =0paran#0yd,=0 para todo n € Z,

-+ 0-0-M—-0—-0—---

o El siguiente es un complejo de Zg-méddulos,

3. 2.—

e Z6 25 76 Ny PNy S

@ Si [ es un ideal bildtero de un anillo A, entonces
0—=/—=A—-A/l-0

es un complejo de A-médulos.
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Homologia

Fijemos ahora un complejo de A-médulos C = (M,, d,). Este sera exacto
si im dpy1 = ker d, para todo n € Z.
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Homologia

Fijemos ahora un complejo de A-médulos C = (M,, d,). Este sera exacto
si im dpy1 = ker d, para todo n € Z.

Ya sabemos que im d, 1 C ker d,, asi que esto es lo mismo que
preguntarse si ker d,/im dp41 = 0 para todo n € Z.
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Homologia

Fijemos ahora un complejo de A-médulos C = (M,, d,). Este sera exacto
si im dpy1 = ker d, para todo n € Z.

Ya sabemos que im d, 1 C ker d,, asi que esto es lo mismo que
preguntarse si ker d,/im dp41 = 0 para todo n € Z.

La homologia de C en el lugar k es el A-médulo

ker d

Hk(C) = m

En estos términos, un complejo es exacto si tiene homologia cero.
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Homologia

Fijemos ahora un complejo de A-médulos C = (M,, d,). Este sera exacto
si im dpy1 = ker d, para todo n € Z.

Ya sabemos que im d, 1 C ker d,, asi que esto es lo mismo que
preguntarse si ker d,/im dp41 = 0 para todo n € Z.

La homologia de C en el lugar k es el A-médulo

ker d
H (C) = ———.
k( ) im dii1

En estos términos, un complejo es exacto si tiene homologia cero.

Si vemos a un A-médulo M como un complejo con M en el lugar 0, su
homologia es Ho(M) = My Hy(M) = 0 si k # 0. Pueden verificar que
otros dos ejemplos de complejos eran exactos.
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Resoluciones Proyectivas

Resolveremos ahora el ejercicio 9 de la practica 6. Los primeros incisos nos
piden lo siguiente:

Ejercicio (practica 6, ej. 9, items a y b)
Sea A un anillo. Probar las siguientes afirmaciones.

a) Para cada A-mddulo M existe un diagrama

d” d°
i3 Ppg S Py P Pa S M0

de A-médulos y morfismos de A-médulos que es exacto, y en el que para
cada p € Ng el médulo P, es proyectivo. El morfismo € se llama
aumentacion y el diagrama obtenido al reemplazar € por O es llamado
resolucion proyectiva de M.

b) Los A-mdédulos P, pueden elegirse libres para todo p € No.

Intuitivamente, queremos aproximar a M con médulos proyectivos como
complejos.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Usaremos el siguiente resultado,

Observacién

Si M es un A-médulo, existen L un A-médulo libre y f : L — M un
epimorfismo.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Usaremos el siguiente resultado,

Observacién

Si M es un A-médulo, existen L un A-médulo libre y f : L — M un
epimorfismo.

Esto nos da el comienzo de la resolucién: si M es un A-mdédulo, usamos la
observacién para definir el morfismo de aumentacién

Py £ M — 0.

Si e fuera un isomorfismo, entonces 0 — Py — M — 0 es exacta y
terminamos. j Como seguimos si no?
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Usaremos el siguiente resultado,

Observacion
Si M es un A-médulo, existen L un A-médulo libre y f : L — M un
epimorfismo.

Esto nos da el comienzo de la resolucién: si M es un A-mdédulo, usamos la
observacién para definir el morfismo de aumentacién

Py £ M — 0.

Si e fuera un isomorfismo, entonces 0 — Py — M — 0 es exacta y
terminamos. ; Cémo seguimos si no? Seguro tenemos una sucesion exacta
de la forma

0— kere < Py 5 M — 0,

pero ker e no tiene por qué ser proyectivo.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Como antes, lo que es seguro es que podemos conseguir un epimorfismo
: P1 — kere, que al componer con la inclusiéon a Py nos da un morfismo
d1 P1 — Py como en el siguiente diagrama:

P1;>P0—>M—>O

N

ker e

0/ \0

Algebra Il Practica (clase 15) 2020/06/16



Resoluciones Proyectivas - (co

Como antes, lo que es seguro es que podemos conseguir un epimorfismo
: P1 — kere, que al componer con la inclusiéon a Py nos da un morfismo
d1 P1 — Py como en el siguiente diagrama:

P1;>P0—>M—>O

N

ker e

0/ \0

La fila de arriba es exacta, pero no necesariamente tenemos un cero a la
izquierda. Volvemos a tener el mismo inconveniente de antes! ; Como
seguimos?
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Podemos proceder inductivamente: para cada p > 1 consideramos un

médulo libre P11 y un epimorfismo gp41 : Pp+1 — ker dp. Definimos
dp+1 como componer a gp4+1 con la inclusién ker dp — Pp.

d3

OGN e

ker dy ker e

o
oSN N SN
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Podemos proceder inductivamente: para cada p > 1 consideramos un

médulo libre P11 y un epimorfismo gp41 : Pp+1 — ker dp. Definimos
dp+1 como componer a gp4+1 con la inclusién ker dp — Pp.

P & P & P & Po <> M — 0
1

- — ker ds ker d> ker dy ker e

RN NN

Ahora hay que ver que el complejo es exacto: por construccién, la imagen
de d, es exactamente el fucleo de g,_1, que a su vez es el niicleo de d,_1.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Todavia nos quedan dos items del ejercicio pendientes. El dltimo item pide
calcular algunas resoluciones proyectivas (sugerencia: recordar los ejemplos
de complejos que vimos al principio, y notar que un ideal principal es
libre). Resolvamos (c).

Ejercicio (practica 6, ej. 9, item c)

Sif: M — N es un morfismo de A-mddulos y P, 5 M, Qs i> N son
resoluciones proyectivas, entonces existen morifsmos f, : P, — Q, para
cada p > 0 que hacen conmutar el siguiente diagrama:

d,
PP P B S M 0
0
o QB Q1 — o QB Q SN0

v
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Una observacién importante es que alcanza probar que para cada p >0
conmuta el diagrama que se obtiene de "recortar” el anterior y quedarnos
con ambos complejos hasta el lugar py fo,--- ,f,. Més todavia, basta ver
que fe = dfy y Opfp = fp—_1dp para todo p > 1.

Empecemos por construir fy : Py — Qp. No sabemos nada concreto sobre
los médulos involucrados: solo que €, § son epimorfismos y Py, Qp son
proyectivos. j Qué podemos hacer con esta informacién?

POL>M—>O

|
Bl ?3 lf

Q > N —0
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Una observacién importante es que alcanza probar que para cada p >0
conmuta el diagrama que se obtiene de "recortar” el anterior y quedarnos
con ambos complejos hasta el lugar py fo,--- ,f,. Més todavia, basta ver
que fe = dfy y Opfp = fp—_1dp para todo p > 1.

Empecemos por construir fy : Py — Qp. No sabemos nada concreto sobre
los médulos involucrados: solo que €, § son epimorfismos y Py, Qp son
proyectivos. j Qué podemos hacer con esta informacién?

POL>M—>O

|
Bl ?3 lf

Q > N —0

Como Py es proyectivo y ¢ es un epimorfismo, podemos levantar
fe: Pp — N acierta fy : Pp — Qo que hace conmutar el diagrama.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Ahora veamos que existe f; : P; — Q1 tal que el siguiente diagrama
conmuta. jPodemos hacer lo mismo que antes?

PL% Py S M — 0

|
Elﬁ?i lfo lf

A Q-5 N—oO
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Ahora veamos que existe f; : P; — Q1 tal que el siguiente diagrama
conmuta. jPodemos hacer lo mismo que antes?

PL% Py S M — 0

Elﬁ?i lfo lf

A Q-5 N—oO

No sabemos que 07 sea epimorfismo, asi que algo distinto hay que hacer.
Queremos reciclar de todas formas la idea de levantar fyd; a Q1 de alguna
forma. Para esto, hacemos la siguiente observacién: siguiendo el diagrama

vemos que dfgdy = fed; = 0 asi que por exactitud

im fody C kerd = im 04.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Podemos entonces levantar la correstriccion de fyd; a su imagen con
respecto a 01| : Q1 — im 01, y definimos asi a f; : P; — Qx:

P1 % PO = M 0
| W‘
3 | im 01 fo f
i O \
- 3
Q1 ! Qo i N 0

Siguiendo el diagrama vemos que efectivamente 01f = fyds.
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Resoluciones Proyectivas - (cont.)

Procedemos inductivamente: como Op_1fp—_1dp = f,_2d,_1d, = 0 por
exactitud im f,_1d, C ker dp—1 = im O, y podemos entonces tomar
fo 1 Pp — Qp para que el diagrama conmute,

dp dpl
4) H H...
Pp Ppl Pp2

\f;:—ldp|

|
i
|
3f, ! im Op 1 fo—2
i
|
|

/\a

Qp—>Qp14>Qp2*>"’

G. Arnone
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Resoluciones Inyectivas

El dltimo ejercicio de la practica 6 pide hacer algo similar al ejercicio
anterior, para médulos inyectivos. El procedimiento es parecido, pero usa
el siguiente resultado:

Proposicién
Si M es un A-médulo, existe un médulo inyectivo | y un monomorfismo
f:M—|.

Si bien el enunciado andlogo para proyectivos era sencillo, esta proposicién
requiere mucho mas trabajo. Los ejercicios 12 a 16 de la practica 6 dan
una demostracién guiada.
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El lema de los cinco

Los argumentos de antes involucraban varias veces seguir ciertos diagramas para
entender lo que pasaba. Esta idea se conoce como "diagram chasing”. El ejercicio
que sigue es el lema de los cinco y es otra instancia de esto mismo,

Ejercicio (practica 6, ej. 8)
Consideremos un diagrama conmutativo de A-mdédulos

M, — o, — " oy — o, —

[

N1 81 N2 82 N3 83 N4 84 N5

y supongamos que las filas son exactas. Probar que
i) Siaq,q, a4y as son isomorfismos, entonces a3 es un isomorfismo.
i) Siy es sobreyectivo y i y aig Son inyectivos, entonces oz es inyectivo.

iii) Si as es inyectivo y aip y cuq son sobreyectivos, entonces asz es sobreyectivo.

v
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i).
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3 fa

Ml M2 M3 M4 M5

A
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3 fa

Ml M2 M3 M4 M5

A

@ Tomemos x € Mz tal que az(x) = 0.
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3 fa

Ml M2 M3 M4 M5

A

@ Tomemos x € Mz tal que az(x) = 0.

@ Por lo tanto, es aufs(x) = gzas(x) = g3(0) = 0 y como s es mono, tiene que ser
f3(x) = 0.
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3

Ml M2 M3 M4 M5

A

fa

@ Tomemos x € Mz tal que az(x) = 0.

@ Por lo tanto, es aufs(x) = gzas(x) = g3(0) = 0 y como s es mono, tiene que ser
f3(x) = 0.

@ Ahora usamos exactitud de la fila de arriba: existe y € M, tal que f(y) = x.
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3 fa

Ml M2 M3 M4 M5

A

@ Tomemos x € Mz tal que az(x) = 0.

@ Por lo tanto, es aufs(x) = gzas(x) = g3(0) = 0 y como s es mono, tiene que ser
f3(x) = 0.

@ Ahora usamos exactitud de la fila de arriba: existe y € M, tal que f(y) = x.

@ Como gox(a2(y)) = asf(y) = as(x) = 0, por exactitud de la fila de abajo existe
z € N tal que gi(z) = a2(y).
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3 fa

Ml M2 M3 M4 M5

A

@ Tomemos x € Mz tal que az(x) = 0.

@ Por lo tanto, es aufs(x) = gzas(x) = g3(0) = 0 y como s es mono, tiene que ser
f3(x) = 0.

@ Ahora usamos exactitud de la fila de arriba: existe y € M, tal que f(y) = x.

@ Como gox(a2(y)) = asf(y) = as(x) = 0, por exactitud de la fila de abajo existe
z € N tal que gi(z) = a2(y).

@ El morfismo a1 es epi, asi que existe w € My tal que a1(w) = z y entonces
az(fi(w)) = gi(aa(w)) = g1(2) = az(y).
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El lema de los cinco

Los items (ii) e (iii) se resuelve de la forma muy similar, y ambos items
prueban (i). Veamos (ii).

fi f f3 fa

Ml M2 M3 M4 M5

A

@ Tomemos x € Mz tal que az(x) = 0.

@ Por lo tanto, es aufs(x) = gzas(x) = g3(0) = 0 y como s es mono, tiene que ser
f3(x) = 0.

@ Ahora usamos exactitud de la fila de arriba: existe y € M, tal que f(y) = x.

@ Como gox(a2(y)) = asf(y) = as(x) = 0, por exactitud de la fila de abajo existe
z € Np tal que g1(z) = az(y).

@ El morfismo a1 es epi, asi que existe w € My tal que a1(w) = z y entonces
az(fi(w)) = gi(aa(w)) = &1(2) = aa(y).

@ Como a» es mono, se tiene que y = fi(w) y entonces una vez méas por exactitud
de la fila de arriba x = f(y) = f,i(w) = 0. Esto prueba que az es mono.

Algebra Il Practica (clase 15) 2020/06/16



Volviendo a la homologia

Los anteriores ejercicios estan relacionados con el dlgebra homoldgica.

Histéricamente, la homologia es una herramienta que nace en topologia
para medir los "agujeros” de un espacio. Veamos un ejemplo muy sencillo
de esta idea.
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La homologia de un grafo

Sea X un grafo con vértices V = {v1,--- ,v,} y aristas E = {e1,- -, em}
que pensamos como pares de vértices. Notaremos s(e;) y t(e;) al vértice
en el que comienza y termina un arista respectivamente.

Por ejemplo, si V ={1,2,3} y E ={(1,2),(2,3),(3,1)} el grafo X es el

de la siguiente figura:
ol

& —— 03
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La homologia de un grafo (cont.)

Construiremos un complejo (muy pequefio!) asociado a X
d
0—-G—=>¢G—0
de la siguiente forma: en el lugar 0, definiremos Cy como el Z-médulo libre

con base en los vértices vq,...,v, de G. Similarmente, consideraremos el
Z-modulo libre G cuya base son los aristas ey, - - - , e, de X.
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La homologia de un grafo (cont.)

Construiremos un complejo (muy pequefio!) asociado a X
d
0—-G—=>CG—0

de la siguiente forma: en el lugar 0, definiremos Cy como el Z-médulo libre
con base en los vértices vq,...,v, de G. Similarmente, consideraremos el
Z-modulo libre G cuya base son los aristas ey, - - - , e, de X.

La funcién d quedarad determinada al definirla en una base de C;. Si ¢ es
un vértice, definimos d(e;) = t(ej) — s(ej). Intuitivamente, queremos
enviar un arista "a su borde”.
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La homologia de un grafo (cont.)

Construiremos un complejo (muy pequefio!) asociado a X
d
0—-G—=>CG—0

de la siguiente forma: en el lugar 0, definiremos Cy como el Z-médulo libre
con base en los vértices vq,...,v, de G. Similarmente, consideraremos el
Z-modulo libre G cuya base son los aristas ey, - - - , e, de X.

La funcién d quedarad determinada al definirla en una base de C;. Si ¢ es
un vértice, definimos d(e;) = t(ej) — s(ej). Intuitivamente, queremos
enviar un arista "a su borde”.

Vamos a calcular su homologia, que es
Ho(X) = Ho(C) = coker d = Co/im d, Hl(X) = Hl(C) = kerd.

Veamos algunos ejemplos concretos.
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La homologia de X = e,

Si X consiste s6lo de dos vértices v; y v, sin arista entonces C; =0y
Co =wv1Z @ wZ. La funcidon d : ¢4 — Cp es la funcién cero y entonces

0—-0—>C—0
es el complejo en cuestidon. Por lo tanto,
Ho(X) = Go/im d ~ Gy ~ Z°.

y He(X) = 0si k # 0.
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La homologiade X = o, - o,

Si X consiste sélo de dos vértices v1 y v» y un arista e = (v1, v2), entonces
G=eZy CGg=wnZP wZ Lafuncion d: G — Cy queda determinada
por la imagen de e, que es d(e) = t(e) — s(e) = vo» — v1. El complejo en
cuestion es

0= eZLwZowZ—0

y bajo los isomorfismos C; ~ Z y Cy ~ Z? resulta

0*>C1A>C0—>0

|k

0—z-52722 50

con f(k) = (—k, k). Por lo tanto Ho(X) ~ 3%y ~ Z 'y Hi(X) = 0.
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€
La homologia de X = «, e,

€1

Siahora V ={vi,wn}y E ={e1 = (v1,w), e = (v, v1)} entonces
d(e1) = vo—vi y d(e) = vi — vz, el complejo es

0—eaZdeZbuZewZ—0
y tomando bases como antes tenemos el siguiente diagrama
00— G N G — 0
= |~
0224272 50

con A = (_11 _11> Si hacemos la cuenta, es

Ho(X) = Z2/{(~1,1), (1, ~1)) = Z%/((~1,1)) = Z

Hi(X) =~ {(k,) €Z?: —k+1,k—1=0} ={(m,m) :mec Z} ~Z
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La homologia de un grafo (cont.)

. B
X v Vo o, — o, o, \e—a .,
1
Ho(X) Z2 Z z
H; (X) 0 0 Z

En general Hi(X) mide los "agujeros” de X, mientras que Ho(X) mide la
cantidad de componentes conexas (que podemos interpretar como
"agujeros de dimensién 0").
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La homologia de un grafo (co

Tiene sentido preguntarse por qué esto motiva los complejos de cadenas y
su homologia si estamos mirando un complejo... de longitud 1.

La misma idea mide también los "agujeros” de un poliedro, enviando cada
cara a los segmentos que conforman su borde: el complejo a considerar
tendra longitud 2.

Para espacios de "dimensién mayor”, el complejo va a ser més grande,
incluso podria tener infinitos lugares no nulos.
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