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Prerrequisitos

Para leer estas diapositivas se recomienda haber leido el apunte tedrico
hasta la Seccién 3.6.
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Exactitud y Hom

En la seccién 3.4 del apunte tedrico vimos que si

0—-S--SM2BT >0

es una sucesién exacta de A-médulos y N es un A-médulo arbitrario,
entonces las sucesiones

0 — homa(N,S) 5 homa(N, M) 25 homa(N, T)

0 — homa(T, N) 25 homa(M, N) s homa(S, N)

son exactas. La exactitud a derecha es en general falsa y estudiaremos mas
adelante como caracterizar a los médulos N que cumplan esta propiedad.
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Exactitud y Hom

Tiene sentido preguntarse entonces:
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Exactitud y Hom

Tiene sentido preguntarse entonces:

o ;Cuadl es la relevancia de las sucesiones exactas?
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Exactitud y Hom

Tiene sentido preguntarse entonces:

@ ;Cudl es la relevancia de las sucesiones exactas?

@ ;jPor qué nos interesa entender homa(N, —) y homa(—, N)?

Estudiar cuando un médulo N preserva la exactitud a derecha de las
anteriores sucesiones nos dice informacién sobre las sucesiones exactas en
las que estd involucrado N.

Veamos un ejemplo donde la exactitud de una sucesién nos da informacion
geométrica.
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Campos Conservativos

Necesitamos primero recordar algunas nociones de Anilisis Il.
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Campos Conservativos

Necesitamos primero recordar algunas nociones de Anilisis Il. Si U C R3
es abierto y f : U — R es una funcién suave, su gradiente es

of Of of
f=—,—,—|: R3.
v (ax’ay’az) U=
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Campos Conservativos

Necesitamos primero recordar algunas nociones de Anilisis Il. Si U C R3
es abierto y f : U — R es una funcién suave, su gradiente es

of Of of
f=—,—,—|: R3.
v (ax’ay’az) U=

Por otro lado, si F : U — R3 es un campo suave, su rotor es

ot (F) = <8Fa_an 0F _ 0F, %_%):U%Ra
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Campos Conservativos

Necesitamos primero recordar algunas nociones de Anilisis Il. Si U C R3
es abierto y f : U — R es una funcién suave, su gradiente es

of Of of
f=—,—,—|: R3.
v (ax’ay’az) U=

Por otro lado, si F : U — R3 es un campo suave, su rotor es

@5_3585_3555_W31U%@

y su divergencia es div(F) = 91 4 2! 6’:2 + 95

Sabemos que para toda funcién suave f : U — Ry campo F : U — R3 se
tiene que rot(VF) = 0 y div(rot(F)) = 0.
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Campos Conservativos (cont.)

Se tiene asi una sucesién de R-espacios vectoriales y morfismos R-lineales
0 — R < ©(U,R) "5 ¢ (U,R?) % ©>(U,R?) %% ©=(U,R) — 0

donde la imagen de cada morfismo estd contenido en el niicleo del
siguiente. Esta sucesién serd exacta si:
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Campos Conservativos (cont.)

Se tiene asi una sucesién de R-espacios vectoriales y morfismos R-lineales
0 — R < ©(U,R) "5 ¢ (U,R?) % ©>(U,R?) %% ©=(U,R) — 0

donde la imagen de cada morfismo estd contenido en el niicleo del
siguiente. Esta sucesién serd exacta si:

e Vf =0 implica que f es constante,
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Campos Conservativos (cont.)

Se tiene asi una sucesién de R-espacios vectoriales y morfismos R-lineales
0 — R < ©(U,R) "5 ¢ (U,R?) % ©>(U,R?) %% ©=(U,R) — 0

donde la imagen de cada morfismo estd contenido en el niicleo del
siguiente. Esta sucesién serd exacta si:
e Vf =0 implica que f es constante,

@ Todo campo de rotor nulo es conservativo, y
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Campos Conservativos (cont.)

Se tiene asi una sucesién de R-espacios vectoriales y morfismos R-lineales
0 — R < ©(U,R) "5 ¢ (U,R?) % ©>(U,R?) %% ©=(U,R) — 0

donde la imagen de cada morfismo estd contenido en el niicleo del
siguiente. Esta sucesién serd exacta si:

e Vf =0 implica que f es constante,

@ Todo campo de rotor nulo es conservativo, y

@ Todo campo de divergencia nula es un rotor.

En Anaélisis |l se vé que si U es simplemente conexo las condiciones
anteriores se satisfacen, pero en general esto depende de la regién.
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Campos Conservativos (cont.)

Se tiene asi una sucesién de R-espacios vectoriales y morfismos R-lineales
o V(2) oo 3 ﬂ %) 3y di oo
0 — R — ¥*°(U,R) = €>(U,R3) € (U,R?) = ¥>°(U,R) — 0
donde la imagen de cada morfismo estd contenido en el niicleo del
siguiente. Esta sucesién serd exacta si:
e Vf =0 implica que f es constante,

@ Todo campo de rotor nulo es conservativo, y

@ Todo campo de divergencia nula es un rotor.

En Anaélisis |l se vé que si U es simplemente conexo las condiciones
anteriores se satisfacen, pero en general esto depende de la regién.

Estudiar algebraicamente la exactitud de esta sucesién nos da informacién
geométrica sobre U. La versién general de esta idea se vé en Geometria
Diferencial.
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M)

Volvamos ahora al ejemplo con el que empezamos. Sabemos que dado un
A-médulo N, para todo A-médulo los conjuntos homa(N, M) y

homa(M, N) tienen estructura de Z(A)-médulos, y en particular, de
grupos abelianos.
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M)

Volvamos ahora al ejemplo con el que empezamos. Sabemos que dado un
A-médulo N, para todo A-médulo los conjuntos homa(N, M) y

homa(M, N) tienen estructura de Z(A)-médulos, y en particular, de
grupos abelianos.

Ademés, dado f : § — T un morfismo de A-médulos, tenemos aplicaciones
fi: homa(N,S) — homa(N, T)y f* : homa(T,N) — homa(S, N).
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M)

Volvamos ahora al ejemplo con el que empezamos. Sabemos que dado un
A-médulo N, para todo A-médulo los conjuntos homa(N, M) y

homa(M, N) tienen estructura de Z(A)-médulos, y en particular, de
grupos abelianos.

Ademés, dado f : § — T un morfismo de A-médulos, tenemos aplicaciones
fi: homa(N,S) — homa(N, T)y f* : homa(T,N) — homa(S, N).

Mas todavia, las asignacidnes (—)* y (—). respetan (o invierten) el orden
de la composicién y preservan las identidades:

o (fog)y=fiog.
(IdS)* = idhomA(N,S)-
(gof) =g of".
(ids)* = idhom(s,n)-
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Los funtores homa(M, —) y h

Las anteriores son instancias particulares de lo que en teoria de categorias
se conoce como un funtor. Una idea que puede ser formalizada en el
contexto de las categorias es la siguiente: dos objetos seran isomorfos si y
s6lo si "se relacionan de igual forma"” con los demas objetos.

Veamos una instancia concreta de este resultado,
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M) (cont.)

Las anteriores son instancias particulares de lo que en teoria de categorias
se conoce como un funtor. Una idea que puede ser formalizada en el
contexto de las categorias es la siguiente: dos objetos seran isomorfos si y
s6lo si "se relacionan de igual forma"” con los demas objetos.

Veamos una instancia concreta de este resultado,
Proposicién

Sea S i> T £ U una sucesién de A-médulos. Si

homa(N, S) £ homa(N, T) £ homa(N, U)

< f
es exacta para todo A-médulo N, entonces S — T £, U es exacta.
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M) (cont.)

Proposicién
f . . .
Sea S L T £ U una sucesién de A-médulos. Si

homa(N, S) £ homa(N, T) £ homa(N, U)

. f
es exacta para todo A-mddulo N, entonces S — T £, U es exacta.

Demostracion.

v
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M) (cont.)

Proposicién
f . . .
Sea S L T £ U una sucesién de A-médulos. Si

homa(N, S) £ homa(N, T) £ homa(N, U)

. f
es exacta para todo A-mddulo N, entonces S — T £, U es exacta.

Demostracion.
Notemos primero que tomando N =S, es

gf = (g o £.)(ids) = 0(ids) = 0

asi que im f C kerg.

v
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M) (cont.)

Proposicién
f . . .
Sea S L T £ U una sucesién de A-médulos. Si

homa(N, S) £ homa(N, T) £ homa(N, U)

. f
es exacta para todo A-médulo N, entonces S — T £, U es exacta.

Demostracion.
Notemos primero que tomando N = S, es

gf = (g o £.)(ids) = 0(ids) = 0

asi que im f C ker g. Por otro lado, tomando N =kerg e i: kerg— T la
inclusion, es g.(i) = 0. Existe entonces h: kerg — S tal que
i = f.(h) = fhy por lo tanto kerg =im i C im f. O

v
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M) (cont.)

Corolario

f f, ., P .
Sea Mg = My — -+ — M,_1 =% M, una sucesién de A-médulos. Si

homa(N, Mo) 2% homa(N, My) = --- = homa(N, My_1) 2% homa(N, M,)

es exacta para todo A-médulo N, la sucesion original es exacta.
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Los funtores homa(M, —) y homa(—, M) (cont.)

Corolario
fi 2 oz Z .
Sea Mg = My — -+ — M,_1 =% M, una sucesién de A-médulos. Si

1)* (fa)«

homa(N, M) —= homa(N, My) — --- — homa(N, M,_1) — homa(N, M,)

es exacta para todo A-médulo N, la sucesion original es exacta.

Corolario

Un morfismo de A-médulos f : S — T es un isomorfismo si y sélo si
f. i homa(N,S) — homa(N, T) es un isomorfismo para todo A-médulo N.

v

Demostracion.

Si f es un isomorfismo con inversa g, entonces f, es un isomorfismo con
inversa g.. La reciproca se desprende del colorario anterior, observando
que h: M — M’ es un isomorfismo si y sélo si 0 — M DM 5 0es
exacta. uy
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Modulos Libres

Recordemos que un subconjunto B de un A-médulo M es un sistema de
generadores si para cada m € M existen by,--- ,b, € By ai,...,an € A
talesque m=a; - by +---+ a, - b,.

Decimos que B es linealmente independiente si a; - by +--- 4+ ap- b, =0
implica ay =---=a, =0 paracada by,--- ,bp€ By a1,...,a, € A

Una base de M es un sistema de generadores linealmente independiente.
Si M admite una base, decimos que es un A-mddulo libre, y en tal caso se
tiene un isomorfismo M ~ A(B).
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Modulos Libres

Recordemos que un subconjunto B de un A-médulo M es un sistema de
generadores si para cada m € M existen by,--- ,b, € By ai,...,an € A
talesque m=a; - by +---+ a, - b,.

Decimos que B es linealmente independiente si a; - by +--- 4+ ap- b, =0
implica ay =---=a, =0 paracada by,--- ,bp€ By a1,...,a, € A

Una base de M es un sistema de generadores linealmente independiente.
Si M admite una base, decimos que es un A-médulo libre, y en tal caso se
tiene un isomorfismo M ~ A(B).

Observacion

Todo A-mddulo M es cociente de un médulo libre: como M es un sistema
de generadores de si mismo, se tiene un epimorfismo p : AM) — M y por
lo tanto M ~ AM) / ker p.
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Modulos Libres

Observacién

Si M es un A-mddulo libre con base B, un morfismo A-lineal M — N esta
determinado por elegir las imagenes de una base. Esto se desprende de la
propiedad universal de la suma directa junto con el isomorfismo M ~ AB),

B — AB)

[/ lar

M-t N

pues homa(M, N) =~ homs(A(B), N) ~ hom4(A, N)B ~ NB.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con

bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con
bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces S es
libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con
bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces S es
libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con
bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces S es
libre. Falso! Por ejemplo: como médulo sobre si mismo Zg es libre,
pero ([2]) C Zg tiene menos de 6 elementos asi que no puede ser libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con
bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces S es
libre. Falso! Por ejemplo: como médulo sobre si mismo Zg es libre,
pero ([2]) C Zg tiene menos de 6 elementos asi que no puede ser libre.

@ Si M es un A-méduloy S C M un submédulo tal que Sy M/S son
libres, entonces M es libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con
bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces S es
libre. Falso! Por ejemplo: como médulo sobre si mismo Zg es libre,
pero ([2]) C Zg tiene menos de 6 elementos asi que no puede ser libre.

@ Si M es un A-méduloy S C M un submédulo tal que Sy M/S son
libres, entonces M es libre.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces M/S es
libre. Falso! Por ejemplo: si bien Z y nZ son Z-médulos libres con
bases {1} y {n} respectivamente, el cociente Z/nZ no es un
Z-médulo libre. j Por qué?

@ Si M es un A-médulo libre y S C M un submédulo, entonces S es
libre. Falso! Por ejemplo: como médulo sobre si mismo Zg es libre,
pero ([2]) C Zg tiene menos de 6 elementos asi que no puede ser libre.

@ Si M es un A-méduloy S C M un submédulo tal que Sy M/S son
libres, entonces M es libre. Verdadero! Veamos la demostracion.
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso? (cont.)

Proposicién

Si M es un A-médulo y S C M un submédulo tal que S y M/S son libres,
entonces M es libre.

Demostracion.

R —
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso? (cont.)

Proposicién

Si M es un A-médulo y S C M un submédulo tal que S y M/S son libres,
entonces M es libre.

v

Demostracion.

Sea B’ = {ba}acn una base de Sy B” = {[cg]}ger una base de M/S.
Veamos que B = {by}aen U {cs}ger es base de M.

R —
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso? (cont.)

Proposicién
Si M es un A-médulo y S C M un submédulo tal que S y M/S son libres,
entonces M es libre. )

Demostracion.

Sea B’ = {ba}acn una base de Sy B” = {[cg]}ger una base de M/S.
Veamos que B = {by}aen U {cs}ger es base de M.

B genera: si m € M, entonces existen a1, - ,an € Ay cg,,...,Cg, tales
que [m] = ai[cg,| + - + an[cs,] = [a1cp, + - - + ancp,]. Por lo tanto,
sabemos que m — (a1, + -+ + ancp,) € S y deben existir aj,---a;,, € A
tales que m — (aics, + - - + ancp,) = ajba, + -+ + @, ba,, y entonces

m = ajcg, + -+ ancg, + aiba, + - - + a,ba,,.

v
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Médulos Libres - j Verdadero o Falso? (cont.)

Proposicién
Si M es un A-médulo y S C M un submédulo tal que S y M/S son libres,
entonces M es libre.

Demostracion.

Sea B’ = {ba}acn una base de Sy B” = {[cg]}ger una base de M/S.
Veamos que B = {by}aen U {cs}ger es base de M.

B genera: si m € M, entonces existen a1, - ,an € Ay cg,,...,Cg, tales
que [m] = ai[cg,| + - + an[cs,] = [a1cp, + - - + ancp,]. Por lo tanto,
sabemos que m — (a1, + -+ + ancp,) € S y deben existir aj,---a;,, € A
tales que m — (aics, + - - + ancp,) = ajba, + -+ + @, ba,, y entonces

m = ajcg, + -+ ancg, + aiba, + - - + a,ba,,.

B es Li.: supongamos que a1cg, + - - + ancg, + ajba, + - -+ + ap,ba,, = 0.
Esto nos dice que ai[cg, | + - - - + an[cg,] = 0 asi que a; = 0 para todo i.
Vemos de esta manera que la combinacién lineal original sélo tiene
elementos de la base de S, y entonces aJ/- = 0 para todo j. [

Algebra Il Practica (clase 13) 2020/06/09




Ejercicio
Sea .
0S5 TE L0

una sucesién exacta corta de A-médulos. Probar que si L es libre la
sucesion se parte, y deducir que en tal caso que la sucesion

0 — homa(N, S) = homa(N, T) £ homa(N, L) — 0

es exacta para todo A-médulo N.
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