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Prerrequisitos

Para leer estas diapositivas se recomienda haber leido el apunte tedrico
hasta la Seccién 3.3.
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Recordemos que un dado un anillo A, un A-médulo M es un grupo
abeliano junto con un morfismo de anillos p : A — Endz(M).




Recordemos que un dado un anillo A, un A-médulo M es un grupo
abeliano junto con un morfismo de anillos p : A — Endz(M).

Esto es lo mismo que definir una operacién - : A x M — M que satisface
ea-(m+m)=a m+a-m
o (a+d) m=a-m+ad-m
@ (ad)-m=a-(a m)
el-m=m
para cada a,a’ € Ay mym' € M.

Dado un morfismo p podemos definir a- m := p(a)(m), y dada una
operacién - como la anterior definimos p(a)(m) := a- m.
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Modulos - Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de médulos:

Cuando k es un cuerpo, un k-médulo es un k-espacio vectorial: los
axiomas que satisface - son precisamente los del producto escalar.
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Modulos - Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de médulos:

Cuando k es un cuerpo, un k-médulo es un k-espacio vectorial: los
axiomas que satisface - son precisamente los del producto escalar.

Un Z-médulo es lo mismo que un grupo abeliano. Una forma de ver esto
es que hay un dnico morfismo Z — Endz(M). Otra forma es notar que las
condiciones 1-m=my (s+t)-m=s-m+ t-m determinan
completamente a la operacion.
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Modulos - Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de médulos:

Cuando k es un cuerpo, un k-médulo es un k-espacio vectorial: los
axiomas que satisface - son precisamente los del producto escalar.

Un Z-médulo es lo mismo que un grupo abeliano. Una forma de ver esto
es que hay un dnico morfismo Z — Endz(M). Otra forma es notar que las
condiciones 1-m=my (s+t)-m=s-m+ t-m determinan
completamente a la operacion.

Si A es un anillo, un ideal / a izquierda es un A-médulo donde la operacién
es la multiplicacién del anillo a- x := ax paracadaac Ay x € I.
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Médulos - Ejemplos (cont.)

Dar una estructura de k[X]-médulo consiste en dar un espacio vectorial V
junto con un endomorfismo k-lineal T : V — V. Veamoslo:
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Médulos - Ejemplos (cont.)

Dar una estructura de k[X]-médulo consiste en dar un espacio vectorial V
junto con un endomorfismo k-lineal T : V — V. Veamoslo:

@ Dado un k-e.v. V' y un endomorfismo T, la operacién definida por
(ap+a1- X+--+a -X)vi=a-v+a -T(v)+---+a-T(v)
hace de V un k[X]-médulo.
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Médulos - Ejemplos (cont.)

Dar una estructura de k[X]-médulo consiste en dar un espacio vectorial V
junto con un endomorfismo k-lineal T : V — V. Veamoslo:

@ Dado un k-e.v. V' y un endomorfismo T, la operacién definida por
(ap+a1- X+--+a -X)vi=a-v+a -T(v)+---+a-T(v)
hace de V un k[X]-médulo.

@ Si V es un k[X]-mddulo, entonces viendo a un elemento de k como
polinomio constante, tenemos una multiplicacién por escalares en V
que hace de este un k-e.v. Ademas, la multiplicacién por X define un
endomorfismo k-lineal de V.
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Médulos - Ejemplos (cont.)

Dar una estructura de k[X]-médulo consiste en dar un espacio vectorial V
junto con un endomorfismo k-lineal T : V — V. Veamoslo:

@ Dado un k-e.v. V' y un endomorfismo T, la operacién definida por
(ap+a1- X+--+a -X)vi=a-v+a -T(v)+---+a-T(v)
hace de V un k[X]-médulo.

@ Si V es un k[X]-mddulo, entonces viendo a un elemento de k como
polinomio constante, tenemos una multiplicacién por escalares en V
que hace de este un k-e.v. Ademas, la multiplicacién por X define un
endomorfismo k-lineal de V.

Ambas construcciones son inversas.
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Médulos - Ejemplos (cont.)

Ejemplo

Tenemos una estructura de R[X]-mddulo en €°°(0,1) via
T:fe?€™(0,1)— f € €°(0,1).

Asi, es por ejemplo (X% + 2X +4) - f = " + /2f' + 4f.
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Médulos - Ejemplos (cont.)

Ejemplo

Tenemos una estructura de R[X]-mddulo en €°°(0,1) via
T:fe€™0,1)— f' € €(0,1).

Asi, es por ejemplo (X% + 2X +4) - f = " + /2f + 4f.

Ejemplo

, 000 , :
La matriz M = (é 0 8> define un endomorfismo de V = (Z,)3, cuya

matriz en la base canénica B = {e1, ez, e3} es M. Por lo tanto, se tiene
una estructura de Z[X]-médulo en V. Por ejemplo,

(14 X?)-(1,0,1)=1-(1,0,1) + X?-(1,0,1)
=(1,0,1) + (0,0,1)
= (1,0,0).

V.
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Morfismos de Médulos

Sea A un anilloy M, N dos A-médulos. Un morfismo de A-médulos
f: M — N es una funcién que es A-lineal, es decir, que satisface

o f(m+m') =f(m)+ f(m')
o f(a-m)=a-f(m)
para cada m,m’ e My a € A.

@ Si k es un cuerpo, un morfismo de k-médulos es una transformacién
k-lineal.
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Morfismos de Médulos

Sea A un anilloy M, N dos A-médulos. Un morfismo de A-médulos
f: M — N es una funcién que es A-lineal, es decir, que satisface

o f(m+m') =f(m)+ f(m')
o f(a-m)=a-f(m)
para cada m,m’ e My a € A.

@ Si k es un cuerpo, un morfismo de k-médulos es una transformacién
k-lineal.

@ Un morfismo de Z-médulos es un morfismo de grupos abelianos.
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Morfismos de Médulos (cont.)

Fijemos ahora un cuerpo k y caracterizemos los morfismos entre dos
k[X]-médulos My N. Una funcién f : M — N serd un morfismo si

f((ao+ar- X+--+a -X) m=(@+a - X+:--+a -X") f(m)

y f(m+ m') = f(m)+ f(m') para cada m,m' € My ag,...,a, € k.
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Morfismos de Médulos (cont.)

Fijemos ahora un cuerpo k y caracterizemos los morfismos entre dos
k[X]-médulos My N. Una funcién f : M — N serd un morfismo si

f((ao+ar- X+--+a -X) m=(@+a - X+:--+a -X") f(m)

y f(m+ m') = f(m)+ f(m') para cada m,m' € My ag,...,a, € k. Esto
es equivalente a que f sea k-lineal y satisfaga f(X - m) = X - f(m).
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Morfismos de Médulos (cont.)

Fijemos ahora un cuerpo k y caracterizemos los morfismos entre dos
k[X]-médulos My N. Una funcién f : M — N serd un morfismo si

f((ao+ar- X+--+a -X) m=(@+a - X+:--+a -X") f(m)
y f(m+ m') = f(m)+ f(m') para cada m,m' € My ag,...,a, € k. Esto
es equivalente a que f sea k-lineal y satisfaga f(X - m) = X - f(m).

Por lo tanto, si T € Endx(M) y S € Endy(N) son los endomorfismos que
definen las estructuras de k[X]-mddulo en M y N, dar un morfismo de

k[X]-médulos M — N equivale a dar un morfismo k-lineal f: M — N tal
que Sof =foT.

M- N
Tl ls
ML N
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Morfismos de Médulos (cont.)

Por lo anterior, fijado M un k[X]-médulo sabemos que End(xj(M)
consiste de los endomorfismos k-lineales de M que conmutan con T,

Endk[x](/\/’) = {f € El’ldk(M) cfoT=To f} = CEndk(M)(T)

Ejemplo

Consideremos V = k? como k[X]-médulo via A= (9}), es decir,
definiendo X - (x,y) = (y,x). Los endomorfismos de V' se corresponden
con matrices que conmutan con A. Estas son precisamente las matrices
B € My(k) tales que Bi1 = By y Bo1 = Bio, pues

LYY CYEI-C)
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Submédulos

Recordemos que un submédulo de un A-médulo M es un subconjunto
SCMtalqueS+SCSya-SC S paratodo ac A
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Submédulos

Recordemos que un submédulo de un A-médulo M es un subconjunto
SCMtalqueS+SCSya-SC S paratodo ac A

@ Los submédulos de un Z-médulo son sus subgrupos.
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Submédulos

Recordemos que un submédulo de un A-médulo M es un subconjunto
SCMtalqueS+SCSya-SC S paratodo ac A

@ Los submédulos de un Z-médulo son sus subgrupos.

@ Si V es un k-médulo (es decir un k-e.v.), sus submddulos son los
subespacios vectoriales de V.
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Submédulos

Recordemos que un submédulo de un A-médulo M es un subconjunto
SCMtalqueS+SCSya-SC S paratodo ac A

@ Los submédulos de un Z-médulo son sus subgrupos.
@ Si V es un k-médulo (es decir un k-e.v.), sus submddulos son los
subespacios vectoriales de V.

@ Si A es un anillo, podemos verlo como un médulo a izquierda sobre si
mismo. Sus submddulos son exactamente sus ideales a izquierda.
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Submédulos

Recordemos que un submédulo de un A-médulo M es un subconjunto
SCMtalqueS+SCSya-SC S paratodo ac A

@ Los submédulos de un Z-médulo son sus subgrupos.

@ Si V es un k-médulo (es decir un k-e.v.), sus submddulos son los
subespacios vectoriales de V.

@ Si A es un anillo, podemos verlo como un médulo a izquierda sobre si
mismo. Sus submddulos son exactamente sus ideales a izquierda.

@ Sea M un k[X]-médulo. Un subconjunto S C M es un submédulo si
S+SCSyp-SC S paracada p € k[X]. Asumiendo la primera
condicién eso es equivalente aque k-SC Sy X-ScCS.
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Submédulos

Recordemos que un submédulo de un A-médulo M es un subconjunto
SCMtalqueS+SCSya-SC S paratodo ac A

@ Los submédulos de un Z-médulo son sus subgrupos.

@ Si V es un k-médulo (es decir un k-e.v.), sus submddulos son los
subespacios vectoriales de V.

@ Si A es un anillo, podemos verlo como un médulo a izquierda sobre si
mismo. Sus submddulos son exactamente sus ideales a izquierda.

@ Sea M un k[X]-médulo. Un subconjunto S C M es un submédulo si
S+SCSyp-SC S paracada p € k[X]. Asumiendo la primera
condicién eso es equivalente aque k-SC Sy X-ScCS.

Si T € Endk(M) define la multiplicacién por X, los submédulos de M
son sus subespacios T-invariantes.
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Cocientes

Sea M un A-médulo. Un submédulo S C M es en particular un subgrupo
de M, asi que tiene sentido considerar el cociente M/S.
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Cocientes

Sea M un A-médulo. Un submédulo S C M es en particular un subgrupo
de M, asi que tiene sentido considerar el cociente M/S. Alli existe una

dnica estructura de A-médulo que hace de 7 : M — M/S un morfismo.
Concretamente, es

a-[m]:=[a-m].
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Cocientes

Sea M un A-médulo. Un submédulo S C M es en particular un subgrupo
de M, asi que tiene sentido considerar el cociente M/S. Alli existe una
dnica estructura de A-médulo que hace de 7 : M — M/S un morfismo.
Concretamente, es

a-[m]:=[a-m].

Como para grupos y anillos, si f : M — N es una funcién A-lineal y
S C ker f un submédulo de M entonces tenemos un morfismo inducido en

el cociente,
f:[mleM/S— f(m)€eN.

Cuando S = ker f se tiene un isomorfismo

M/ ker f ~ imf.
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Proposicion
Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n € N y S < V un subespacio
de dimensién d. Entonces dimy V /S =n—d.
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Proposicion
Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n € N y S < V un subespacio
de dimensién d. Entonces dimy V /S =n—d.

Demostracion.
Sea B = {s1,...,54} una base de S.

v
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Proposicion
Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n € N y S < V un subespacio
de dimensién d. Entonces dimy V /S =n—d.

Demostracion.

Sea B = {s1,...,54} una base de S. Podemos extender B a una base
B ' ={si,...,S4,X1,---,Xn—q} de V, veamos ahora que

B" ={[xi],-..,[xn—d]} es una base de V//S.

v
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Proposicion
Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n € N y S < V un subespacio
de dimensién d. Entonces dimy V /S =n—d.

Demostracion.
Sea B = {s1,...,54} una base de S. Podemos extender B a una base
={s1,...,54,X1,...,Xn—q} de V, veamos ahora que
={[x], ..., [xn—d]} es una base de V/S.
B" genera a V//S: si [x] E V//S, existen ai,...,aq, b1,..., b,, d € k tales
que x = Zle aisi + 211 ? b;x;. Tomando clase, es [x] = 7 b[x].

v
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Proposicion
Sea V' un k-espacio vectorial de dimensién n € N y S < V un subespacio
de dimensién d. Entonces dimy V /S =n—d.

Demostracién.

Sea B = {s1,...,54} una base de S. Podemos extender B a una base
={s1,...,54,X1,...,Xn—q} de V, veamos ahora que
={[x], ..., [xn—d]} es una base de V/S.

B" genera a V//S: si [x] 6 V//S, existen ai,...,aq, b1,... b,, d € k tales

que x = Zle aisi + 211 ? b;x;. Tomando clase, es [x] = 7 b[x].
B” es l.i.: supongamos que existen by, ..., b,_q4 tales que Z}’;ld bj[xj] = 0.
Esto dice que ZJ'-’Z_ld bix; € Sy por lo tanto existe a1, ..., aq € k tales que

ZJ 1 d b, i Xj = Zj’zl ajs;. Rescribiendo obtenemos una combinacién de
elementos de B’ igualada a cero, y asi by = --- = b,_4 = 0. O

V.
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Corolario

Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Si f : V — W es una
transformaciéon k-lineal, entonces dimy V = dimy ker f + dimy imf.
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Corolario

Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Si f : V — W es una
transformaciéon k-lineal, entonces dimy V = dimy ker f + dimy imf.

Demostracién.

Por el primer teorema de isomorfismo es V/ ker f ~ imf y entonces
dimgimf = dimy V/ ker f = dimy V — dimy ker f. O
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Corolario

Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Si f : V — W es una
transformaciéon k-lineal, entonces dimy V = dimy ker f + dimy imf.

Demostracién.

Por el primer teorema de isomorfismo es V/ ker f ~ imf y entonces
dimgimf = dimy V/ ker f = dimy V — dimy ker f. O

Proposicion
Si M es un A-médulo e I < A es tal que | - M = 0, entonces M tiene una
estructura de A/l-médulo via [a] - m = a- m.
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Corolario

Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Si f : V — W es una
transformaciéon k-lineal, entonces dimy V = dimy ker f + dimy imf.

Demostracién.

Por el primer teorema de isomorfismo es V/ ker f ~ imf y entonces
dimgimf = dimy V/ ker f = dimy V — dimy ker f. O

Proposicion

Si M es un A-médulo e I < A es tal que | - M = 0, entonces M tiene una
estructura de A/l-médulo via [a] - m = a- m.

Idea de la demostracion.

La hipétesis del enunciado nos dice que el morfismo p : A — Endz(M)
que le da estructura de A-médulo a M se factoriza por /. [

v
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Ejercicios

Ejercicio
Un A-médulo M se dice ciclico si existe x € M tal que Ax = M. Probar

que un médulo es ciclico si y sélo si existe un ideal a izquierda | de A tal
que A/l ~ M como A-médulos.
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Ejercicios

Ejercicio

Un A-médulo M se dice ciclico si existe x € M tal que Ax = M. Probar
que un médulo es ciclico si y sélo si existe un ideal a izquierda | de A tal
que A/l ~ M como A-médulos.

Ejercicio
Sea M un k[X]-médulo. Probar que si B C M genera a M como k-espacio

vectorial entonces es un sistema de generadores de M como k[X]-mdédulo.
Dar un contraejemplo para la afirmacion reciproca.
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Ejercicios

Ejercicio

Un A-médulo M se dice ciclico si existe x € M tal que Ax = M. Probar
que un médulo es ciclico si y sélo si existe un ideal a izquierda | de A tal
que A/l ~ M como A-médulos.

Ejercicio

Sea M un k[X]-médulo. Probar que si B C M genera a M como k-espacio
vectorial entonces es un sistema de generadores de M como k[X]-mdédulo.
Dar un contraejemplo para la afirmacion reciproca.

Ejercicio
Sea M un A-médulo y a € A un elemento nilpotente. Probar que si
N C M es un submédulo de M tal que M = aM + N entonces M = N.
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