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Prerrequisitos

Para leer estas diapositivas se recomienda haber leido el apunte tedrico
hasta el comienzo de 2.4.
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Anillos

Ejemplos
Z, Mn(Z), Ma(R), k, R[x], R[x]ly] = R[x,y], .. J
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Anillos

Ejemplos
Z, My(Z), Ma(R), k, R[x], R[x]ly] = R[x,y], ...

Ejemplos
El anillo de grupo Z[G].
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Anillos

Ejemplos
Z, My(Z), Ma(R), k, R[x], R[x]ly] = R[x,y], ...

Ejemplos
El anillo de grupo Z[G].

El anillo de grupo es, como conjunto,

Z|G] = ZG = {Z ag - g con solamente finitos ag # 0} C Z°.
geG

Los elementos son las combinaciones lineales formales con coeficientes
enteros y soporte finito de los elementos de G.
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Anillos

Ejemplos
Z, My(Z), Ma(R), k, R[x], R[x]ly] = R[x,y], ...

Ejemplos
El anillo de grupo Z[G].

El anillo de grupo es, como conjunto,

Z|G] = ZG = {Z ag - g con solamente finitos ag # 0} C Z°.
geG

Los elementos son las combinaciones lineales formales con coeficientes
enteros y soporte finito de los elementos de G.
Tenemos que definir las operaciones de este anillo.
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La suma del anillo de grupo

La suma estad dada por

Z %8 + Z bgg = Z(ag + bg)g

geai geG geG
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La suma del anillo de grupo

La suma estad dada por

Z %8 + Z bgg = Z(ag + bg)g

geai geG geG

O sea que la suma es lugar a lugar.
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La suma del anillo de grupo

La suma estad dada por

Z %8 + Z bgg = Z(ag + bg)g

geai geG geG

O sea que la suma es lugar a lugar. Notar que el soporte de la suma esté
contenido en la unién de los soportes y por lo tanto es también finito.
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El producto del anillo de grupo

El producto estd dado por

Zagg ) Zbgg :Z Z ag bg, | &

geG geG g€G \g1,82 tales que g1g2=g
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El producto del anillo de grupo

El producto estd dado por

Z gl |- Z beg | = Z Z ag bg, | 8
geG geG g€G \ g1, tales que g1g2=g

Escrito de otra forma:

() (5] (200
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El producto del anillo de grupo

El producto estd dado por

Zagg ) Zbgg :Z Z ag bg, | &

geG geG g€G \g1,82 tales que g1g2=g
Escrito de otra forma:

Dagg || D obeg | =D | D anby1, | 8

geai geai g€eG \ heG

Este producto se llama producto de convolucién. Si ya vieron alguna
nocién de convolucién (por ejemplo en Real), pensar por qué tiene sentido
el nombre.
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El producto del anillo de grupo

El producto estd dado por

Zagg ) Zbgg :Z Z ag bg, | &

geG geG g€G \g1,82 tales que g1g2=g

Escrito de otra forma:

Dagg || D obeg | =D | D anby1, | 8

geai geai g€eG \ heG

Este producto se llama producto de convolucién. Si ya vieron alguna
nocién de convolucién (por ejemplo en Real), pensar por qué tiene sentido

el nombre.
Notar que el soporte del producto estd contenido en el producto de los

soportes y por lo tanto es finito.

I. Sadofschi Costa Algebra Il Practica (clase 9) 2020/05/15



El producto del anillo de grupo

El producto estd dado por

Zagg ) Zbgg :Z Z ag bg, | &

geG geG g€G \g1,82 tales que g1g2=g
Escrito de otra forma:

Dagg || D obeg | =D | D anby1, | 8

geai geai g€eG \ heG

Este producto se llama producto de convolucién. Si ya vieron alguna
nocién de convolucién (por ejemplo en Real), pensar por qué tiene sentido
el nombre.

Notar que el soporte del producto estd contenido en el producto de los
soportes y por lo tanto es finito.

Notar que es la forma razonable de multiplicar estas cosas: queremos que
(1-g)(1-h)=1-ghy para que ZG sea un anillo necesitamos que valga la
propiedad distributiva. Esto caracteriza al producto.
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Anillo de un monoide

Recordar que un monoide es un conjunto S con una operacién asociativa
con unidad.
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Anillo de un monoide

Recordar que un monoide es un conjunto S con una operacién asociativa

con unidad.
La construccién explicada en las diapositivas anteriores se puede hacer en

un contexto mas general.
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Anillo de un monoide

Recordar que un monoide es un conjunto S con una operacién asociativa

con unidad.
La construccién explicada en las diapositivas anteriores se puede hacer en

un contexto mas general.
Si R es un anilloy S es un monoide podemos construir el anillo R[S].
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Anillo de un monoide

Recordar que un monoide es un conjunto S con una operacién asociativa

con unidad.
La construccién explicada en las diapositivas anteriores se puede hacer en

un contexto mas general.
Si R es un anilloy S es un monoide podemos construir el anillo R[S].

Ejemplos
Si S = (No,+), R = k entonces R[S] ~ k[x] es el anillo de polinomios en
una variable sobre k.
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Anillo de un monoide

Recordar que un monoide es un conjunto S con una operacién asociativa

con unidad.
La construccién explicada en las diapositivas anteriores se puede hacer en

un contexto mas general.
Si R es un anilloy S es un monoide podemos construir el anillo R[S].

Ejemplos

Si S = (No,+), R = k entonces R[S] ~ k[x] es el anillo de polinomios en
una variable sobre k.

Si S = (Np,+)", entonces R[S] ~ R[x1, ..., xs] es el anillo de polinomios
en n variables con coeficientes en R.

I. Sadofschi Costa Algebra Il Practica (clase 9) 2020/05/15



El anillo de un monoide (cont.)

Sea S el monoide libre en n generadores (“letras” ) x1,...,x,. O sea el

conjunto de las palabras xj, - - - x;, (con k > 0) con la operacién dada por
la concatenacién de palabras.
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El anillo de un monoide (con

Sea S el monoide libre en n generadores (“letras” ) x1,...,x,. O sea el
conjunto de las palabras xj, - - - x;, (con k > 0) con la operacién dada por
la concatenacién de palabras.

Formalmente las palabras son tuplas: las letras en una palabra no
conmutan. Llamarlas palabras tiene sentido, queremos que frase y fresa
sean dos palabras distintas.
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El anillo de un monoide (con

Sea S el monoide libre en n generadores (“letras” ) x1,...,x,. O sea el
conjunto de las palabras xj, - - - x;, (con k > 0) con la operacién dada por
la concatenacién de palabras.

Formalmente las palabras son tuplas: las letras en una palabra no
conmutan. Llamarlas palabras tiene sentido, queremos que frase y fresa
sean dos palabras distintas.

El anillo R[S] se llama anillo de polinomios no conmutativos en las
variables xi, ..., x,. La notacién usual para este anillo es R{xq,...,xs}.
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El anillo de un monoide (con

Sea S el monoide libre en n generadores (“letras” ) x1,...,x,. O sea el
conjunto de las palabras xj, - - - x;, (con k > 0) con la operacién dada por
la concatenacién de palabras.

Formalmente las palabras son tuplas: las letras en una palabra no
conmutan. Llamarlas palabras tiene sentido, queremos que frase y fresa
sean dos palabras distintas.

El anillo R[S] se llama anillo de polinomios no conmutativos en las
variables xi, ..., x,. La notacién usual para este anillo es R{xq,...,xs}.

Otro caso particular del anillo de grupo es el anillo de polinomios de
Laurent: R[xi,x; '] =~ R[Z]. Mas generalmente

Rlxt, ;- xn, Xy ] = R[Z).
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Propiedad universal del anillo de grupo

El anillo de grupo ZG viene con un morfismo de grupos i: G — (ZG)*.

Vale la siguiente propiedad universal:
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Propiedad universal del anillo de grupo

El anillo de grupo ZG viene con un morfismo de grupos i: G — (ZG)*.

Vale la siguiente propiedad universal:

Sea G un grupo, R un anillo y ¢: G — R* un morfismo de grupos.
Entonces existe un tnico morfismo de anillos

©:2ZG— R

tal quep = poi.
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Propiedad universal del anillo de grupo

El anillo de grupo ZG viene con un morfismo de grupos i: G — (ZG)*.
Vale la siguiente propiedad universal:

Sea G un grupo, R un anillo y ¢: G — R* un morfismo de grupos.
Entonces existe un tnico morfismo de anillos

©:2ZG— R

tal quep = poi.

A continuacién veremos la propiedad universal del anillo de un monoide,
que generaliza la del anillo de grupo.
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Propiedad universal del anillo de grupo

El anillo de grupo ZG viene con un morfismo de grupos i: G — (ZG)*.
Vale la siguiente propiedad universal:

Sea G un grupo, R un anillo y ¢: G — R* un morfismo de grupos.
Entonces existe un tnico morfismo de anillos

©:2ZG— R

tal quep = poi.

A continuacién veremos la propiedad universal del anillo de un monoide,
que generaliza la del anillo de grupo.

Si adin no pensaron o leyeron sobre esta generalizacién es un buen
momento para pensar esto.
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Propiedad universal del anillo de monoide

Sean R un anillo y G un monoide. El anillo R[G] viene equipado con un
morfismo de anillos j: R — R[G] y un morfismo de monoides

i G — (R[G], x) tales que f(r) y ¢(g) conmutan para todos r € R,
g€ aG.
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Propiedad universal del anillo de monoide

Sean R un anillo y G un monoide. El anillo R[G] viene equipado con un
morfismo de anillos j: R — R[G] y un morfismo de monoides

i G — (R[G], x) tales que f(r) y ¢(g) conmutan para todos r € R,
g€ aG.

Vale la siguiente propiedad universal:
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Propiedad universal del anillo de monoide

Sean R un anillo y G un monoide. El anillo R[G] viene equipado con un
morfismo de anillos j: R — R[G] y un morfismo de monoides

i G — (R[G], x) tales que f(r) y ¢(g) conmutan para todos r € R,
g€ aG.

Vale la siguiente propiedad universal:

Sea S un anillo equipado con un morfismo de anillos f: R — S y un
morfismo de monoides ¢: G — (S, x) tales que ¢(g) conmuta con f(r)
para todos R € R, g € G. Entonces existe un tinico morfismo de anillos

f:RIG— S
tal que fj =f y fi = ¢.
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Propiedad universal del anillo de monoide

Sean R un anillo y G un monoide. El anillo R[G] viene equipado con un
morfismo de anillos j: R — R[G] y un morfismo de monoides

i G — (R[G], x) tales que f(r) y ¢(g) conmutan para todos r € R,
g€ aG.

Vale la siguiente propiedad universal:

Sea S un anillo equipado con un morfismo de anillos f: R — S y un
morfismo de monoides ¢: G — (S, x) tales que ¢(g) conmuta con f(r)
para todos R € R, g € G. Entonces existe un tinico morfismo de anillos

f:RIG— S

tal que fj =f y fi = ¢.
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Propiedad universal del anillo de polinomios no

conmutativos

El anillo de polinomios no conmutativos Z{xi, ..., x,} viene equipado con
una funcién de conjuntos i: {x1,...,x,} = Z{x1,...,Xn}.
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Propiedad universal del anillo de polinomios no

conmutativos

El anillo de polinomios no conmutativos Z{xi, ..., x,} viene equipado con
una funcién de conjuntos i: {x1,...,x,} = Z{x1,...,Xn}.

Proposicién

Sea R un anilloy ¢: {x1,...,xn} — R una funcién de conjuntos.
Entonces existe un tinico morfismo de anillos

f:Z{x1,...,xn} = R

tal que f(x;) = p(x;) para todoi=1,...,n.
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Propiedad universal del anillo de polinomios no

conmutativos

El anillo de polinomios no conmutativos Z{xi, ..., x,} viene equipado con
una funcién de conjuntos i: {x1,...,x,} = Z{x1,...,Xn}.

Proposicién

Sea R un anilloy ¢: {x1,...,xn} — R una funcién de conjuntos.
Entonces existe un tinico morfismo de anillos

f:Z{x1,...,xn} = R

tal que f(x;) = p(x;) para todoi=1,...,n.

Ejercicio: probar la proposicién utilizando lo anterior.
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Propiedad universal del anillo de polinomios no

conmutativos

El anillo de polinomios no conmutativos Z{xi, ..., x,} viene equipado con
una funcién de conjuntos i: {x1,...,x,} = Z{x1,...,Xn}.

Proposicién
Sea R un anilloy ¢: {x1,...,xn} — R una funcién de conjuntos.
Entonces existe un tinico morfismo de anillos

f:Z{x1,...,xa} = R

tal que f(x;) = p(x;) para todoi=1,...,n.

Ejercicio: probar la proposicién utilizando lo anterior.

Ejercicio: jQué propiedad universal caracteriza al anillo de polinomios en
n-variables?
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Morfismos de anillos, ideales y cocientes

Observacion

f: k — Ma(k) dado por a — (8 8) cumple f(a+ b) = f(a) + f(b) y

f(ab) = f(a)f(b) sin embargo NO es morfismo de anillos.
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Morfismos de anillos, ideales y cocientes

Observacion

f: k — Ma(k) dado por a — (g 8) cumple f(a+ b) = f(a) + f(b) y
f(ab) = f(a)f(b) sin embargo NO es morfismo de anillos.

Ejercicio
Hallar todos los ideales bilateros de M, (k). Hallar todos los ideales a
izquierda de Mp(k).
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Morfismos de anillos, ideales y cocientes

Observacion

f: k — Ma(k) dado por a — cumple f(a+ b) = f(a) + f(b) y

a 0
00
f(ab) = f(a)f(b) sin embargo NO es morfismo de anillos.

Ejercicio
Hallar todos los ideales bilateros de M, (k). Hallar todos los ideales a
izquierda de Mp(k).

Ejercicio
Hallar el centro de M,(K).
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Morfismos de anillos, ideales y cocientes

Observacion

f: k — Ma(k) dado por a — cumple f(a+ b) = f(a) + f(b) y

a0
00
f(ab) = f(a)f(b) sin embargo NO es morfismo de anillos.

Ejercicio
Hallar todos los ideales bilateros de M, (k). Hallar todos los ideales a
izquierda de My (k).

Ejercicio
Hallar el centro de M,(K).

Ejercicio
Sil< R es un ideal bilatero. Probar que M,(l) < M,(R) es un ideal bilatero
y que M,(R)/M,(I) es isomorfo a Mp(R/I).
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	Prerrequisitos

