Teoria Geométrica de la Medida

Primer cuatrimestre de 2019

Practica 3

Foérmulas de Area y Coarea

1. Teoremas de Cambio de Variables basados en las formulas de Area y

Coérea:

Cambio de variables 1: Sea f : R — R™ una funcién Lipschitz,
con n < m. Entonces para toda funciéon g : R® — R L™-sumable vale

/ g(x)Jf(x) de = Z x)dH"(y
R™

R™ gef-1

Cambio de variables 2: Sea f : R” — R™ una funcién Lipschitz,
con n > m. Entonces para toda funcién g : R” — R L£™-sumable vale
que

glg-1(y) es H"™ —sumable para L™ — casi todo y

/ 9(x)J f () dw:/ [/ g(w)dH”_m(w)] dy.
R" '™ L)

Estos teoremas valen si la integral del lado izquierdo es finita, pero
no es suficiente asumir en su lugar que la integral del lado derecho es
finita. Hallar un contraejemplo. (Sugerencia: tomar n = m = 1).

. Sean < my considerar G C R" abierto. Si f : G — R™ es una funcion
Lipschitz e inyetiva entonces vale que

H(f(G)) = /G () d.

. Sea o : (a,b) — R una funciéon Lipschitz e inyetiva. Entonces vale que
la longitud de la curva imagen C = o((a, b)) se calcula como

- /G o (1)t



10.

Sea ¢ : (a,b) — R una funciéon Lipschitz positiva. Considerar las su-
perficies de revolucion:

S, :{(:E,y,z)ER3:a<y<b,\/m:9(y)}
SzZ{(m’,y,z)eR3:a<\/m<b,z:g<\/m>}

Calcular H?(S,) y H%(S,) en términos de g.

Sea f: R™ — R. Demostrar que

. f(x) de = /00o </|m:rf(x) d’l—["‘l(x)) dr.

Sea f: R™ — R Lipschitz. Probar que

| psade= [~ wri(s =

Sea f : R™ — R Lipschitz tal que essinf|Df| > 0. Sea g : R® — R
L™-sumable. Probar que

/{f>t}g(m) do = /too (/f: Ilg;f\ d’H”l) ds.

Probar que H" 1(0B(x,r)) = na,r" ! donde a,, = L*(B(0,1)).

Sea v : [0, 00] — R. Probar que

/n v(|z|)dx = nay, /000 Lo (r)dr

si cualquiera de las integrales tiene sentido.

Probar que
7I.n/2
Op = —————
"UT(2+1)
Sugerencia: Integrar la funciéon f : R™ — R definida por f(x) = e~ Izl
y usar alguna expresiéon adecuada para la funcion Gamma.



