Continuidad de funciones convexas

En las siguientes hojas probaremos que las funciones convexas definidas sobre un abierto
convexo de R™ son continuas. Las pruebas expuestas son casi copias de las presentes en el libro
de C. Niculescu y L.E. Persson, Convex functions and their applications .

Lema 1. Si f es una funcion convexa definida sobre un abierto convexo U C R"™, entonces f es
localmente acotada.

Demostracion. Sea a € U arbitrario. Queremos probar que existe una vecindad de a en la que f
estd acotada.

Como U es abierto, podemos construir un cubo K de centro a, con vértices vy, va, ..., Uan,
contenido en U. Veamos que f esta acotada en K.

Sea M = méaxj<g<on{f(vg)}. Como cada x € K es una combinacién lineal convexa de los
vértices vy, va, ..., Vgn, tenemos:
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donde la udltima igualdad es cierta gracias a que la suma de los coeficientes Ay es 1.
Por otro lado, gracias a la simetria de K, para cada x € K podemos encontrar y € K tal que
a= 2. Asf, por la convexidad de f y por (1) aplicado a y, obtenemos:

oy < 110D _,
f(@) =2 2f(a) = f(y) = 2f(a) = M (2)
Finalmente, de (1) y (2):
Ve e K : ’f(m)‘gméX{M,Zf(a)—M}.
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Lema 2. Si f es una funcion convezra definida sobre un abierto convexo U C R"™, entonces f es
localmente Lipschitz.

Demostracion. Dado a € U, por el lema anterior, podemos encontrar una bola Ba,.(a) C U en
donde f estd acotada superiormente por una cierta constante C'. Veamos que f es localmente
Lipschitz en B,.(a).

Sean z,y € B(a), x #y. Sea z =y + IIJE+yu(y — ). Es fécil ver que z € By, (a). Ademds:
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que es una combinacién lineal convexa de x y z. Luego:
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Por simetria entre = e y, tenemos la desigualdad conversa. Resulta:
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Teorema 1. Si f es una funcion convexa definida sobre un abierto convero U C R"™, entonces
f es continua.

Demostracion. Por el lema anterior, basta con ver que localmente Lipschitz implica continuidad.

Sean z € U y € > 0. Como f es localmente Lipschitz en U, tenemos, en particular, que existen
r=r(z)>0y K=K(r,z) >0 tales que B.(z) CU, y Vy € B(x) :|f(z) = f(y)] < K|z —yl|.
Si tomamos § = min {7“, %} en la definicién de continuidad, tenemos lo buscado. O

Nota 1. La propiedad de ser localmente Lipschitz en un abierto convexo también implica dife-
renciabilidad en casi todo punto. Se puede encontrar la demostracion en el libro referenciado.

Nota 2. Estos resultados valen en general para funciones convexas definidas en abiertos convexos
de espacios de Banach de dimension finita. En el caso infinito-dimensional, hay ejemplos de
funciones lineales- y, por lo tanto convexas- no continuas.



