MATEMATICA 4 - Analisis Matematico 111 Primer Cuatrimestre de 2019

Practica 10
Resolucion de ecuaciones diferenciales

1. Ecuacién de Euler: a,z"y™ + - + a1y’ + apy = 0,a; € R

(a) Mostar que el cambio de variable z = ¢! transforma esta ecuacién en una lineal
a coeficientes constantes. ;Ddénde estan definidas las soluciones de la ecuacién
transformada?

(b) Hallar la solucién general de:

o 22y +2xy — 6y =0

° 1‘3y”/ 4 5x2y// 4 3xy/ =0
2. Ecuacion de Legendre:

(a) Hallar mediante el desarrollo en serie de potencias alrededor de z = 0, todas
las soluciones de
(1 —2)w" — 220" + a(a + 1)w = 0.
Mostrar que si a = n € N, la ecuacién admite por solucién un polinomio P, tal
que P,(1) = 1.
Nota: El polinomio P, es el n-ésimo polinomio de Legendre.
(b) Probar la férmula de Olinde Rodrigues
1 dn
~2npl dzn

P, (2)

((z2 — 1)")
3. Ecuacién de Hermite: w” — 22w’ + 2aw = 0.

(a) Hallar todas las soluciones de la ecuacién de Hermite.

(b) Mostrar que si a € Ny, la ecuacién admite un polinomio H,, como solucién.

2 dt
dzn

4. Hallar los puntos singulares de las siguientes ecuaciones y determinar cudles de ellos
son regulares en el sentido de Fuchs.

(c) Probar que Hy(z) = (—1)"e (e_z2> es solucién de la ecuacién para a = n.

20" + (2 4 22)w' —w = 0.
zw"” + 4w = 0.
22w 4 322w’ — 5w = 0.

22w + sen zw' + cos zw = 0.
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5. Ecuacién de Laguerre: zw” + (1 — z)w' 4+ aw = 0.

(a) Verificar que z = 0 es un punto singular regular de la ecuacién y hallar una

soluciéon de la forma: z" E anz".
n>1
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(b) Mostrar que si a € N, la ecuacién admite un polinomio L,, como solucién.

dn
(¢) Verificar que L, (z) = €* o (z"e_z ), llamado el n-ésimo polinomio de Laguerre,
z

es solucién de la ecuacién para a = n.
6. Ecuacién de Bessel: 22w” + 2w’ + (22 — v?)w =0, v € C, Re(v) > 0.
(a) Mostrar que la ecuacién tiene solucién de la forma: z” g anz", ag # 0.
n>0

1
Comprobar que tomando ag = m se obtiene la solucién:

2\V —1)k z
()= (3) 2 k'l“((+1)k:+1) ;)"

llamada funcién de Bessel de primera especie de orden v.

(b) Mostrar que si v ¢ Z, la ecuacién tiene solucién de la forma: z7% g anz",

n>0
1

ag # 0. Tomando ag = m se obtiene la solucién:
vI(—v

Z\ v —1)* z
I-(z) = (5) ;0 k!r(—(u i)k 1) (5)%

(¢) Deducir que si v ¢ Z, la solucién general de la ecuacién es:

w(z) = Al (z) + BI_,(2) A,BeC.

1
(d) Usando el método de Frobenius y eligiendo ag = m, mostrar que la
solucién general para v = 0 es:
k
_ (_1)k+1 1 /2N 2k

Nota: Si v € Z, la ecuacién es del segundo tipo de Fuchs. Usando Frobenius se
calcula una solucion linealmente independiente con I,,:

Ny (z) =log(2)1,(2) + 27" P,(2) + 2" f(2)

llamada funcion de Neumann o de Bessel de segunda especie de orden v.
P, es un polinomio tal que P,(0) # 0 y f es una funcién entera. Por lo tanto, la
solucién general en este caso es:

w(z) = Al (2) + BN, (z) A,BeC.
7. Probar que zI;(z) es solucién de la ecuacién:

2w —w + 2w = 0.
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8. Mostrar que las ecuaciones de Legendre, Bessel, Hermite y Laguerre responden a un
problema de Sturm-Liouville sia=v=ny z € R.

9. Utilizando series de Fourier, hallar la solucién de la siguiente ecuacién (ecuacién del

calor):

Up = Ugy (x,t) € (0,2) x (0,+00)
u(z,0) = f(z) x€(0,2)
w(0,t) = u(l,t) te (0,+00)

donde f(x) = 2% — 2z en (0,2).

10. Utilizando series de Fourier, hallar la solucién del siguiente problema (ecuacién de

ondas):
Ut = Ugy (x,t) € (0,1) xR ! si0<ax<
u(z,0) = f(x) z € (0,1) donde f(z) = -2 sii<z<
ut(z,0) =0 z e (0,1)
uw(0,t) =u(l,t) =0 teR

11. Utilizando series de Fourier, hallar la solucién del siguiente problema (ecuacién de
ondas con rozamiento):

Ut + dup = Ugy (x,t) € (0,7) x (0,400)
u(z,0) = sen(2z) x € (0,m)
ut(x,0) =0 x € (0,m)

uw(0,t) = u(m,t) =0 t e (0,+00)

12. Utilizando series de Fourier, encontrar una solucién al siguiente problema en coor-
denadas polares (7, 6):

{Au:() en D= {(z,y) : 2> +y*> < 1}
u(z,y) = f(6) en dD

Encontrar una solucién integral de la ecuacién (problema de Dirichlet en el disco).

Si v es una conjugada armonica de u, jqué expresion se obtiene de v en términos de
su serie de Fourier? ; Qué relacién existe con el desarrollo en serie de Laurent de
F =u+iv en el disco D?

13. Utilizando transformada de Fourier, resolver el siguiente problema:

Ut + Uty — 2Uge = 0
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14. Utilizar la transformada de Fourier para hallar una solucién explicita de la sigu-
iente ecuacién diferencial (problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace en el
semiplano):

Uz + Uyy = 0 enRiz{(w,y):y>0}
u(z,0) = f(z) zeR

donde f € L'(R) es una funcién dada. Obtener una férmula integral de la forma

u(z,y) = (Py* f)(x)
donde P, es un ntcleo, conocido como nicleo de Poisson.

15. (a) Utilizando la transformada de Fourier, hallar una solucién a la siguiente ecuacion
diferencial (problema de Cauchy para la ecuacién del calor):

{ut—um en R2 = {(z,t):t > 0}
u(z,0) = f(z) z€R

donde f € L'(R) es una funcién dada. Obtener una funcién integral como en
el ejercicio anterior. ; Qué nucleo interviene?

(b) Encontrar la solucién explicita cuando
0 siz<O
ﬂ@_{1 siz >0
(¢) ¢ Qué sucede si cambiamos uy = Uz, PoOr Uy = fugy,? (ecuacién de Schrodinger)

16. (a) Utilizar la transformada de Fourier para resolver la siguiente ecuacién diferen-
cial (ecuacién de ondas)

Utt = Ugy en RQ

u(z,0) =up(z) ze€R

ut(z,0) =vo(z) z€R
donde ug y vg son funciones suficientemente regulares.

(b) Probar que la energia

—+00

E(t) = / (e (2, )2 + [, 8) )l

—0o0

es constante en el tiempo.
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