LOGICA Y COMPUTABILIDAD

Primer cuatrimestre — 2019

Préctica 3: Consecuencia Logica

Consecuencia semantica

Sean I' un conjunto de férmulas proposicionales y o una férmula.

» Decimos que T' es satisfacible si existe una valuacion v tal que v(T') = {1}.

» Decimos que « es consecuencia semdntica de I' si v(a) = 1 para toda valuacion v tal

que v(I') = {1}. Notacion: I' F .
= Notamos Con(I") al conjunto de consecuencias semanticas de I'.

» Una formula « es universalmente vdlida si o € Con(()).

1. Decidir si los siguientes conjuntos de férmulas son satisfactibles, y en tal caso encontrar

todas las valuaciones que satisfacen a dichos conjuntos.
a) I'={((p1 — p2) = p3), ~p2, (p1 V p3)}.
b) I'={((p2 = p1) = p1), w1 (P Aps), (p3s = p1)}-
2. Sea I' C Form.

a) Probar que si I' es satisfactible y IV C T, entonces I es satisfactible.

b) Mostrar (con un ejemplo) que la reciproca no es cierta.
¢) Probar que T es satisfactible si y sé6lo si Con(T") es satisfactible.
d) Probar que si el conjunto de valuaciones que satisface a I es finito entonces I' es

infinito.

e) Sea k € N. Probar que existe un conjunto satisfactible I de formulas proposicio-

nales tal que existen exactamente k valuaciones que satisfacen a I'.

3. Sea I" un conjunto de formulas del célculo proposicional tal que I' = Con(I"). Probar

que I' es infinito.

4. Sean I'y y 'y conjuntos de formulas.

a) Probar que I'y C Con(T).

b) Probar que Con(Con(I")) = Con(I).
) Probar que Con(I'1) U Con(I'y) € Con(I'y UT'9).
d) Mostrar (con un ejemplo) que no vale la igualdad en el item anterior.
e) Probar que si I'y C I'y entonces Con(I';) € Con(I'2).
f) Probar que si I'y C Con(I'y) entonces Con(I';) C Conl's).

Cc

5. Sean «, 8 € Form. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

a) Con({B8}) C Con({a}) siy solo si @« — [ es universalmente valida.

) Con({(a A §)}) = Con({a}) 1 Con({8}).
¢) Con({(aV B)}) = Con({a}) U Con({5}).
d) Con({(a — B)}) € Con({B}).
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6. Demostrar que son equivalentes:
a) =(ag A...Aay) € Con(D).
b) ai,...,a, no son simultdneamente véalidas para ninguna valuacion.
¢) Existe una formula 3 tal que g € Con({aq,...,an}) y =78 € Con({ay,...,a,}.
d) B € Con({aa,...,a,}) para toda formula .
7. Sea I un conjunto satisfactible de férmulas. Decimos que I' es mazimalmente satis-

factible si para toda formula o ¢ I' se tiene que I' U {a} es insatisfactible.
Mostrar un ejemplo de conjunto maximalmente satisfactible.

8. Sea I un conjunto satisfacible.
a) Probar que I' es maximalmente satisfactible si y solo si existe una valuacion
v € Val tal que I' = {av € Form : v(a) = 1}.
b) Probar que I' es maximalmente satisfactible si y s6lo si para toda formula « se
tiene que o € I' 0 mx € T
¢) Probar que existe I" C Form maximalmente satisfactible tal que T" C I".
d) Si I' maximalmente satisfactible, probar que si (o« V ) € T, entonces a € T' 0
pgel
e) SiI' es maximalmente satisfactible, probar que I' = av si y solo si a € T
f) SiT esun conjunto maximalmente satisfactible, ;es necesariamente I' = Con(I")?
g) SiT'= Con(T), ;es necesariamente I' un conjunto maximalmente satisfactible?
9. Decimos que dos conjuntos I',I” C Form son equivalentes si para toda formula « se
tiene que I' = ar si y s6lo si IV = a.
Decimos que un conjunto I' es independiente si para toda v € I', se tiene que

D\ {7} -

a) Probar que todo conjunto finito de formulas tiene un subconjunto independiente
equivalente.

b) Probar que un conjunto infinito de formulas no siempre tiene un subconjunto
independiente equivalente.

Consecuencia sintactica

= Decimos que a es consecuencia sintdctica o bien que a se deduce de I' si existen
formulas v1,...,7- € I' y un arbol de refutacion cerrado de ~a Ay A...A~.. Lo
notamos I' I a.

» Notamos Ded(I") al conjunto de consecuencias sintécticas (o deducciones) de I'.
» Una formula « es una tautologia si o € Ded(0).
= Un conjunto de féormulas I' se dice inconsistente si existe una féormula « tal que
a,~a € Ded(T).
= Un conjunto se dice consistente si no es inconsistente.
10. Decidir si los siguientes conjuntos de férmulas son consistentes.
a) T'={((p1 = p2) = p3),—p2, (p1 V p3)}-
b) T'={((p2 = p1) = p1),—~p1,(p1 Ap3),(p3s = p1)}-
11. Sea I C Form.

a) Probar que si I" es consistente y I C T, entonces I es consistente.
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12.

13.

14.

15.

16.

b) Mostrar (con un ejemplo) que la reciproca no es cierta.
¢) Probar que I' es consistente si y s6lo si Ded(I") es consistente.

Sean I'y y I'y conjuntos de formulas.
a) Probar que I'; C Ded(T").
Probar que Ded(Ded(T")) = Ded(T).
Probar que Ded(I'1) UDed(I'2) € Ded(I'; UT9).

o o

ISW

Mostrar (con un ejemplo) que no vale la igualdad en el item anterior.
Probar que si I'; C I'y entonces Ded(T'1) € Ded(T's).

)
)
)
e)
} Probar que si I'y C Ded(T'9) entonces Ded(T'y) C DedI'y).
)
)
)

=

<

Ded({5}) C Ded({a}) si y sblo si @ — ( es una tautologia.
Ded({(a A B)}) = Ded({a}) N Ded({S}).

Ded({(a v §)}) = Ded({a}) UDed({5}).

d) Ded({(av = B)}) € Ded({5}).

Sea I' un conjunto de férmulas. Probar que Ded(I') C Con(I'). Conluir que las tauto-
logias son universalmente vélidas.

<>

o

Decidir, mediante arboles de refutacion, si I' F a en cada caso

a) T'=0,a=(p1 — (po — p1)) = ~(p2 V —p1).
b) I'=0, a = (p1 — (p1 Ap2)) V ((p3 A =p3) V (p5 — p5))-
¢) I'={po,—po,p1}, @ =p1 A (p1 = po)-
d) I'={p1,p1 = —po}, @ = (p1 = po).
Demostrar que son equivalentes:
= (a1 A... Aay) € Ded(D).
» Form = Ded({a1,...,a,}).

Sea « una tautologia con variables py1,...,pn. Y sea v1,..., v, formulas. Notamos con
a(71,...,7v) la formula dada por reemplazar en « la variable p; por la formula ~;.
Probar que a(y1,...,7,) es una tautologia.
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