ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE DE 2019

PRACTICA 7 - DIFERENCIACION

Definicion.

o I}

loc

(R") ={f:R* - C: f € L'(K) para todo K C R™ compacto}.

e Dada f € L}, (R") se definen las funciones maximales de Hardy-Littlewood como

1
i. MOf(z)=sup {@’/ |f] : @ es un cubo que contiene a :U} .
Q
.. QC 1
ii. M*¥" f(x) = sup Ql |f|: @ es un cubo centrado en x ¢ .
Q

1
iii. MBf(z)=sup {’m/ |f| : B es una bola que contiene a a;} :
B

1
iv. MBCf(z) =sup {W /B |f| : B es una bola que centrada en x} :

Ejercicio 1. Probar que todas las funciones maximales de Hardy-Littlewood definidas
arriba son equivalentes, i.e: para cualquier par de maximales consideradas M ](f) y M }(cj )
existen constantes C7,Cy > 0 que dependen tnicamente de la dimension n tales que para
toda f € L} (R") se verifica

loc
MO f < MOf < CoMY.

En lo sucesivo, cuando escribamos M f suprimiendo el supraindice en la notacién nos
estaremos refiriendo a cualquiera de las cuatro posibilidades.
Ejercicio 2.

(a) Mostrar que si f € LP(R") con 1 < p < oo entonces f € L], (R").

(b) Probar que si f € L}, .(R™) entonces M f es semicontinua inferiormente.

Ejercicio 3.

(a) Sea E C R™ un conjunto medible de didmetro finito. Probar que existen constantes
Cy,Cs > 0 tales que para ||z|| suficientemente grande vale

CilElllz]™ < Mxg(x) < Col Elflz]| "

(b) Sea f € Li,.(R™) no nula. Probar que existe C' > 0 tal que si [|z|| > 1 entonces vale
Mf(z) > Cllal| ™.

Deducir que M f ¢ L*(R") a menos que f € L. _(R") se anule en casi todo punto.

loc

(c) Sea f : R — R la funcién definida por la férmula f(z) =: W){[_%é](x).

Mostrar que f es integrable pero que M f ¢ L] (R).



Ejercicio 4. Sea f € LP(R") con 1 < p < +00.

(a) Probar que si 1 < p < oo entonces existe una constante C' > 0 que no depende de f
tal que para todo a > 0

(07

C
qfsal <& /{Wa} ()| de

Sugerencia. Considerar g = fX{If\Z%} y usar que |f| < [g|+ §.

(b) Probar que si 1 < p < oo entonces M f € LP(R™) y ademds existe una constante
Cp > 0 que no depende de f tal que

1M fllp < Gyl fllp-

Ejercicio 5. Dada una familia S = (S;);cs de conjuntos medibles acotados de R y z € R”
decimos que S se contrae regularmente a x si verifica

(i) Para todo € > 0 existe S; € S con |S;| < e.

(ii) Existe una constante k > 0 tal que para todo S; € S vale que |Q;| < k|S;|, donde Q;
denota el cubo méas pequeno con centro en x que contiene a S;.

Notar que los conjuntos S; no necesitan contener a x.
(a) Probar que las siguientes familias se contraen regularmente a z:

e S? ={Q: Q cubo que contiene a x}
e SP = {B: B bola que contiene a z}
o SBC = {B(x,r):r >0}

(b) Probar que si § es una familia que se contrae regularmente a x entonces existe una
constante C' > 0 tal que

1
wp - [ 15wldy < M)
ses 1Sil Js,

(¢) Probar quesi f € L}OC(R”) entonces para todo punto de Lebesgue x de f se tiene

1 -
|§§M&Léﬂﬂw—f@ww—o

para toda familia S que se contraiga regularmente a x.

Ejercicio 6. Sea ¢ : R" — R>( medible y acotada tal que sop(¢) C B(0,1) y ||¢|l1 = 1.
Para cada ¢ > 0 definamos ¢.(z) := e "¢(%). Probar que para toda f € L}, (R") se tiene

lim (f * ¢:)(z) = f(x)

e—0

en todo punto de Lebesgue x de f.



Ejercicio 7. Sea K : R” — R una funcién medible, acotada y de soporte compacto.
Probar que existe una constante C' > 0 tal que para toda funcién f € L} (R") y para
todo x € R™ se tiene

sup |f x Ke(x)] < CM f(x),
e>0

donde K (r) = e "K(%).

Ejercicio 8. Sea f: R — R definida por la férmula

0 z=0
flw) = { zsin(2) z #0.
Calcular los cuatro niimeros de Dini f en g = 0.

Ejercicio 9. Hallar f : [0,1] — R creciente, continua y tal que
1
| fwia < 50) - s00)
0
Ejercicio 10. Sea g : [a,b] € R — R estrictamente creciente y absolutamente continua.
Notemos ademas ¢ := g(a) y d := g(b).
(a) Probar que si G C [c,d] es abierto entonces |G| = fg*l(G) g (z)dx.

(b) Sea H = {z : ¢’(x) # 0}. Mostrar que si E C [¢,d] y |E| = 0 entonces g~ (E) N H
tiene medida nula.

(c) Probar que si E C [c,d] es medible entonces F' = g~ (FE) N H es medible y ademés
se tiene

|E| :Lg/:LbXE(Q(x))g'(x)dx.

(d) Probar que si f es medible y no negativa sobre [c, d] entonces (f o g)g’ es medible
sobre [a, b] y vale

d b
[ ey = [ 1oty @a.

Ejercicio 11. Sean F' : [a,b] — R absolutamente continua y g integrable sobre [a,b].
Probar que

b b
/ F2)g(@)dz = F()G(b) — F(a)Gla) — / Gla)F' (2)dz

donde

Ejercicio 12. Probar que si f es de variacién acotada en [a, b] entonces f se puede escribir
como f = g+ h donde g es absolutamente continua y h es singular. Mostrar ademds que
g y h son unicas salvo constantes aditivas.



Ejercicio 13. Sea (f,)nen una sucesion de funciones mondétonas crecientes definidas en
un intervalo [a,b] C R tales que la serie Y -7, f,(x) es convergente para todo z € [a,b].
Probar que si definimos f : [a,b] — R por la férmula

fl@) =) falx)
n=1

entonces para casi todo x € [a,b] la funcién f es derivable en z y se tiene la igualdad
o
flz) =" fal@).
n=1

Ejercicio 14. Sean f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada y V : [a,b] — R
definida por V(x) := V7(f). Nuestro objetivo es mostrar que V/ = | f’| en casi todo punto.
Para eso se propone el siguiente plan:

(a) Dada una particién a = zg < ... < x, = b mostrar que existe g : [a,b] — R tal que

e g(a) =0

e Para cada 0 < j <n—1vale g(xzj+1) — g(z;) = |f(xj41) — f(z;)]

e Para cada 0 < j < n — 1 existe una constante ¢; € R tal que
g’[%xwl] = f‘[xj»IjJrl] +¢ o g’[u’ﬂjvl‘jﬂ} = _f’[xjvl’jJrl} + ¢

(b) Probar que toda funcién g como en (a) verifica que

o |9l = 11| ae.
o g(b) = )01 | f(@je) = fla))]

e V — g es mondtona creciente.

(c) Elegir una sucesién de funciones gi como en (a) tales que ), . V(z) — gx(x) < +o00
para casi todo x y aplicar el ejercicio anterior.

Ejercicio 15. Sea f : [a,b] — R una funcién de variacién acotada. Sea V : [a,b] — R
definida por V(z) := V' (f). Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) f es continua siy sélo si V lo es.

(b) f es absolutamente continua si y sélo si V' lo es. Ademas, en tal caso vale que

Viz) = /:v !f’(y)‘ dy, para todo x € [a, b).

b
(c) / | f (m)’ dz < V2(f) y la igualdad vale si y sélo si f es absolutamente continua.

Ejercicio 16. Sea f : [a,b] — R una funcién absolutamente continua.
(a) Probar que si N C [a, b] tiene medida nula entonces f(N) tiene medida nula.

(b) Concluir que la imagen por f de un conjunto medible es un conjunto medible.



