Analisis Funcional - 1° cuatrimestre 2019
PRACTICA 7
EL TEOREMA DE HILLE-YOSIDA
No intentes ser el mejor del equipo, intenta que tu equipo sea el mejor

Primeros ejercicios

. Sea A € L(X). Probar que S(t) = ¢ es un ¢y—semigrupo que verifica la propiedad
adicional
S:[0,00) = L(X) es continuo. (1)

. Sea 1 < p < oo fijoy X = LP(R). Para cada f € LP(R) definimos
St f(z) = f(x+1), Vo e R,Vt > 0.
Probar que S(t) es un ¢p—semigrupo que no verifica (1).
. Sea {A\n}nen C Ry definimos el operador A: D(A) C 2 — ¢? dado por
Au= (MNug, ..., Aty - )y D(A) = {u = {up tnen € 21 { Dty bnen € 2}

(a) Probar que D(A) = (*y A € L({?) siy s6lo si {\, }nen s acotada.
(b) Probar que (A, D(A)) es cerrado y D(A) es denso en (2.

(c) Asumir que A\, < w para todo n € N. Deducir que todo A > w pertenece
al resolvente de A, p(A). Escribir una férmula explicita para el resolvente
R(X\A) = (M- A)~L.

(d) Por el teorema de Hille-Yosida, A es el generador de un cy-semigrupo en /2,

que satisface ||S(t)]|ze2) < Me“*, t > 0. Calcular S(t) de forma explicita.

. Sea A: D(A) C LP(R) — LP(R) el generador infinitesimal del ¢y—semigrupo del
ejercicio 2. Probar que (A, D(A)) se caracteriza como

D(A)={f € I’(R): f € ACR) y f' € L"(R)},  Af(x) = f'(z) Vf € D(A).

. Sea X un espacio de Banach y S(t) un cy-semigroupo en X que satisface ||S(t)||z(x) <
Me*t, t > 0.

Sea S(t) = e~“'S(t). Probar que:

(a) S(t) es también un co—semigrupo y ||S(t)||zx) < M, ¢t > 0.
(b) Sean (A,D(A)) y (A,DN(A)) los generadores de S(t) y S(t) respectivamente.
Probar que D(A) =D(A)y A=A —wl.

. Sea S(t) un cp—semigroupo en X.

(a) Probar que el mapa (¢, x) — S(t)x es continuo de [0,00) x X — X.

(b) Sea S(t) otro co—semigroupo. Mostrar que y(t) = S(T — t)S(t)x es continuo
de [0,T] en X, donde T'> 0y x € X son fijos.

(¢) Suponer que S(t) y S(t) tienen el mismo generador y mostrar que y/'(t) = 0
para todo t € (0,T) y = € D(A).

(d) Deducir que S(t) = S(t) para todo t > 0.
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Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales

7. El objetivo de este ejercicio es usar el Teorema de Hille-Yosida para resolver las
ecuacién del calor en dimensién 1. Llamamos I = (0,1). La ecuacién del calor es

Up = Uz, w(0,8) =u(l,t) =0, u(z,0) = f(z), x € 1,t>0. (2)
(a) Definimos el conjunto H*(I) = {u € AC(I): ' € L*(I)}. Probar que u €
H'(I) siy sdlosiu e L*(I) y existe v € L*(I) tal que

/Iu¢’dx:—/]v¢dx, Vo € CF(1).

Observar que en ese caso v = u/'.

(b) Se define HJ(I) = {u € H'(I): u(0) = u(1) = 0}. Probar que existe una
constante C' > 0 tal que

/uzd:ch/(u’)2d:c, Vu € Hy(I).
I I

Concluir que HZ(I) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v)gn = /u’v’ dr.
I

(c) Probar, usando el Teorema de Lax-Milgram, que dado A > 0y dada f € L*(I),
existe una tnica u € H}(I) que verifica

/u’v’dw—l-)\/uvdx:/fvdx, Vv € Hy(I),
I I I

(d) Se define H*(I) = {u € H'(I): v € H'(I)}. Probar, usando la caracterizacién
del {tem (a), que la funcién u hallada en el {tem (c) pertenece a H*(I) N H(I).

Concluir que entonces esa funcién verifica

—u" 4+ Xu= f ct.p. en I.
(e) Definimos D(A) = H*(I) N HJ(I) y A: D(A) C L*(I) — L*(I) dado por
Au = —u”. Probar que A es un operador maximal mondtono.
(f) Usar el Teorema de Hille-Yosida para concluir la existencia y unicidad de

solucién de la ecuacién del calor (2) para f € L*(I).

8. El objetivo de este ejercicio es usar el Teorema de Hille-Yosida para resolver la
ecuacion de ondas en dimension 1. Usamos las notaciones del ejercicio anterior. La
ecuacion de ondas es

Uy = Uz, w(0,8) =u(l,t) =0, u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z) z€l,t>0. (3)

) )
(a) Probar que, al menos formalmente, la ecuacién de ondas (3) es equivalente al
sistema

—v = It
{ut v =0, rzel,t>0 ()

Vg — Uge = 0.
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10.

(b) Verificar que, formalmente, el sistema (4) se puede escribir como

dU
— + AU =
o + AU =0, (5)

vl ) le b)) @

(c) Consideremos ahora el espacio de Hilbert H = H}(I) x L?*(I), equipado con el
producto escalar

donde

(U1, Us)y = /u’lu'2 da:—l—/vlvz dz,
I I

U

donde U; = (v-)’ i = 1,2. Definimos entonces A: D(A) C H — H donde A
estd dado por (6) y D(A) = (H*(I) N Hy(I)) x H(I).
Probar que A es un operador maximal monétono.

(d) Concluir, usando el Teorema de Hille-Yosida, la existencia y unicidad de solu-
ciones para la ecuacién de ondas (3) para toda f € H}(I) y g € L*(I).

Aplicaciones a los procesos estocasticos

En esta seccién notaremos por (U, dist(-, -)) un espacio métrico localmente compacto
y separable (tipicamente, U = R en el caso continuo, U = Ny en el caso discreto y
dist(x,y) = |x — y| en ambos casos). Luego, consideramos el conjunto

X =Co(U) ={f € C(U;R): que tienden a 0 en el infinito}.
Es decir, dado ¢ > 0, existe un compacto K C U tal que |f(x)| < € para todo
reU\K.
En X se considera la norma supremo || f|| = sup,¢y | f(2)].
Probar que (X, || - ||) es un espacio de Banach y que C.(U) (las funciones continuas
de soporte compacto) es denso en X.

Decimos que w: [0,00) — U es un CADLAG (del francés continue a droite, limite
@ gauche) si es una funcién continua a derecha con limite finito a izquierda.

Llamamos Q = {w: [0,00) — U: w es un CADLAG}.

En €2 se define la o—algebra ¥ como la menor o—algebra tal que todas las proyec-
ciones my: 0 — U, m(w) = w(t) son medibles (¢ > 0), donde en U se considera la
o—algebra de Borel.

Luego, (£2,%) es un espacio medible.

Definimos la aplicacién X: [0,00) x © — U de la forma X (t,w) = w(t). Notamos
por X;(w) = X(t,w). Probar que para cada t > 0, X; resulta medible.

Definicién 1 Se define un proceso de Feller a una coleccion de medidas de proba-
bilidad {P*},ev sobre (Q, %) y una filtracion {F; >0, Ft C X para todo t > 0 (i.e.
Fi es o—dlgebra y Fy C Fs sit < s) respecto de la cual {X:}i>0 es adaptado (i.e.
X, es Fy—medible) tales que



11.

12.

13.

o P*(Xy=u1x)=1 (es decir, P* es una medida concentrada sobre las trayectorias
que empiezan en x ).

e Para cada f € X y cada t > 0, la aplicacion ¢l : U — R dada por ¢! (z) =
E*(f(X})) es un elemento de X (es decir, las medidas P* varian continuamente
al variar x € U ).

e Para toda variable aleatoria acotada Y : Q — R, se wverifica la propiedad de
Markov
E*(Y 0 6,|F,) = E*(Y) P"—c.s.,

donde 05(w)(t) = w(t + s).

Definicién 2 Un semigrupo de probabilidad es un co—semigrupo {T;}i>o definido
sobre X tal que

o T, f >0 para toda f € X, f >0.
e Si U es compacto, entonces Ty1 = 1.

Si U no es compacto, entonces existe { fntnen C X, sup,ey || foll < 00, tal que
Ty fn, — 1 cuando n — oo puntualmente, para todo t > 0.

Probar que dado un proceso de Feller, entonces T;f(x) = E*(f(X;)) define un
semigrupo de probabilidad.

Probar que un semigrupo de probabilidad verifica que ||T; f|| < || f]| para toda f € X.
Es decir, un semigrupo de probabilidad es un ¢y—semigrupo de contracciones.

Definicién 3 Supongamos que en U tenemos adicionalmente una medida de Borel
iy para cada t > 0 una funcion p: U x U — R que es (u x p)—medible. Decimos
que {pt}+=0 son funciones de transicion de probabilidad si

(a) pi(x,y) >0 para todo x,y € U, t > 0.
(b) Para todo x € U se tiene que [, pr(z,y) du(y) = 1.
(¢) limyyo pe(z,y) = 0., es decir

i [ pi(e.)f () duly) = fla) VF € X.
U
(d) {pt}i=0 verifica las ecuaciones de Chapman-Kolmogorouv:

szrt(xay) = / ps(xaz)pt<zay) d:u(z)a vx>y € U, S,t Z 0.
U

pi(z,y) se interpreta como la densidad de probabilidad de que una particula que
esta ahora en la posicion z, luego de t segundos se encuentre en la posicién y.

Probar que si {p; }+>0 son funciones de transicién de probabilidad, entonces T} f(x) =
S pe(@, y) f(y) dp(y) define un semigrupo de probabilidad si y sélo si p(-,y) € X
para todoy € U, t > 0.



14.

15.

16.

17.

Consideremos U = R con p la medida de Lebesgue y para cada x € Ry ¢t > 0
consideramos p;(z,y) a la funcién de densidad N(z,t), i.e

1 _(z—y)?

pt<x7y) = \/2_7Tte 2

Probar que {p;}+~0 son funciones de transicién de probabilidad.

Por el momento, consideraremos los casos en que U es finito o numerable. Es decir
U=1{0,1,...,n—1} o U = Ny. En estas situaciones, la medida p es la medida de
contar, i.e. u(A) = #A

Probar que si U es finito o numerable, entonces la propiedad (c¢) de la Definicién 3
resulta equivalente a

Ii — 1.
;fgpt(w, )

Definicién 4 Una Q—matriz es una aplicacion q: U x U — R tal que

gl,y) =0sizty y Y qlxy) =0

yeU

Observemos que si U = {0,1,...,n — 1}, entonces ¢ € R"*".

Verificar, formalmente, que si {p;}+>o son funciones de transicién de probabilidad,
entonces

d
— Pt (l‘, y) ’tZO

q(z,y) = pn

es una (Q—matriz.

Definicién 5 Una matriz de Markov en U es una aplicacion p: U x U — R tal que

p(z,y) >0 y Zp(:z:,y)zl.

yelU

Dada una matriz de Markov se define la transicion de probabilidad de k—pasos,
inductivamente como

pi@y) =p,y) ¥ pen(zy) =Y plz,2)p(z,y),  parak > 1.
zeU

(a) Probar que la familia {py }reny dada en la Definicién 5 verifica las ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov discretas:

pisk(m,y) = > pi(, 2)pr(2,y).
zeU

(b) A partir de la familia {p }ren definimos

(z,y) = e Z k,pk ,y).
Probar que {p;}+>¢ son funciones de transiciéon de probabilidad.
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19.

20.

21.

22.

(¢) Definir ¢(z,y) como en el ejercicio 14, ver que estd bien definido, verificar que
es una (Q—matriz y que ¢ = p — ¢ donde i(x,y) = 0y, es la matriz identidad.

Mostrar que si U = {0,1,...,n — 1}, Q € R™" es una Q—matriz, y

o0

tn n
n:
n=0

entonces py(x,y) = (P;)s,y son funciones de transicién de probabilidad y se verifica
la férmula dada en el ejercicio 14.

Ahora volvemos al caso general (U, dist(-,-)) un espacio métrico localmente com-
pacto.

Definicién 6 Un generador de probabilidad es un operador lineal A: D(A) C X —
X tal que

(a) D(A) es denso en X.

(b) Si f€eD(A), A >0y f—NAf =g entonces

inf f(z) > inf g(z).

zelU zeU

(¢) R(I — AA) = X para todo A\ > 0 suficientemente pequeno.
(d) Si U es compacto, 1 € D(A) y A1 =0.
SiU es localmente compacto, entonces para todo X > 0 pequeno, existe { f, }nen C

D(A) tal que g, = fn — NAf,, verifica que sup,,cy ||gnll < 00 Yy fn, g — 1 pun-
tualmente.

Probar que si A: D(A) C X — X es un generador de probabilidad, entonces se
verifica que

(f€D(A), A2 0, f=AAf =g) = [If]l < lgll-

Probar que si A: D(A) C X — X es un generador de probabilidad, entonces es un
operador de Hille-Yosida.

Supongamos U = R, D(A) = {f € X: f' € X} y Af = f'. Probar que A es un
generador de probabilidad.

Supongamos que U es finito o numerable y sea ¢ una ()J—matriz. Definimos

D(A) = {f e X: Zq(x,y)f(y) existe para todo = € U y pertenece a X} ,

yeU

Af(x) =Y qlz.9)fly) = qlw,y)lfy) = f@)).

yeU yeU

(a) Probar que si U es finito, entonces A es un generador de probabilidad.



(b) Supongamos que U = {0,1,2,...} y consideremos la ()—matriz dada por
q(0,1) =1, ¢(0,0) = =1, q(i,i — 1) = &;, q(i,i) = —6; parai > 1y
q(i,7) = 0 en los restantes lugares,

donde §; > 0.

Probar que A verifica las propiedades (a), (b) y (d) de la definicién de generador
de probabilidad y dar condiciones suficientes sobre los ¢; para que R(I — A\A)
contenga a las funciones con soporte finito.

23. Sea {Ti}+>0 un semigrupo de probabilidad. Probar que su generador infinitesimal
es un generador de probabilidad.

24. Movimiento uniforme a la derecha

Sea U = R y consideremos el proceso de Feller en el cual P* es la medida puntual
soportada en w(t) = x + t. Probar que el semigrupo de probabilidad inducido por
este proceso dado por el Ejercicio 11 es T} f(z) = f(x 4 t) y calcular su generador
infinitesimal.

25. El proceso de Cauchy

Sea U = R y consideremos el proceso de Feller tal que el incremento X;,, — X, tiene
una distribucién Cauchy(0,t), i.e. su funcién de densidad viene dada por
1t
T4 22
(a) Probar que el semigrupo de probabilidad inducido por el proceso dado por el

Ejercicio 11 es
t [ flz+y)
Lif(x)=— | —0—>
™ JR -+ Yy
(b) Probar que si A es el generador infinitesimal de este semigrupo, entonces

CCQ(R) C D(A) y
R e

dy, f€CR),

Y2
donde ¢ € C(R) es impar y ¢/(0) = 1.
(Sugerencia: Usar que fR tQJ(ryy)Q dy = 0 para escribir
Tif(x) — flz) 1 / flz+y) - fa) - f2)ély) ,
St 7 2 42 Y
T Jr t“+y

usar que f € C?(R) y pasar al limite.)

26. El movimiento Browniano

Sea U = R y consideremos el operador definido por
1 1 ! 1
Af =31 DA)={feX: ] X},

(a) Probar que A es un generador de probabilidad.

(b) Consideremos {p;}+~0 las funciones de transiciéon de probabilidad dadas en el
Ejercicio 14 y sea {T}}+>o el semigrupo de probabilidad asociado como se define
en el Ejercicio 13. Probar que su generador infinitesimal es A.



