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5 Núcleo e imagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6 Cociente de anillos por ideales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

7 Producto de anillos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

7.1 El teorema chino del resto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

8 Ideales primos en anillos conmutativos . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

9 Ideales radicales en anillos conmutativos . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

10 El cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo . . . . . . . . . . . . . 154
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1 Módulos libres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
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Parte 1

Grupos

1





Caṕıtulo 1

Teoŕıa elemental

1. Monoides

Una operación interna definida en un conjunto S es una función ∗ : S × S → S. Como
es usual escribiremos s1 ∗ s2 en lugar de ∗(s1, s2). Decimos que la operación ∗ es asociativa
si s1 ∗ (s2 ∗ s3) = (s1 ∗ s2) ∗ s3 para todo s1, s2, s3 ∈ S, y que es conmutativa o abeliana
si s1 ∗ s2 = s2 ∗ s1 para todo s1, s2 ∈ S. Un magma es un conjunto no vaćıo S provisto
de una operación interna. Usualmente hablaremos de un magma S, mencionando sólo al
conjunto subyacente. Esto es ambiguo, porque en un conjunto puede haber dos operaciones
internas distintas. Por ejemplo en el conjunto de los números enteros tenemos la suma y el
producto. Aśı que cuando sea necesario procuraremos ser claros. Un magma S es asociativo
(respectivamente conmutativo o abeliano) si lo es su operación y es finito si lo es su conjunto
subyacente. En ese caso llamamos orden de S al cardinal |S| de S. Un semigrupo es un magma
asociativo. Para cada magma S, podemos construir un nuevo magma con el mismo conjunto
subyacente, llamado magma opuesto de S y denotado Sop, mediante el simple trámite de
invertir el orden en que se realiza la operación. Más precisamente, si ∗ es la operación de S, la
operación ∗op de Sop está definida por s1∗ops2 := s2∗s1. Es evidente que Sop es un semigrupo
si y sólo si S lo es, y que S es un magma conmutativo si y sólo si Sop = S.

Para cada elemento s de un magma S, denotamos con ls : S → S y rs : S → S a las
funciones definidas por ls(t) := s ∗ t y rs(t) := t ∗ s, respectivamente. Es claro que las siguien-
tes propiedades son equivalentes:

1. S es asociativo.

2. ls1 ◦ rs2 = rs2 ◦ ls1 para todo s1, s2 ∈ S.

3. ls1 ◦ ls2 = ls1∗s2 para todo s1, s2 ∈ S.

4. rs1 ◦ rs2 = rs2∗s1 para todo s1, s2 ∈ S.

Todav́ıa más claro es que S es conmutativo si y sólo si ls = rs para todo s ∈ S.

Decimos que s ∈ S es cancelable a izquierda si s∗ t = s∗ t′ implica t = t′, que es cancelable
a derecha si t ∗ s = t′ ∗ s implica t = t′ y que es cancelable si lo es a izquierda y a derecha. Es
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1 Monoides Teoŕıa elemental

obvio que s es cancelable a izquierda si y sólo si ls es inyectiva, y que lo es a derecha si y sólo
si rs es inyectiva. Notemos que s es cancelable a un lado en S si y sólo si lo es al otro en Sop.
Si s1 y s2 son elementos cancelables a izquierda de un semigrupo S, entonces s1 ∗ s2 también
lo es y, obviamente, lo mismo pasa con la cancelatividad a derecha. En cambio, la hipótesis
de que s1 ∗ s2 es cancelable a izquierda sólo implica que s2 lo es, y, similarmente, la de que
s1 ∗ s2 es cancelable a derecha, que s1 lo es. Un magma es cancelativo si todos sus elementos
son cancelables.

Un elemento e ∈ S es neutro a izquierda si e ∗ s = s para todo s ∈ S, es neutro a derecha
si s ∗ e = s para todo s ∈ S y es neutro si lo es a izquierda y a derecha. Si un magma S tiene
neutro a izquierda e y neutro a derecha e′, entonces e = e′. En efecto, como e′ es neutro a
derecha, e = e ∗ e′ y como e es neutro a izquierda, e ∗ e′ = e′. En particular S tiene a lo sumo
un neutro. Diremos que un magma es unitario si tiene neutro. Evidentemente e es neutro a
un lado en S si y sólo si lo es al otro en Sop.

Un monoide es un semigrupo unitario. Un elemento s de un monoide S es inversible a
izquierda si existe t ∈ S tal que t ∗ s = e, y es inversible a derecha si existe t ∈ S tal que
s ∗ t = e. En el primer caso decimos que t es una inversa a izquierda de s, y en el segundo,
que es una inversa a derecha. Diremos que s es inversible, si lo es a ambos lados. Es claro
que s es inversible a izquierda si y sólo si rs es sobreyectiva, e inversible a derecha si y sólo
si ls es sobreyectiva. Si s tiene inversa a izquierda y a derecha, entonces estas son únicas y
coinciden. En efecto, supongamos que t es una inversa a izquierda de s, y t′ una inversa a
derecha. Entonces

t = t ∗ e = t ∗ (s ∗ t′) = (t ∗ s) ∗ t′ = e ∗ t′ = t′.

Esto nos autoriza a decir que t es la inversa de s.

Muchas propiedades predicables sobre elementos y subconjuntos de un magma S tienen
una versión a izquierda y otra a derecha, de modo de que cada una de ellas en S es equivalente
a la otra en Sop. A veces, cuando un predicado tenga una versión a izquierda y otra a derecha
daremos sólo una de ellas, dejando al lector la tarea de enunciar la otra.

No es costumbre usar un śımbolo especial como ∗ para denotar una operación asociativa
diferente de la suma y la multiplicación usuales. Lo habitual es denotarla con + y llamarla
suma, o con la yuxtaposición y llamarla producto. En el primer caso 0 y −s designan al neutro
de la operación y al inverso de un elemento s ∈ S, respectivamente. En el segundo, estos
papeles los cumplen los śımbolos 1 y s−1. La notación aditiva raramente se usa para designar
operaciones que no son conmutativas, porque es muy desagradable encontrar expresiones tales
como s + t 6= t + s. De ahora en más supondremos que S es un monoide no necesariamente
conmutativo y usaremos la notación multiplicativa. También seguiremos esta convención para
magmas arbitrarios y, más adelante, para grupos. Reservaremos la notación aditiva para usarla
en algunos ejemplos y en unas pocas situaciones en las que haya involucradas estructuras
abelianas.

Es evidente que 1 es inversible con 1−1 = 1; que si r es inversible a izquierda con inversa
a izquierda s, entonces s es inversible a derecha con inversa a derecha r; y que si s y t son
inversibles a izquierda con inversas a izquierda s′ y t′ respectivamente, entonces st es inversible
a izquierda con inversa a izquierda t′s′. En particular, si s es inversible, s−1 también lo es y
(s−1)−1 = s y si s y t son inversibles, st también lo es y (st)−1 = t−1s−1. Es claro también
que si r es un inverso a izquierda de st, entonces rs es un inverso a izquierda de t. Además
se comprueba fácilmente que si s es inversible a izquierda, entonces es cancelable a izquierda
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Teoŕıa elemental 1 Monoides

y, similarmente, que los elementos inversibles a derecha son cancelables a derecha (ponemos
abajo un ejercicio que generaliza levemente este hecho). El siguiente resultado completa el
panorama general.

Proposición 1.1. Para cada elemento s de un monoide S son equivalentes:

1. s es inversible a izquierda y cancelable a derecha.

2. s es inversible a derecha y cancelable a izquierda.

3. s es inversible.

Demostración. Es claro que 3) implica 1). Veamos que 1) implica 3). Por hipótesis
existe t ∈ S tal que ts = 1. Debemos mostrar que st = 1, pero esto se sigue de que

(st)s = s(ts) = s1 = s = 1s

y de que s es cancelable a derecha. La equivalencia entre 2) y 3) es similar. �

Como muestra la siguiente proposición para monoides finitos los conceptos de cancelati-
vidad e inversibilidad coinciden.

Proposición 1.2. Si S es finito, entonces para cada s ∈ S son equivalentes:

1. s es inversible.

2. s es cancelable a izquierda.

3. s es cancelable a derecha.

Demostración. Como S es finito,

s es cancelable a izquierda⇔ ls es inyectivo

⇔ ls es sobreyectivo

⇔ s es inversible a derecha

⇒ s es cancelable a derecha.

Por dualidad,

s es cancelable a derecha⇔ s es inversible a izquierda⇒ s es cancelable a izquierda.

El resultado es una consecuencia inmediata de estos dos hechos. �

Ejercicio 1.3. Consideremos un semigrupo S que tiene un neutro a izquierda e y tome-
mos s ∈ S. Pruebe que si existe s′ ∈ S tal que s′s = e entonces s es cancelable a izquierda.

Para n ≥ 0 definimos la n-ésima potencia sn, de un elemento s de un monoide S, recur-
sivamente por

- s0 := 1,

- sn+1 := sns.

Si s es inversible, entonces (s−1)n = (sn)−1 para todo n > 0 y definimos s−n por

- s−n := (sn)−1 para todo n > 0.
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2 Submonoides Teoŕıa elemental

Dejamos como ejercicio probar que

sm+n = smsn y (sm)n = smn

para todo m,n ≥ 0, y que cuando s es inversible estas igualdades valen para todo m,n ∈ Z.
Diremos que dos elementos s y t de S conmutan si st = ts. Si s, t ∈ S conmutan, entonces sm

y tn conmutan para todo m,n ≥ 0 y (st)m = smtm, para todo m ≥ 0. Nuevamente, cuando s
y t son inversibles estas propiedades valen para todo m,n ∈ Z.

Supongamos que s ∈ S es inversible y que la aplicación n 7→ sn no es inyectiva. Tomemos
m < n tales que sm = sn. Entonces

sn−m = sns−m = sn(sm)−1 = 1.

Al mı́nimo natural l tal que sl = 1 se lo llama el orden de s y se lo denota |s|. Los elementos

s0, . . . , s|s|−1

son todos distintos, ya que si existieran 0 ≤ m < n < |s| tales que sm = sn, seŕıa sn−m = 1,
contradiciendo la definición de |s|. Además, si n ∈ Z y n = |s|q + r con 0 ≤ r < |s|, entonces

sn = sr(s|s|)q = sr.

Por lo tanto |s| es la cantidad de elementos de {sn : n ∈ N} y sn = 1 si y sólo si n es múltiplo
de |s|. Cuando no existe un tal l decimos que s tiene orden infinito.

Ejemplo 1.4. Los conjuntos N de los números naturales, N0 de los enteros no negativos,
Z de los números enteros, Q de los números racionales, R de los números reales, C de los
números complejos, Zn de los enteros módulo n y k[X] de los polinomios con coeficientes en
un cuerpo k, son monoides abelianos v́ıa el producto. Salvo N todos los demás también lo son
v́ıa la suma.

Ejemplo 1.5. El conjunto Fun(X,X), de las funciones de un conjunto X en si mismo,
es un monoide v́ıa la composición, que sólo es abeliano cuando el cardinal de X es menor o
igual que 1.

Ejemplo 1.6. Para cada número natural n, el conjunto Mn(k) de las matrices de n × n
con coeficientes en un cuerpo k, es un monoide cuyo neutro es la matriz identidad, v́ıa el
producto.

Ejemplo 1.7. El conjunto Endk(V ), de los endomorfismos de un k-espacio vectorial V ,
es un monoide cuyo neutro es la función identidad, v́ıa la composición. Si dimk(V ) ≥ 2,
entonces Endk(V ) no es abeliano.

2. Submonoides

Un subconjunto T de un monoide S es un submonoide de S si es cerrado para el producto
y 1 ∈ T . Es evidente que entonces T es un monoide. Los submonoides triviales de S son
S y {1}. Por simplicidad, de ahora en más escribiremos 1 en lugar de {1} para denotar al
segundo. Un submonoide de S es propio si es distinto de S. Es claro que la intersección
de una familia arbitraria de submonoides de S es un submonoide de S. Por ejemplo, dada
una familia U de elementos de S, la intersección de los submonoides de S que incluyen a
U es el mı́nimo submonoide 〈U〉M de S que contiene a U , el cual es llamado el submonoide
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Teoŕıa elemental 3 Morfismos de monoides

de S generado por U . Si S = 〈U〉M, decimos que U genera a S. Siguiendo una práctica u-
sual, escribiremos 〈u1, . . . , un〉M en lugar de 〈{u1, . . . , un}〉M. Esto se debe simplemente a una
cuestión de estética. Un monoide S es finitamente generado si tiene un subconjunto finito U
que lo genera. Es obvio que si S es finito, entonces es finitamente generado. Por último decimos
que S es ćıclico si existe s ∈ S tal que S = 〈s〉M. Dejamos a cargo del lector comprobar que,
si adoptamos la convención de que el producto vaćıo da 1, entonces, para cada familia U de
elementos de S,

〈U〉M = {u1 · · ·un : n ≥ 0 y ui ∈ U}.
Para cada par de subconjuntos K y L de un monoide S, denotamos con KL al subconjunto
de S formado por todos los productos kl con k ∈ K y l ∈ L. Por supuesto, escribiremos sK y
Ks en lugar de {s}K y K{s}, respectivamente. En general KL ⊆ 〈K ∪ L〉M, y si 1 ∈ K ∩ L,
entonces K ∪ L ⊆ KL. Asimismo, es evidente que (KL)M = K(LM) para toda terna K, L
y M de subconjuntos de S, por lo que es innecesario escribir los paréntesis.

Proposición 2.1. Si K y L son submonoides de S, entonces KL es un submonoide de S
si y sólo si LK ⊆ KL.

Demostración. Supongamos que LK ⊆ KL. Como 1 ∈ KL, para probar que KL es un
submonoide de S, basta observar que

KLKL ⊆ KKLL = KL.

Rećıprocamente, si KL es un submonoide de S, entonces LK ⊆ KLKL = KL. �

Dada una familia {Si}i∈I de submonoides de S existe un mı́nimo submonoide
∨
i∈I Si de

S que contiene a
⋃
i∈I Si, el cual es llamado el supremo de {Si}i∈I . Un cálculo sencillo muestra

que ∨
i∈I

Si =

〈⋃
i∈I

Si

〉
M

= {si1 · · · sin : n ≥ 0, i1, . . . , in ∈ I, ij 6= ij+1 y sij ∈ Sij}.

Notemos que si SiSj = SjSi para todo i, j ∈ I e I es un conjunto provisto de un orden total,
entonces ∨

i∈I
Si = {si1 · · · sin : n ≥ 0, i1 < · · · < in ∈ I y sij ∈ Sij}.

2.1. Ejemplos

Para cada monoide S, el subconjunto formado por los elementos de S que son cancelables
a izquierda es un submonoide de S. Por supuesto que también lo son el subconjunto formado
por los elementos que son cancelables a derecha, el formado por los elementos cancelables y
el subconjunto S× de las unidades de S.

3. Morfismos de monoides

Un morfismo de monoides ϕ : S → S′ es una terna (S, ϕ, S′), formada por dos monoides
S y S′ y una función ϕ del conjunto subyacente de S en el de S′, que satisface:

ϕ(1) = 1 y ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t) para todo s, t ∈ S.
7
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Los monoides S y S′ son respectivamente el dominio y el codominio de ϕ. La razón para
adoptar esta definición y no limitarnos simplemente a considerar la función ϕ, es que tomar
la terna (S, ϕ, S′) nos permite recuperar los monoides S y S′ (y no sólo sus conjuntos subya-
centes) en términos del morfismo, como el dominio y codominio del mismo. Si no hay peligro
de confusión, a veces nos tomaremos la libertad de escribir frases como “ϕ es un morfismo
de monoides”, sin hacer referencia ni al dominio ni al codominio. El requisito de que ϕ(1)
sea igual a 1 puede debilitarse. Es suficiente pedir que ϕ(1) sea cancelable a izquierda o a
derecha. Para comprobarlo basta cancelar ϕ(1) en la igualdad ϕ(1) = ϕ(1)ϕ(1).

Si ϕ : S → S′ es un morfismo y s ∈ S tiene orden n, entonces el orden de ϕ(s) divide a n,
porque

ϕ(s)n = ϕ(sn) = 1.

Los ordenes de s y de ϕ(s) son iguales cuando ϕ es inyectivo, debido a que si este es el caso,

ϕ(sm) = ϕ(s)m = 1 = ϕ(1)⇒ sm = 1.

De la definición de morfismo se sigue inmediatamente que si t es inversa a izquierda de s,
entonces ϕ(t) es inversa a izquierda de ϕ(s). En particular, si s es inversible, entonces ϕ(s)
también lo es y ϕ(s)−1 = ϕ(s−1).

Son ejemplos de morfismos de monoides

- la identidad idS : S → S,

- la inclusión canónica i : T → S, de un submonoide T de S en S,

- la composición ψ ◦ϕ : S → S′′, de morfismos de monoides ϕ : S → S′ y ψ : S′ → S′′,

- la aplicación ϕ : S → S′, definida por ϕ(s) := 1 para todo s ∈ S, cualesquiera sean
los monoides S y S′.

Es evidente que si ϕ : S → S′ es un morfismo de monoides, entonces ϕ(KL) = ϕ(K)ϕ(L)
para todo par de subconjuntos K y L de S.

Un endomorfismo de S es un morfismo con dominio y codominio S. Un ejemplo es idS . Un
morfismo ϕ : S → S′ es un isomorfismo si existe un morfismo ϕ−1 : S′ → S, necesariamente
único, llamado la inversa de ϕ, tal que ϕ−1 ◦ϕ = idS y ϕ ◦ϕ−1 = idS′ . Es fácil ver que esto
ocurre si y sólo si ϕ es biyectiva. Dos monoides S y S′ son isomorfos si hay un isomorfismo
de S en S′. En ese caso escribimos S ' S′. Un automorfismo de S es un endomorfismo de S
que es un isomorfismo. Los śımbolos HomM(S, S′), IsoM(S, S′), EndM(S) y AutM(S) denotan
respectivamente a los conjuntos de morfismos de S en S′, isomorfismos de S en S′, endomor-
fismos de S y automorfismos de S. Es obvio que EndM(S) es un monoide (cuyo elemento
neutro es la función identidad) v́ıa la composición. Decimos que un morfismo ϕ : S → S′ es
un monomorfismo si ϕ ◦ ψ = ϕ ◦ ψ′ ⇒ ψ = ψ′ para todo par de morfismos de monoides
ψ,ψ′ : S′′ → S con codominio S, un epimorfismo si ψ ◦ ϕ = ψ′ ◦ ϕ ⇒ ψ = ψ′ para todo par
de morfismos de monoides ψ,ψ′ : S′ → S′′ con dominio S′, una sección si existe ψ : S′ → S
tal que ψ ◦ϕ = idS y una retracción si existe ζ : S′ → S tal que ϕ ◦ ζ = idS′ . Como el lector
podrá comprobar sin dificultad, los monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones
son cerrados bajo la composición, toda retracción es sobreyectiva, toda sección es inyectiva,
todo morfismo inyectivo es un monomorfismo y todo morfismo sobreyectivo es un epimor-
fismo. Además un morfismo ϕ : S → S′ es un isomorfismo si y sólo si es una sección y un
epimorfismo, y esto ocurre si y sólo si es una retracción y un monomorfismo (copie la prueba
de la Proposición 1.1). Una propiedad apenas un poco más dif́ıcil de verificar es que todo
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monomorfismo ϕ : S → S′ es inyectivo. Para comprobar esto supongamos que ϕ(r) = ϕ(s) y
consideremos los morfismos de monoides ψ,ψ′ : N0 → S, definidos por

ψ(n) := rn y ψ′(n) := sn.

Como

(ϕ ◦ψ)(n) = ϕ(rn) = ϕ(r)n = ϕ(s)n = ϕ(sn) = (ϕ ◦ψ′)(n),

y ϕ es un monomorfismo, obtenemos que ψ = ψ′ y, por lo tanto, r = ψ(1) = ψ′(1) = s. Por
último, para cada par ϕ : S → S′ y ψ : S′ → S′′ de morfismos,

1. Si ψ ◦ϕ es una sección o un monomorfismo, entonces también lo es ϕ.

2. Si ψ ◦ ϕ es una retracción, un epimorfismo o un morfismo sobreyectivo, entonces
también lo es ψ.

Ejemplo 3.1. Supongamos que X es un subconjunto de Y . Definamos

i∗ : Fun(X,X)→ Fun(Y, Y )

por

i∗(σ)(x) :=

{
σ(x) si x ∈ X,

x si x /∈ X.

Es evidente que i es un morfismo inyectivo de monoides.

Ejemplo 3.2. Supongamos que i : X → Y es una biyección. Definamos

i∗ : Fun(X,X)→ Fun(Y, Y )

por i∗(σ) := i ◦ σ ◦ i−1. Es evidente que i∗ es un isomorfismo de monoides.

Ejemplo 3.3. Supongamos que i : X → Y es una función inyectiva. Definamos

i∗ : Fun(X,X)→ Fun(Y, Y )

por

i∗(σ)(y) :=

{
i(σ(x)) si y = i(x),

y si y /∈ i(X).

Es fácil ver que:

- i∗ es un morfismo inyectivo de monoides cuya imagen es el conjunto de las funciones
de Y en si mismo que dejan fijos a los elementos que están fuera de i(X).

- Si X es un subconjunto de Y e i es la inclusión canónica de X en Y recuperamos la
definición dada en el Ejemplo 3.1, mientras que si i es una biyección recuperamos la
dada en el Ejemplo 3.2.

- Si j : Y → Z es otra función inyectiva, entonces (j ◦ i)∗ = j∗ ◦ i∗.

4. Grupos

Un grupo G es un monoide en el cual todos los elementos son inversibles. Claramente G
es un grupo si y sólo si Gop lo es.

Proposición 4.1. Un monoide G es un grupo si y sólo si para cada par g, h de elementos
de G, las ecuaciones gx = h y xg = h tienen solución única en G.

9
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Demostración. Si G es un grupo, entonces x = g−1h es la única solución de gx = h y
x = hg−1 es la única solución de xg = h. La rećıproca se sigue inmediatamente de que G es
un grupo si y sólo si las ecuaciones gx = 1 y xg = 1 tienen solución. �

Proposición 4.2. Un semigrupo G es un grupo si y sólo si tiene un neutro a izquierda e,
y para cada g ∈ G hay un g′ ∈ G tal que g′g = e.

Demostración. Es indiscutible que todo grupo satisface las condiciones requeridas en
el enunciado. Rećıprocamente, si estas se satisfacen, entonces

gg′ = e(gg′) = ((g′)′g′)(gg′) = (g′)′((g′g)g′) = (g′)′(eg′) = (g′)′g′ = e

y
ge = g(g′g) = (gg′)g = eg = g,

para todo g ∈ G. �

Nota 4.3. Otra demostración es la siguiente: Tomemos g ∈ G arbitrario. Entonces

g′(ge) = (g′g)e = ee = e = g′g.

Cancelando g′ (lo que puede hacerse por el Ejercicio 1.3) obtenemos que ge = g. En conse-
cuencia e también es neutro a derecha de G. Para finalizar la prueba notemos ahora que como
g y (g′)′ son inversos a izquierda y derecha de g′ respectivamente, necesariamente (g′)′ = g
y, por lo tanto, gg′ = 1.

Si en la proposición anterior G es un semigrupo finito con un neutro a izquierda e, entonces
para concluir que G es un grupo es suficiente pedir que cada elemento g ∈ G sea cancelable
a derecha. En efecto, si g cancelable a derecha, entonces rg es inyectiva y, por lo tanto, como
G es finito, sobreyectiva. En particular existe g′ ∈ G tal que g′g = e.

Ejemplo 4.4. El submonoide S×, de los elementos inversibles de un monoide S, es un
grupo llamado el grupo de unidades de S. Por ejemplo, si S es un monoide, entonces AutM(S)
es el grupo de unidades de EndM(S).

Ejemplo 4.5. Los conjuntos Z, Q, R, C, Zn y k[X], donde k es un cuerpo, son grupos
abelianos v́ıa la suma. También lo son Q×, R×, C×, Z×n y k[X]× v́ıa el producto.

Ejemplo 4.6. Consideremos un k-espacio vectorial V . El grupo lineal general GL(V ) es
el grupo de unidades del anillo de endomorfismos Endk(V ). Este grupo es abeliano si y sólo
si dimk(V ) = 1.

Ejemplo 4.7. El grupo GL(n, k) es el grupo de unidades del anillo Mn(k), de matrices
de n× n con coeficiente en un cuerpo k. Este grupo es abeliano si y sólo si n = 1.

Ejemplo 4.8. Una permutación de un conjunto no vaćıo X es una función biyectiva
ϕ : X → X. El conjunto SX , de las permutaciones de X, es un grupo v́ıa la operación dada
por la composición de funciones. Notemos que SX es el grupo de unidades de Fun(X,X).
Cuando |X| ≥ 3 este grupo no es conmutativo. Para comprobarlo es suficiente considerar
x1, x2, x3 ∈ X y exhibir dos permutaciones σ y τ de X que se restringen a la identidad sobre
X \ {x1, x2, x3} y no conmutan. Por ejemplo, podemos tomar

σ(x1) := x2, σ(x2) := x3, σ(x3) := x1, τ(x1) := x2, τ(x2) := x1 y τ(x3) := x3.

Cuando X es el conjunto {1, 2, . . . , n} de los primeros n números naturales, escribimos Sn en
lugar de SX . Es un ejercicio fácil de combinatoria probar que Sn tiene n! elementos.
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Decimos que un grupo G tiene exponente finito si existe n ∈ N tal que gn = 1 para todo
g ∈ G. En ese caso, al mı́nimo n que satisface esta condición lo llamamos el exponente de G. Se
comprueba fácilmente que este número es el mı́nimo de los múltiplos comunes de los órdenes
de los elementos de G. Cuando no existe un tal n, decimos que G tiene exponente infinito.
Por supuesto que si esto ocurre G no puede ser finito.

Ejercicio 4.9. Pruebe que si un grupo G tiene exponente 2, entonces es abeliano.

5. Subgrupos

Un submonoide de un grupo G es un subgrupo de G si es un grupo. Escribiremos H≤G
para señalar que H es un subgrupo de G. Se comprueba sin dificultad que para cada sub-
conjunto no vaćıo H de G las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H ≤ G.

2. hl ∈ H y h−1 ∈ H para todo h, l ∈ H.

3. hl−1 ∈ H para todo h, l ∈ H.

4. h−1l ∈ H para todo h, l ∈ H.

Los subgrupos triviales de G son 1 y G. Un subgrupo de G es propio si es distinto de G.
Como la intersección de cualquier familia de subgrupos de G es un subgrupo de G, para
cada subconjunto T de G existe un mı́nimo subgrupo 〈T 〉 de G que contiene a T , el cual es
precisamente la intersección de los subgrupos deG que contienen a T . Evidentemente cualquier
subgrupo de G que incluya a T debe incluir también a cada producto de una cantidad finita
de elementos de T o T−1, donde T−1 := {t−1 : t ∈ T}. Puesto que el conjunto de todos estos
productos es un subgrupo de G,

(1) 〈T 〉 = {g1 · · · gn : n ≥ 0 y gi ∈ T o g−1
i ∈ T}.

La principal ventaja de esta descripción respecto de la anterior es que es más concreta, debido
a lo cual es más adecuada para hacer cálculos expĺıcitos, e incluso a veces para obtener
resultados teóricos. En general 〈T 〉M puede estar inclúıdo propiamente en 〈T 〉. Por ejemplo,
si G = Z, entonces 〈N〉M = {0} ∪N y 〈N〉 = Z. Sin embargo, si g ∈ G tiene orden finito y
g ∈ 〈T 〉M, entonces g−1 pertenece a 〈T 〉M, porque es una potencia de g. En consecuencia, si
T 6= ∅ y todos sus elementos tienen orden finito, 〈T 〉M = 〈T 〉. Si G = 〈T 〉, decimos que T
genera a G como grupo o más simplemente que T genera a G. Tal como hicimos con monoides,
escribiremos 〈g1, . . . , gn〉 en lugar de 〈{g1, . . . , gn}〉. Un grupo G es finitamente generado si
existe un subconjunto finito T de G tal que G = 〈T 〉, y es ćıclico si existe g ∈ G tal que
G = 〈g〉. En ese caso, si g tiene orden infinito, entonces la asignación n 7→ gn establece una
correspondencia biyectiva entre Z y G, y si g tiene orden finito, entonces

G = {g0, . . . , g|g|−1}
tiene |g| elementos. Notemos por último que el supremo

∨
i∈I Gi de una familia {Gi}i∈I de

subgrupos de un grupo G (como fue definido para una familia de submonoides de un monoide)
es un subgrupo de G.

Ejercicio 5.1. Un subgrupo G del grupo aditivo R es discreto si para cada g ∈ G existe
ε > 0 tal que G ∩ (g − ε, g + ε) = {g}. Pruebe que todo grupo discreto es ćıclico.

Ejercicio 5.2. Pruebe que:
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1. Si H y L son subgrupos propios de un grupo G, entonces G 6= H ∪ L.

2. Si H es un subgrupo propio de un grupo G, entonces G = 〈G \H〉.

Ejemplo 5.3. Los conjuntos Q>0 y R>0 son subgrupos de Q× y R×, respectivamente

Ejemplo 5.4. El conjunto Z[X], de polinomios con coeficientes enteros, es un subgrupo
de Q[X].

Ejemplo 5.5. Consideremos un espacio euclideano E. El grupo ortogonal de E es el
subgrupo O(E) de GL(E), formado por las transformaciones ortogonales de E. El grupo
lineal especial SO(E) es el subgrupo de O(E) formado por las transformaciones ortogonales
que tienen determinante 1.

Ejemplo 5.6. El conjunto SL(n, k), de las matrices de n× n que tienen determinante 1
con coeficientes en un cuerpo k, es un subgrupo de GL(n, k).

Ejemplo 5.7. Para cada n ∈ N, el subconjunto Gn de C, formado por las ráıces n-ésimas
de la unidad, es un subgrupo de C×. También lo es G∞ :=

⋃
n∈NGn.

La función φ : N→ N de Euler asigna a cada número natural el cardinal del conjunto de
los enteros no negativos menores que él y coprimos con él. En notación simbólica

φ(n) := |{m : 0 ≤ m < n y m es coprimo con n}|.

Por ejemplo, si p es un número primo, entonces φ(pn) = pn−1(p − 1) para todo n ∈ N,
porque {0, . . . , pn − 1} tiene pn elementos, de los cuales pn−1 son múltiplos de p. En general,
si n = pr11 . . . prss es la factorización de n como producto de primos positivos distintos, entonces

φ(n) = (p1 − 1)pr1−1
1 · · · (ps − 1)prs−1

s .

Ejemplo 5.8. Consideremos el ángulo θ:=2π/n, donde n∈N es mayor que 1. El subgrupo
de GL(2,R) generado por

x :=

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
e y :=

(
1 0
0 −1

)
.

es, por definición, el grupo diedral Dn. Un cálculo directo muestra que

xi =

(
cos iθ sen iθ
− sen iθ cos iθ

)
, y2 =

(
1 0
0 1

)
e yxi =

(
cos iθ sen iθ
sen iθ − cos iθ

)
= x−iy.

De esto se sigue fácilmente que x e y satisfacen las relaciones

xn = 1, y2 = 1 e yxy−1 = x−1

y que Dn consiste de los 2n elementos 1, x, . . . , xn−1, y, xy, . . . , xn−1y. Notemos además que:

- Los elementos xiy tienen orden 2.

- Los elementos xi tienen orden n/(n : i), donde (n : i) denota al máximo divisor común
de n e i. Debido a esto, para cada divisor d de n hay φ(d) elementos de orden d de la
forma xi.

En particular Dn tiene n elementos de orden 2 si n es impar y n+ 1 si n es par.
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Ejemplo 5.9. Tomemos w := eiπ/n donde n ∈ N es mayor que 1. Es claro que w ∈ C es
una ráız de la unidad de orden 2n. El subgrupo de GL(2,C) generado por

x :=

(
w 0
0 w−1

)
e y :=

(
0 1
−1 0

)
.

es el grupo cuaterniónico generalizado Hn. Un cálculo directo muestra que

(2) xi =

(
wi 0
0 w−i

)
, y2 =

(
−1 0
0 −1

)
= xn e yxi =

(
0 w−i

−wi 0

)
= x−iy.

Por consiguiente, x e y satisfacen las relaciones

(3) xn = y2 e yxy−1 = x−1.

Claramente por (2) también vale x2n = 1. Sin embargo queremos hacer notar que esto último
es consecuencia de la igualdades de (3), ya que de ellas se sigue que

xn = yy2y−1 = yxny−1 = x−n.

Aśı, Hn consiste de los 4n elementos 1, x, . . . , x2n−1, y, xy, . . . , x2n−1y. Es útil observar que:

- Los elementos xiy tienen orden 4.

- Los elementos xi tienen orden 2n/(2n : i). En consecuencia, para cada divisor d de 2n
hay φ(d) elementos de orden d de la forma xi.

En particular, Hn tiene un solo elemento de orden 2, y tiene 2n elementos de orden 4 si n es
impar, y 2n+ 2 si n es par.

5.1. Subgrupos de un grupo ćıclico

Supongamos que G = 〈g〉 es ćıclico infinito. Entonces la asignación n 7→ 〈gn〉 establece una
correspondencia biyectiva entreN0 y el conjunto de los subgrupos de G. En efecto, es claro que
esta asignación es inyectiva pues 〈gn〉 6= 〈gm〉 si n 6= m y que 〈g0〉 = 1. Veamos a continuación
que también es sobreyectiva. Para ello debemos probar que si H 6= 1 es un subgrupo de G,
entonces H = 〈gn0〉, donde n0 el mı́nimo natural tal que gn0 ∈ H. Supongamos, por lo tanto,
que gm ∈ H y escribamos m = n0q + r con 0 ≤ r < n0. Como

gr = gm−n0q = gm(gn0)−q ∈ H.
se sigue de la minimalidad de n0 que r = 0 y, en consecuencia, n0 | m.

Supongamos ahora que G = 〈g〉 es ćıclico finito. Entonces la asignación n 7→ 〈gn〉 define
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de los divisores positivos de |g| y el de los
subgrupos de G y, además, para todo divisor positivo n de |g|, el orden de 〈gn〉 es |g|/n. En
efecto, es evidente que si n | |g|, entonces el orden de 〈gn〉 es |g|/n, lo que muestra además
que la asignación que estamos considerando es inyectiva. Veamos a continuación que también
es sobreyectiva. Para ello tomemos un subgrupo H de G y consideremos el mı́nimo número
natural n0 tal que gn0 ∈ H. Si gm ∈ H y m = n0q + r con 0 ≤ r < n0, entonces

gr = gm−n0q = gm(gn0)−q ∈ H,

por lo que r = 0 y H = 〈gn0〉. De paso, notemos que como g|g| = 1 ∈ H, de la cuenta anterior
se sigue que n0 divide a |g|. Aśı la cantidad de subgrupos de un grupo ćıclico finito 〈g〉, es
igual a la cantidad de divisores positivos de |g|. Llamaremos a esta cantidad τ(|g|). Notemos

por último que si g tiene orden finito, entonces para cada n ∈ Z arbitrario, 〈gn〉 = 〈g(|g|:n)〉 y,
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en particular, gn es un generador de 〈g〉 si y sólo si n es coprimo con |g|. En efecto, dado que
existen r, s ∈ Z tales que (|g| : n) = r|g|+ sn,

g(|g|:n) = (g|g|)r(gn)s = (gn)s ∈ 〈gn〉,

y, por lo tanto, 〈g(|g|:n)〉 ⊆ 〈gn〉. Pero es obvio que también vale la inclusión rećıproca.

Nota 5.10. La función τ : N→ N satisface la siguiente propiedad: Si n = pr11 . . . prss es la
factorización de n como producto de primos positivos distintos, entonces

τ(n) = (r1 + 1) . . . (rs + 1).

5.2. Subgrupos de los grupos diedrales y cuaterniónicos

A continuación calculamos los subgrupos de Dn y Hn. Usaremos libremente las notaciones
introducidas en los Ejemplos 5.8 y 5.9. Consideremos primero un subgrupo H de Dn. Si
H ⊆ 〈x〉, entonces H = 〈xi〉, donde i es un divisor de n. Supongamos ahora que H * 〈x〉
y que j es el mı́nimo entero no negativo tal que xjy ∈ H. Denotemos con i al único divisor
positivo de n tal que H ∩ 〈x〉 = 〈xi〉. Claramente⋃

0≤h<n/i

{xhi, xj+hiy} ⊆ H,

lo que muestra en particular que 0 ≤ j < i. Es fácil ver que la unión que aparece a la izquierda
de esta inclusión es igual a 〈xi, xjy〉. Afirmamos que este grupo coincide con H. En efecto

si xj
′
y ∈ H, entonces xj

′−j = xj
′
y(xjy)−1 ∈ H ∩ 〈x〉 y, en concecuencia, xj

′−j = xhi para

algún 0 ≤ h < n/i, lo que implica que xj
′
y = xj+hiy ∈ 〈xi, xjy〉. Claramente la aplicación

que a cada par (j, i), donde i es un divisor positivo de n y donde j es un entero no negativo
menor que i, le asigna 〈xi, xjy〉, es inyectiva. Por lo tanto la cantidad de subgrupos de Dn

que no están inclúıdos en 〈x〉, es igual a la suma de los divisores positivos de n. Llamaremos
a esta suma σ(n). En consecuencia, la cantidad de subgrupos de Dn es τ(n) + σ(n). Notemos

finalmente que si m divide a n, entonces Dm = 〈xn/m, y〉 es un subgrupo de Dn.

Tomemos ahora un subgrupo H de Hn. Si H ⊆ 〈x〉, entonces H = 〈xi〉, donde i es un
divisor de 2n. Supongamos ahora que H * 〈x〉 y que j el mı́nimo entero no negativo tal que
xjy ∈ H. Denotemos con i al único divisor positivo de 2n tal que H ∩ 〈x〉 = 〈xi〉. Dado que
xn = y2 = xjyxjy ∈ H ∩ 〈x〉, necesariamente i | n. Claramente⋃

0≤h<2n/i

{xhi, xj+hiy} ⊂ H,

lo que muestra en particular que 0 ≤ j < i. Es fácil ver que la unión que aparece a la izquierda
de esta inclusión es igual a 〈xi, xjy〉. Afirmamos que este grupo coincide con H. En efecto si

xj
′
y ∈ H, entonces xj

′−j = xj
′
y(xjy)−1 ∈ H ∩ 〈x〉 y, en concecuencia, xj

′−j = xhi para algún

0 ≤ h < 2n/i, lo que implica que xj
′
y = xj+hiy ∈ 〈xi, xjy〉. De la misma manera que para

Dn, la aplicación que a cada par (j, i), donde i es un divisor positivo de n y donde j es un
entero no negativo menor que i, le asigna 〈xi, xjy〉, es inyectiva. Por lo tanto la cantidad de
subgrupos de Hn que no están inclúıdos en 〈x〉, es igual a σ(n). En consecuencia, la cantidad
de subgrupos de Hn es τ(2n) + σ(n). Notemos finalmente que si m divide a n, entonces

Hm = 〈xn/m, y〉 es un subgrupo de Hn.
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Teoŕıa elemental 6 Coclases a izquierda y a derecha

Nota 5.11. La función σ : N → N satisface la siguiente propiedad: Si n = pr11 . . . prss es
la factorización de n como producto de primos positivos distintos, entonces

σ(n) =
pr1+1

1 − 1

p1 − 1
· · · p

rs+1
s − 1

ps − 1
.

6. Coclases a izquierda y a derecha

Recordemos que para cada par de subconjuntos K y L de un monoide S, denotamos con
KL al subconjunto de S formado por todos los productos kl con k ∈ K y l ∈ L, y, que si
S es un grupo, entonces para cada subconjunto K de S escribimos K−1 := {k−1 : k ∈ K}.
Es obvio que (K−1)−1 = K y que (KL)−1 = L−1K−1. Fijemos ahora un subgrupo H de
un grupo G. Una coclase a izquierda de H en G es un subconjunto de G que tiene la forma
gH para algún g ∈ G. Dos coclases a izquierda que no son disjuntas coinciden. En efecto, si
gh = g′h′ con h, h′ ∈ H, entonces gH = ghH = g′h′H = g′H. En consecuencia G es la unión
disjunta de las coclases a izquierda de H en G. Asimismo, como la aplicación

H // gH

h � // gh

,

es biyectiva, todas las coclases a izquierda tienen el mismo cardinal. Estos argumentos prueban
que vale el siguiente:

Teorema 6.1 (Lagrange). Para cada H ≤ G, los ordenes de H y G están relacionados
por la igualdad

(4) |G| = |G : H||H|,

en la que el śımbolo |G : H|, llamado el ı́ndice de H en G, denota a la cantidad de coclases a
izquierda de H en G.

El mismo razonamiento, aplicado a las coclases a derecha de H en G (las cuales son los
subconjuntos de G de la forma Hg para algún g ∈ G) prueba que estas parten G y satisfacen
una fórmula similar a (4). Más aún, como la aplicación gH 7→ Hg−1 (que está bien definida
pues de g1H= g2H se sigue que Hg−1

1 =H−1g−1
1 = (g1H)−1 = (g2H)−1 =H−1g−1

2 =Hg−1
2 ) es

una función biyectiva del conjunto G/H de las coclases a izquierda de H en G, en el conjunto
G\H de las coclases a derecha H en G, ambos tienen el mismo cardinal.

Ejercicio 6.2. Calcule las coclases a izquierda y a derecha de 〈y〉 en Dn y muestre que
en general no coinciden.

Ejercicio 6.3. Calcule las coclases a izquierda y a derecha de 〈y〉 en Hn y muestre que
en general no coinciden.

Observación 6.4. Del teorema de Lagrange se sigue inmediatamente que si H y L son
subgrupos finitos de un grupo G, entonces |H ∩ L| divide a (|H| : |L|). En particular si |H| y
|L| son coprimos, entonces H ∩ L = 1.

Corolario 6.5. Si G es finito, entonces el exponente de G divide al orden de G.

Demostración. Tomemos g ∈ G arbitrario. Como |g| = |〈g〉| se sigue del teorema de
Lagrange que |g| divide a |G|. En consecuencia el exponente de G también divide a |G|. �
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6 Coclases a izquierda y a derecha Teoŕıa elemental

Corolario 6.6. Si un grupo G tiene orden primo, entonces es ćıclico.

Demostración. Tomemos g ∈ G\{1}. Como |g| > 1 y |G| es primo se sigue del teorema
de Lagrange que |g| = |G|. En consecuencia G está generado por cada g ∈ G \ {1}. �

Observación 6.7. Debido al teorema de Lagrange si un grupo finito G tiene elementos
de orden 2, entonces |G| es par. En realidad también vale la rećıproca. Para comprobarlo
supongamos que |G| es par y consideremos la partición

G = {1} ∪ {g ∈ G : |g| = 2} ∪ {g ∈ G : |g| > 2}.

Como |g| = 2 si y sólo si g 6= 1 y g−1 = g, el conjunto {g ∈ G : |g| > 2} tiene una cantidad
par de elementos (estos se pueden agrupar de a pares, cada uno con su inverso). Por lo tanto
|{g ∈ G : |g| = 2}| es impar y, en particular, {g ∈ G : |g| = 2} 6= ∅. El resultado obtenido en
la presente observación será generalizado más adelante.

El resultado que sigue generaliza la igualdad (4).

Teorema 6.8. Si K y H son subgrupos de un grupo G y K ⊆ H, entonces

|G : K| = |G : H||H : K|.

Demostración. Escribamos G y H como uniones disjuntas

G =
⋃
i

giH y H =
⋃
j

hjK,

de coclases a izquierda de H en G y de K en H, respectivamente. Reemplazando H en la
primera igualdad por la expresión en el lado derecho de la segunda, vemos que G =

⋃
i,j gihjK.

Debemos probar que esta unión es disjunta. Supongamos que gihjK = gi′hj′K. Multiplicando
porH a la derecha obtenemos que giH = gi′H y, por lo tanto i = i′. Pero entonces hjK = hj′K
y aśı también j = j′. �

Observación 6.9. Del teorema anterior se sigue que si H, L y K son subgrupos de un
grupo G, tales que K ⊆ H ∩ L y |H : K| y |L : K| son finitos, entonces

|H ∩ L : K| divide a (|H : K| : |L : K|).

En particular si |H : K| y |L : K| son coprimos, entonces H ∩ L = K.

Observación 6.10. Del teorema anterior se sigue también que si H y L son subgrupos
de un grupo y |G : H ∩ L| es finito, entonces

[|G : H| : |G : L|] divide a |G : H ∩ L|,

donde [|G : H| : |G : L|] denota al mı́nimo múltiplo común de |G : H| y |G : L|. Aśı, si |G : H|
y |G : L| son coprimos, entonces |G : H ∩ L| = |G : H||G : L|.

Observación 6.11. Si la intersección de una familia (giHi)i∈I de coclases a izquierda de
un grupo G no es vaćıa, entonces es una coclase a izquierda de la intersección de los Hi’s.
En efecto, si g ∈

⋂
i∈I giHi, entonces gHi = giHi para todo i ∈ I y, por lo tanto,⋂

i∈I
giHi = g

⋂
i∈I

Hi.
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Teoŕıa elemental 7 Una caracterización de los grupos ćıclicos finitos

Observación 6.12. Consideremos dos subgrupos H y L de un grupo G. Dado que, para
todo h, h′ ∈ H,

hL = h′L⇔ h−1h′ ∈ L⇔ h−1h′ ∈ H ∩ L⇔ h(H ∩ L) = h′(H ∩ L),

la aplicación

H/(H ∩ L)
ς // G/L

h(H ∩ L) � // hL

,

es inyectiva. Dado que además

Im ς = {hL : h ∈ H} y |G : H ∩ L| = |G : H||H : H ∩ L|,

se sigue de esto que

(5) |H : H ∩ L| = |HL : L| y |G : H ∩ L| = |G : H||HL : L|,

donde |HL : L| denota al cardinal del conjunto de coclases a izquierda de L que están incluidas
en HL. En consecuencia

(6) |H : H ∩ L| ≤ |G : L| y |G : H ∩ L| ≤ |G : H||G : L|.

Notemos además que

(7) |HL| = |HL : L||L| = |H : H ∩ L||L|,

y que si HL es un subgrupo de G, entonces

(8) |H : H ∩ L||G : HL| = |G : L| y |G : H ∩ L||G : HL| = |G : H||G : L|,

de manera que las desigualdades de (6) se transforman en igualdades cuando HL = G. De la
presente exposición se sigue que:

- |G : H ∩ L| es finito si y sólo si |G : H| y |G : L| lo son.

- Si |G : L| es finito y |H : H ∩ L| = |G : L|, entonces HL = G.

- Si |G : H| es finito y |G : H ∩ L| = |G : H||G : L|, entonces |H : H ∩ L| = |G : L|.

7. Una caracterización de los grupos ćıclicos finitos

En la Sección 5.1 vimos que si G es un grupo ćıclico de orden n, entonces G tiene φ(n)
generadores y que si d divide a n, entonces G tiene exactamente un subgrupo de orden d (que
además es ćıclico). El principal objetivo de esta sección es mostrar que lo último caracteriza
a los grupos ćıclicos finitos.

Para cada grupo ćıclico G vamos a denotar con gen(G) al conjunto de sus generadores.

Lema 7.1. Cada grupo G es la unión disjunta

G =
⋃

gen(C),

de los generadores de los subgrupos ćıclicos C de G.

Demostración. Porque cada elemento de G genera un único subgrupo ćıclico de G. �

Proposición 7.2. La igualdad n =
∑

d/n φ(d) vale para cada n ∈ N.
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7 Una caracterización de los grupos ćıclicos finitos Teoŕıa elemental

Demostración. Como Zn tiene exactamente un subgrupo ćıclico de orden d, para cada
divisor d de n, y dicho subgrupo tiene φ(d) generadores, se sigue del lema anterior que

n = |Zn| =
∑
d/n

φ(d),

como queŕıamos. �

Teorema 7.3. Un grupo G de orden n es ćıclico si y sólo si tiene a lo sumo un subgrupo
de orden d, para cada divisor d de n.

Demostración. Ya sabemos que si G es ćıclico, entonces tiene exactamente un subgrupo
de orden d para cada divisor d de n. Veamos que vale la rećıproca. Supongamos que G es un
grupo de orden n. Por el Lema 7.1 y la Proposición 7.2,∑

C

| gen(C)| = |G| = n =
∑
d/n

φ(d),

donde C recorre el conjunto de los subgrupos ćıclicos de G. Por lo tanto, debido a que el
orden de cada subgrupo ćıclico C de G divide a n y a que | gen(C)| = φ(|C|), si G tiene a lo
sumo un subgrupo de orden d para cada divisor d de n, entonces debe tener efectivamente
un subgrupo ćıclico de orden d para cada divisor d de n. En particular G tiene un subgrupo
ćıclico de orden n y, en consecuencia, es ćıclico. �

Teorema 7.4. Si F es un cuerpo y G es un subgrupo finito de F×, entonces G es ćıclico.—

Demostración. Si x ∈ G satisface xd = 1, donde d/|G|, entonces x es una ráız del
polinomio Xd − 1 ∈ F [X]. Dado que un polinomio de grado d con coeficientes en un cuerpo
tiene a lo sumo d ráıces, G no puede tener más que un subgrupo de orden d (dos subgrupos
daŕıan más de d ráıces de Xd− 1). En consecuencia, por el teorema anterior, G es ćıclico. �

Consideremos un primo p positivo. A continuación vamos a caracterizar el grupo de uni-
dades del anillo de congruencias Zpr . Para ello necesitaremos un par de lemas.

Lema 7.5. Si i ∈ N, y, z ∈ Z e y ≡ z (mód pi), entonces yp ≡ zp (mód pi+1).

Demostración. Claramente
p−1∑
j=0

yizp−i−1 ≡ pyp−1 (mód pi).

En consecuencia p2i divide a

(y − z)

(
p−1∑
j=0

yizp−i−1 − pyp−1

)
= yp − zp − p(y − z)yp−1.

Como pi+1 | p(y − z)yp−1 se sigue de esto que yp ≡ zp (mód pi+1), como queremos. �

Lema 7.6. Si p = 2 e i > 1 o si p es un primo impar e i ≥ 1, entonces

y ≡ 1 + pi (mód pi+1) =⇒ yp ≡ 1 + pi+1 (mód pi+2).

Demostración. Por el lema anterior se sigue de la hipótesis que

yp ≡ (1 + pi)p (mód pi+2).
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En consecuencia para terminar la demostración será suficiente comprobar que

(9) (1 + pi)p ≡ 1 + pi+1 (mód pi+2).

Pero, como por la fórmula del binomio,

(1 + pi)p = 1 + pi+1 +

p∑
j=2

(
p

j

)
pij

la congruencia (9) se sigue de que(
p

j

)
pij ≡ 0 (mód pi+2),

para todo 2 < j ≤ p y también para j = 2 si p > 2 o i > 1. �

Teorema 7.7. Si p es un primo impar, entonces el grupo de unidades del anillo de
congruencias Zpr es ćıclico de orden (p− 1)pr−1, para todo r ∈ N. En cambio, Z×2r es ćıclico
de orden 2r−1 si r ≤ 2, e isomorfo a Z2r−2 ⊕Z2 si r ≥ 3. Además, en este caso

Z×2r = {±5i : 0 ≤ i < 2r−2},
donde, por supuesto, las potencias de 5 son realizadas en Z2r .

Demostración. Como x ∈ Z×pr si y sólo si p no divide a x, el grupo Z×pr tiene (p−1)pr−1

elementos, tanto si p = 2 como si es impar. Cuando r = 1 el resultado se sigue de que el grupo
de unidades de un cuerpo finito es ćıclico. Podemos suponer entonces que r > 1. Afirmamos
que si p es impar, entonces

(1 + p)p
i ≡ 1 + pi+1 (mód pi+2) para todo i ≥ 0.

Probaremos esto por inducción en i. El caso i = 0 es trivial. Supongamos que la afirmación
vale para i. Entonces por los Lemas 7.5 y 7.6,

(1 + p)p
i+1 ≡ (1 + pi+1)p ≡ 1 + pi+2 (mód pi+3),

como queremos. En particular, 1 + p tiene orden pr−1 en Z×pr . Debido a esto, para concluir la

prueba de la primera afirmación será suficiente ver que existe x ∈ Z×pr de orden p − 1, pues

entonces x(1 + p) será un generador de Z×pr . Pero si z ∈ Zpr es tal que π(z) tiene orden p− 1,
donde π : Zpr → Zp es la proyección canónica, entonces z es inversible (pues p no divide a z)

y tiene orden (p− 1)pi con 0 ≤ i < r, con lo cual x := zp
i

tiene orden p− 1, como queremos.
Consideremos ahora el caso p = 2. Es obvio que el grupo de unidades de Z2r es ćıclico si
r = 2. Supongamos entonces que r > 2. Como 5 = 1 + 22, se sigue de los Lemas 7.5 y 7.6
(razonando por inducción en i como arriba), que

52i ≡ 1 + 2i+2 (mód 2i+3) para todo i ≥ 0.

Aśı, {5i : 0 ≤ i < 2r−2} es un subgrupo ćıclico de orden 2r−2 de Z×2r . Además

52r−3 ≡ 1 + 2r−1 (mód 2r)

y, en consecuencia, es distinto de −1 en Z×2r . Como 52r−3
y −1 tienen ambos orden 2 en Z×2r ,

el subgrupo {±5i : 0 ≤ i < 2r−2} de Z×2r no es ćıclico. Por lo tanto contiene propiamente al
grupo {5i : 0 ≤ i < 2r−2} y coincide entonces con Z×2r . Por último, es fácil ver que los grupos
{±5i : 0 ≤ i < 2r−2} y Z2r−2 ⊕Z2 son isomorfos. �
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8 Propiedades del producto de subgrupos de un grupo Teoŕıa elemental

Las siguientes dos proposiciones dan una demostración alternativa del teorema anterior
para el caso en que p es un primo impar. En realidad obtenemos una versión que es más útil
a la hora de buscar un generador de Z×pr .

Tomemos un número natural s tal que 0 < s < p tal que el orden de s en Zp es p − 1.
Notemos que s es una unidad de Zp2 ya que s es coprimo con p2. Por lo tanto el orden de s

divide al orden p(p − 1) = φ(p2) del grupo de unidades de Zp2 . Por otro lado, como s tiene

orden p− 1 en Zp, necesariamente p− 1 divide al orden de s (pues si ≡ 1 (mód p2) implica
si ≡ 1 (mód p)). Aśı que el orden de s en Zp2 es p− 1 o (p− 1)p. Vale el siguiente resultado:

Proposición 7.8. Si s tiene orden p−1 en Z×
p2

, entonces s+p tiene orden (p−1)p en Z×
p2

.

Demostración. Para comenzar notemos que s + p es coprimo con p2 y, por lo tanto,
s + p está en el grupo de unidades de Zp2 . Dado que además el orden de s en Z×p es p − 1,

necesariamente el orden de s+ p en Z×
p2

es p− 1 o (p− 1)p. Supongamos que (s+ p)p−1 ≡ 1

(mód p2). Entonces por el teorema del binomio

1 = (s+ p)p−1 (mód p2)

≡ sp−1 + (p− 1)psp−2 (mód p2)

≡ 1 + (p− 1)psp−2 (mód p2).

Pero entonces p | (p− 1)sp−2, lo que es absurdo. Aśı el orden de s+ p en Z×
p2

es (p− 1)p. �

Proposición 7.9. Tomemos un número natural s < p2, coprimo con p, tal que el orden
de s en Z×

p2
es (p− 1)p. Entonces para todo r ≥ 2, el orden de s en Z×pr es (p− 1)pr−1.

Demostración. Es suficiente probar por inducción en i que

(10) pi - s(p−1)pi−2 − 1 para todo i ≥ 2

El caso i = 2 vale porque el orden de s en Z×
p2

es (p − 1)p. Supongamos ahora que i ≥ 2 y

que (10) vale para i. Por el teorema de Euler-Fermat sabemos que

pi−1 | s(p−1)pi−2 − 1.

En consecuencia existe k ∈ Z tal que s(p−1)pi−2
= 1 + kpi−1. Aśı

s(p−1)pi−1
= (1 + kpi−1)p ≡ 1 + kpi (mód pi+1).(11)

Dado que, debido a (10) sabemos que p - k, se sigue de (11), que

pi+1 - s(p−1)pi−1 − 1,

como queremos. �

8. Propiedades del producto de subgrupos de un grupo

En esta sección están probamos tres proposiciones acerca del producto de subgrupos
de un grupo y una acerca del producto de subconjuntos. En la primera establecemos dos
propiedades generales conocidas como ley modular y ley de Dedekind, respectivamente; en
la segunda obtenemos una fórmula para calcular el cardinal de este producto; en la tercera
damos una condición necesaria y suficiente para que dicho producto sea un subgrupo; y, en la
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última, mostramos que si dos subconjuntos de un grupo finito son suficientemente grandes,
entonces su producto es todo el grupo.

Proposición 8.1. Si K ≤ H y L son subgrupos de un grupo G, entonces

1. H ∩KL = K(H ∩ L).

2. Si K ∩ L = H ∩ L y KL = HL, entonces K = H.

Demostración. 1) Evidentemente K(H ∩ L) ⊆ KL y también K(H ∩ L) ⊆ H, porque
K ⊆ H. En consecuencia, K(H ∩ L) ⊆ H ∩ KL. Veamos que vale la inclusión rećıproca.
Tomemos g ∈ H ∩KL y escribamos g = kl con k ∈ K y l ∈ L. Entonces l = k−1g ∈ KH ⊆ H
y, por lo tanto, g = kl ∈ K(H ∩ L).

2) Por el item 1) y las hipótesis,

H = H ∩HL = H ∩KL = K(H ∩ L) = K(K ∩ L) = K,

como queŕıamos. �

Proposición 8.2. Si H y L son subgrupos de un grupo G, entonces

|HL||H ∩ L| = |H||L|.

Demostración. Como la función ς : H×L→ HL, definida por ς(h, l) := hl, es sobreyec-
tiva, para probar la proposición será suficiente ver que |ς−1(g)| = |H ∩L| para todo g ∈ HL,
lo que haremos verificando que si g = hl, entonces

ς−1(g) = {(hy, y−1l) : y ∈ H ∩ L}.
Es evidente que8 {(hy, y−1l) : y ∈ H ∩ L} ⊆ ς−1(g). Rećıprocamente, si (h′, l′) ∈ ς−1(g),

entonces h−1h′ = ll′−1 ∈ H ∩ L y, aśı, h′ = hy y l′ = y−1l, con y ∈ H ∩ L. �

Demostración alternativa de la Proposición 8.2. Por la igualdad (7) y el teorema
de Lagrange,

|HL||H ∩ L| = |H : H ∩ L||H ∩ L||L| = |H||L|,
como queremos.

Proposición 8.3. Para cada par de subgrupos H y L de un grupo G son equivalentes:

1. LH ⊆ HL.

2. HL ≤ G.

3. LH = HL.

4. HL ⊆ LH.

5. LH ≤ G.

Demostración. Es suficiente probar que 1) ⇒ 2) y 2) ⇒ 3). Si LH ⊆ HL, entonces

HL(HL)−1 = HLL−1H−1 = HLH ⊆ HHL = HL

y, por lo tanto, HL ≤ G. Por otra parte, si HL ≤ G, entonces

LH = L−1H−1 = (HL)−1 = HL,

como queremos. �

Proposición 8.4. Consideremos un grupo finito G y dos subconjuntos K y L de G. Si
|K|+ |L| > |G|, entonces G = KL.
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Demostración. Tomemos g ∈ G arbitrario. Como |gL−1| = |L|,

|K|+ |gL−1| > |G|.

En consecuencia, K ∩ gL−1 6= ∅ y, por lo tanto, existen k ∈ K y l ∈ L tales que gl−1 = k, de
manera que g = kl ∈ KL. �

La siguiente es una aplicación de este resultado.

Proposición 8.5. Cada elemento de un cuerpo finito es suma de dos cuadrados.

Demostración. Para cada cuerpo finito F , denotemos con (F×)2 al conjunto de los
cuadrados de F×. Como a2 = b2 ⇒ a = b o a = −b, sabemos que 2|(F×)2| ≥ |F×|. En
consecuencia, por la Proposición 8.4,

F =
(
(F×)2 ∪ {0}

)
+
(
(F×)2 ∪ {0}

)
.

El resultado se sigue inmediatamente de este hecho. �

9. Coclases dobles

Consideremos dos subgrupos (no necesariamente distintos) H y L de un grupo G. Una
(H,L)-coclase doble es un subconjunto de G de la forma HgL. Como la relación definida
por g′ ≡ g si y sólo si g′ ∈ HgL, es de equivalencia, G se parte como una unión disjunta
G =

⋃
i∈I HgiL de coclases dobles. Afirmamos que si G es finito, entonces

(12) |G : L| =
∑
i∈I
|H : H ∩ giLg−1

i |.

Como |G| =
∑

i∈I |HgiL|, para probar la afirmación bastará ver que

|HgiL| =
|H||L|

|H ∩ giLg−1
i |

.

Pero |HgiL| = |HgiLg−1
i | y, dado que H y giLg

−1
i son subgrupos de G, de la Proposición 8.2

se sigue que

|HgiLg−1
i | =

|H||giLg−1
i |

|H ∩ giLg−1
i |

=
|H||L|

|H ∩ giLg−1
i |

,

como necesitamos. Cuando L = 1, la fórmula (12) se reduce a la establecida en el teorema de
Lagrange.

Ejemplo 9.1. Escribamos S3 = {id, σ1, σ2, σ3, σ4, σ5}, donde

σ1(1) := 2, σ1(2) := 1 y σ1(3) := 3,

σ2(1) := 3, σ2(2) := 2 y σ2(3) := 1,

σ3(1) := 1, σ3(2) := 3 y σ3(3) := 2,

σ4(1) := 2, σ4(2) := 3 y σ4(3) := 1,

σ5(1) := 3, σ5(2) := 1 y σ5(3) := 2.

Si H = {id, σ1} y L = {id, σ2}, entonces

H idL = {id, σ1, σ2, σ5} y Hσ3L = {σ3, σ4}.
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Teoŕıa elemental 10 Subgrupos normales

10. Subgrupos normales

Un subgrupo N de un grupo G es normal o invariante si gNg−1 = N para todo g ∈ G.
Escribiremos N / G para señalar que N es un subgrupo normal de G. Más adelante, en el
Caṕıtulo 4, también señalaremos este mismo hecho escribiendo G . N . Enseguida daremos
varias caracterizaciones simples de los subgrupos normales. En particular, veremos que un
subgrupo N de G es normal si y sólo si las coclases a izquierda y derecha de N coinciden (de
todas las maneras en que sea razonable entender esto).

Proposición 10.1. Para cada N ≤ G son equivalentes:

1. Para cada g ∈ G existe h ∈ G tal que gN ⊆ Nh.

2. Para cada g ∈ G existe h ∈ G tal que gNh−1 ⊆ N .

3. Para cada g ∈ G existe h ∈ G tal que Ng ⊆ hN .

4. Para cada g ∈ G existe h ∈ G tal que h−1Ng ⊆ N .

5. Ng = gN para todo g ∈ G
6. N es normal.

Demostración. Por supuesto que 5) ⇒ 1). Para probar que vale la rećıproca, notemos
primero que como gN ⊆ Nh,

Ng ⊆ NgN ⊆ NNh = Nh,

lo cual implica que Ng = Nh, porque las coclases a derecha de N parten G. En consecuencia,
gN ⊆ Nh = Ng. Similarmente, g−1N ⊆ Ng−1 y, por lo tanto,

Ng = gg−1Ng ⊆ gNg−1g = gN.

Los items 1) y 2) son equivalentes porque

gN ⊆ Nh⇔ gNh−1 ⊆ Nhh−1 ⇔ gNh−1 ⊆ N.
El mismo argumento prueba que 5) es equivalente a 6). Por último, 3) ⇔ 4) ⇔ 5) por duali-
dad. �

Ejemplo 10.2. Recordemos que el grupo diedral Dn es el subgrupo de GL(2,R) generado
por las matrices

x :=

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
e y :=

(
1 0
0 −1

)
,

donde θ := 2π/n con n > 1. Es fácil ver que todos los subgrupos de Dn que están inclúıdos en
〈x〉 son normales. En efecto, debido a que x e y generan Dn, para comprobarlo basta verificar
que

x〈xr〉x−1 ⊆ 〈xr〉 e y〈xr〉y−1 ⊆ 〈xr〉.
Lo primero es obvio y lo segundo se sigue de que

yxriy−1 = (yxy−1)ri = (x−1)ri = x−ri.

Supongamos ahora que N es un subgrupo normal de Dn que contiene a xjy para algún j.
Como xixjyx−i = xj+2iy, entonces xj+2iy y también x2i = xj+2iy(xjy)−1 pertenecen a H
para todo i. En consecuencia⋃

0≤i<n/2

{x2i, x2iy} ⊆ N o
⋃

0≤i<n/2

{x2i, x2i+1y} ⊆ N
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y, por lo tanto,

N = 〈x2, y〉, N = 〈x2, xy〉 o N = Dn

si n es par, mientras que necesariamente N = Dn si n es impar.

Ejemplo 10.3. Recordemos que el grupo cuaterniónico generalizado Hn es el subgrupo de
GL(2,C) generado por las matrices

x :=

(
w 0
0 w−1

)
e y :=

(
0 1
−1 0

)
,

donde w := eiπ/n con n > 1. Es evidente que todos los subgrupos de Hn que están inclúıdos
en 〈x〉 son normales y que el cálculo hecho en el ejemplo anterior muestra que si N es un
subgrupo normal de Hn que contiene a xjy para algún j, entonces

N = 〈x2, y〉, N = 〈x2, xy〉 o N = Hn

si n es par, mientras que necesariamente N = Hn si n es impar.

Ejercicio 10.4. Pruebe que un subgrupo N de G es invariante si y sólo si hg ∈ N siempre
que gh ∈ N .

Observación 10.5. Si N ⊆ L son subgrupos de un grupo G y N / G, entonces N / L.

Observación 10.6. Si N / G, entonces NL = LN para todo subconjunto L de G. Si
además L ≤ G, entonces NL ≤ G. Por último, si L / G, entonces NL / G.

El siguiente resultado será mejorado más adelante.

Proposición 10.7. Todo subgrupo N de ı́ndice 2 de un grupo G es normal.

Demostración. Si g ∈ N , entonces gN = N = Ng. Tomemos g ∈ G \N . Como N tiene
ı́ndice 2,

G = N ∪ gN = N ∪Ng,
con ambas uniones disjuntas. Aśı que también en este caso gN = Ng. �

Claramente la intersección de una familia de subgrupos normales de G es un subgrupo
normal de G. En consecuencia, para cada subconjunto S de G existe un mı́nimo subgrupo
normal 〈S〉 de G que contiene a S, el cual es precisamente la intersección de todos los sub-

grupos normales de G que contienen a S. Como 〈S〉 es normal e incluye a S, debe incluir
también al subgrupo de G generado por

⋃
g∈G gSg

−1. Pero usando la caracterización de sub-

grupos generados por un conjunto dada en (1), se comprueba inmediatamente que el último
es normal, por lo que

〈S〉 =

〈⋃
g∈G

gSg−1

〉
.

En general 〈S〉 está inclúıdo estrictamente en 〈S〉.

Proposición 10.8. Si {Gi}i∈I es una familia de subgrupos normales de un grupo G,
entonces

∨
i∈I Gi es normal. Además, si I está provisto de un orden total, entonces∨

i∈I
Gi = {gi1 · · · gin : n ≥ 0, i1 < · · · < in ∈ I y gij ∈ Gij}.

24
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Demostración. Tomemos gi1 · · · gin ∈
∨
i∈I Gi. Como

g(gi1 · · · gin)g−1 = (ggi1g
−1)(ggi2g

−1) · · · (gging−1) ∈
∨
i∈I

Gi para cada g ∈ G,

el subgrupo
∨
i∈I Gi de G es normal. La segunda afirmación se sigue de que, por la Observa-

ción 10.6, sabemos que GiGj = GjGi para todo i, j ∈ I. �

11. Morfismos de grupos

Un morfismo ϕ : G → G′, de un grupo G en otro G′, es por definición un morfismo
de monoides de G en G′. Es fácil ver que ϕ : G → G′ es un morfismo de grupos si y sólo si
ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) para todo x, y ∈ G. Dicho de otra forma, no es necesario pedir que ϕ(1) = 1.
En realidad, esto es una consecuencia inmediata de una observación hecha al principio de la
Sección 3.

La identidad idG : G→ G, y más generalmente, la inclusión canónica i : H → G de un sub-
grupo H de G en G, es un morfismo de grupos. También lo es la composición ψ ◦ϕ : G→ G′′

de dos morfismos de grupos ϕ : G→ G′ y ψ : G′ → G′′.
Muchas de las propiedades básicas de los morfismos de grupos son análogas a las estable-

cidas para los de monoides. Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, grupos isomorfos,
automorfismo, monomorfismo, epimorfismo, sección y retracción son las mismas. Mantenemos
la notación G ' G′ para señalar que los grupos G y G′ son isomorfos. Se comprueba fácilmente
que un morfismo es un isomorfismo si y sólo si es biyectivo. Nuevamente los monomorfismos,
epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo la composición, toda retracción es
sobreyectiva, toda sección es inyectiva, todo morfismo sobreyectivo es un epimorfismo, y un
morfismo es inyectivo si y sólo si es un monomorfismo (la parte no trivial de la última afirma-
ción es la suficiencia, la cual puede probarse copiando la demostración dada para monoides,
con Z jugando el papel de N0). En consecuencia todo monomorfismo de grupos lo es de mo-
noides. También para grupos un morfismo ϕ : G → G′ es un isomorfismo si y sólo si es una
sección y un epimorfismo, y esto ocurre si y sólo si es una retracción y un monomorfismo.
Por último, también es cierto que todo epimorfismo es sobreyectivo, pero esto es mucho más
dif́ıcil de probar, y lo dejamos para después.

Ejemplo 11.1. Hay monomorfismos que no son secciones y epimorfismos que no son
retracciones. En efecto:

1. El monomorfismo j : Z2 → Z4, definido por j(0) := 0 y j(1) := 2, no es una sección.

2. El epimorfismo π : Z4 → Z2, definido por π(0) := π(2) := 0 y π(1) := π(3) := 1, no
es una retracción.

Igual que en el caso de los monoides, para cada par ϕ : G→ G′ y ψ : G′ → G′′ de morfismos
vale lo siguiente:

1. Si ψ ◦ϕ es una sección, o un morfismo inyectivo, entonces también lo es ϕ.

2. Si ψ ◦ ϕ es una retracción, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces
también lo es ψ.

Al tratar con grupos utilizaremos los śımbolos Hom(G,G′), Iso(G,G′), End(G) y Aut(G)
para denotar respectivamente a los conjuntos de morfismos de G en G′, isomorfismos de G en
G′, endomorfismos de G y automorfismos de G. De la definición se sigue inmediatamente que
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End(G) es un monoide (cuyo elemento neutro es la función identidad) v́ıa la composición y
que Aut(G) es su grupo de unidades.

Una propiedad completamente nueva es que si ϕ : G → G′ es un morfismo de grupos,
entonces ϕ(K−1) = ϕ(K)−1, para cada subconjunto K de G.

Ejercicio 11.2. Consideremos un morfismo ϕ : G→ G′ y subconjuntos K y L de G′.

1. Pruebe que ϕ−1(K−1) = ϕ−1(K)−1.

2. Pruebe que si ϕ es sobreyectivo, entonces ϕ−1(KL) = ϕ−1(K)ϕ−1(L).

Ejemplo 11.3. Para cada par de grupos G y G′, el morfismo nulo 1GG′ : G → G′ es la
función que manda todos elementos x de G a 1 (cuando usemos la notación aditiva, lo que
nunca sucederá si G′ no es abeliano, designaremos a este morfismo con el śımbolo 0GG′).

Ejemplo 11.4. Para cada grupo G, la aplicación antipodal

G // Gop

g � // g−1

es un isomorfismo de grupos.

Ejemplo 11.5. El determinante det: GL(n, k)→k× es un morfismo sobreyectivo de gru-
pos.

Ejemplo 11.6. La exponencial x 7→ ex es un isomorfismo del grupo aditivo R en el gru-
po multiplicativo R>0, formado por los números reales positivos. Su inversa es el logaritmo
natural.

Ejemplo 11.7. La exponencial x 7→ eix es un morfismo del grupo aditivo R en el grupo
multiplicativo C×. Su imagen es el ćırculo unidad S1.

Ejemplo 11.8. La aplicación ς:C×→R>0, definida por ς(x) := |x|, es un morfismo so-
breyectivo.

Ejemplo 11.9. La aplicación ς : Z[X]→ Q>0, definida por

ς

(∑
i≥0

niX
i

)
:=
∏
i≥0

pnii ,

donde p0 < p1 < p2 < . . . es la sucesión de los números primos positivos, es un isomorfismo.

Ejemplo 11.10. Fijemos una ráız w ∈ C de orden n de la unidad (por ejemplo, podemos
tomar w := cos(2π/n) + i sen(2π/n)). La aplicación ϕ : Zn → Gn, definida por ϕ(n) = wn,
es un isomorfismo de grupos.

Ejemplo 11.11. Para cada n > 1, consideremos el subgrupo D̃n de GL(2,C) generado
por las matrices

a =

(
w 0
0 w−1

)
y b =

(
0 1
1 0

)
,

donde w ∈ C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad. Un cálculo directo muestra que

ai =

(
wi 0
0 w−i

)
, b2 =

(
1 0
0 1

)
y bai =

(
0 w−i

wi 0

)
= a−ib.
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Por lo tanto a y b satisfacen las relaciones

an = 1, b2 = 1 y bab−1 = a−1

y los 2n elementos 1, a . . . , an−1, b, ab, . . . , an−1b son todos distintos. Aśı la función

Dn
// D̃n

xiyj � // aibj
,

donde x e y son como en el Ejemplo 5.8, es un isomorfismo.

Observación 11.12. Si bien |Hn| = |D2n|, estos dos grupos nunca son isomorfos, pues
el primero tiene sólo un elemento de orden 2, mientras que el segundo tiene 2n+ 1.

Ejemplo 11.13. Supongamos que X es un subconjunto de Y . Definamos

i∗ : SX → SY

por

i∗(σ)(y) :=

{
σ(y) si y ∈ X,

y si y /∈ X.

Es evidente que i∗ es un morfismo inyectivo de grupos cuya imagen es el conjunto de las
permutaciones de Y que dejan fijos a los elementos que están fuera de X. Llamamos a i∗ la
inclusión canónica de SX en SY e identificamos a SX con i∗(SX). En particular consideramos
a Sn como el subgrupo de SN formado por las permutaciones que dejan fijos a los números
mayores que n, lo cual permite definir S∞ :=

⋃
n∈N Sn. Es obvio que S∞ es el subgrupo de SN

que consiste de las permutaciones que sólo mueven a una cantidad finita de números y que
S∞ es un grupo infinito cuyos elementos tienen orden finito.

Ejemplo 11.14. Supongamos que i : X → Y es una biyección. Definamos

i∗ : SX → SY

por i∗(σ) := i ◦ σ ◦ i−1. Es evidente que i∗ es un isomorfismo de grupos.

Ejemplo 11.15. Supongamos que i : X → Y es una función inyectiva. Definamos

i∗ : SX → SY

por

i∗(σ)(y) :=

{
i(σ(x)) si y = i(x),

y si y /∈ i(X).

Es fácil ver que:

- i∗ es un morfismo inyectivo de grupos cuya imagen es el conjunto de las permutaciones
de Y que dejan fijos a los elementos que están fuera de i(X).

- Si X es un subconjunto de Y e i es la inclusión canónica de X en Y recuperamos la
definición dada en el Ejemplo 11.13, mientras que si i es una biyección recuperamos
la dada en el Ejemplo 11.14—.

- Si g : Y → Z es otra función, entonces (j ◦ i)∗ = j∗ ◦ i∗.
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11.1. Estructuras en el conjunto de los morfismos de un grupo en otro

En general Hom(G,G′) no tiene ninguna estructura algebraica interesante, sólo es un
conjunto con un punto distinguido (el morfismo nulo). Esto cambia cuando G′ es abeliano.
En esta subsección utilizaremos la notación aditiva.

Proposición 11.16. Si G′ es abeliano, entonces Hom(G,G′) es un grupo abeliano v́ıa la
operación (ϕ + ψ)(g) := ϕ(g) + ψ(g). El neutro de este grupo es el morfismo nulo 0GG′ y la
inversa de un morfismo ϕ es la función −ϕ definida por (−ϕ)(g) := −ϕ(g).

Demostración. Primero debemos ver que + es una operación interna en Hom(G,G′).
En otras palabras, que si ϕ,ψ : G→ G′ son morfismos de grupos, entonces ϕ+ ψ también lo
es. Pero esto es cierto porque, como G′ es abeliano,

(ϕ+ ψ)(gh) = ϕ(gh) + ψ(gh)

= ϕ(g) + ϕ(h) + ψ(g) + ψ(h)

= ϕ(g) + ψ(g) + ϕ(h) + ψ(h)

= (ϕ+ ψ)(g) + (ϕ+ ψ)(h).

Ahora es evidente que

ϕ+ (ψ + ζ) = (ϕ+ ψ) + ζ y ϕ+ ψ = ψ + ϕ para todo ϕ,ψ, ζ ∈ Hom(G,G′).

Por último, también es evidente que 0GG′ es neutro de la suma de morfismos, que si ϕ : G→ G′

es un morfismo de grupos, entonces −ϕ también lo es, y que ϕ+ (−ϕ) = 0GG′ . �

Observación 11.17. De la misma manera puede probarse que si M y M ′ son monoides
y M ′ es abeliano, entonces Hom(M,M ′) es un monoide abeliano.

Observación 11.18. Si ϕ : H → G es un morfismo de grupos y ψ : G′ → H ′ es un
morfismo de grupos abelianos, entonces las aplicaciones

ϕ∗ : Hom(G,G′)→ Hom(H,G′) y ψ∗ : Hom(G,G′)→ Hom(G,H ′),

definidas por ϕ∗(α) :=α◦ϕ y ψ∗(α) :=ψ ◦α respectivamente, son morfismos de grupos abelia-
nos.

12. Núcleo e imagen

El núcleo kerϕ de un morfismo de grupos ϕ : G → G′ es la preimagen de 1 por ϕ. Es
evidente que kerϕ / G e Imϕ ≤ G′. Más aún, no es nada dif́ıcil comprobar que la imagen de
un subgrupo H de G es un subgrupo de G′, que es normal si H lo es y ϕ es sobreyectivo, y
que la preimagen de un subgrupo H ′ de G′ es un subgrupo de G, que es normal si H ′ lo es.

Es claro que la inclusión canónica ι : kerϕ→ G tiene las siguientes propiedades, la segunda
de la cuales es llamada la propiedad universal del núcleo:

- ϕ ◦ ι = 1kerϕ,G′ ,
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- Para cada morfismo de grupos ψ : H → G que satisface ϕ◦ψ = 1HG′ , existe un único
morfismo de grupos ψ′ : H → kerϕ tal que el diagrama

H

ψ′

��

ψ // G
ϕ // G′

kerϕ

ι

==zzzzzzzz

conmuta.

Observación 12.1. Una manera equivalente de formular la propiedad universal del núcleo
es decir que para todo grupo H la correspondencia

Hom(H, kerϕ) // Hom(H,G)

ψ′ � // ι ◦ ψ′

es inyectiva y su imagen es {ψ ∈ Hom(H,G) : ϕ ◦ ψ = 1HG′}.

A lo largo de este apunte aparecerán muchas más propiedades universales, todas en el
estilo usado al establecer la del núcleo. Cada una de ellas tiene una versión equivalente,
similar a la dada recién. No siempre mencionaremos la segunda, pero recomendamos al lector
tomarse el trabajo de formularla.

Proposición 12.2. Si ϕ : G→ G′ es un morfismo de grupos, entonces dos elementos g y
h de G tienen la misma imagen bajo ϕ si y sólo si g kerϕ = h kerϕ.

Demostración. En efecto,

ϕ(g) = ϕ(h)⇔ g−1h ∈ kerϕ⇔ g kerϕ = h kerϕ,

como afirmamos. �

Corolario 12.3. Un morfismo de grupos ϕ : G→ G′ es inyectivo si y sólo si kerϕ = 1.

Ejemplo 12.4. El núcleo de det : GL(n, k)→ k× es el grupo lineal especial SL(n, k).

Ejemplo 12.5. El núcleo de la función exponencial

R // C
x � // eix

,

es el grupo aditivo {2πn : n ∈ Z}.

Ejemplo 12.6. El núcleo del morfismo ς : C× → R>0, definido por ς(x) = |x|, es el ćırculo
unidad.

13. Cociente de grupos

Consideremos una relación de equivalencia ' definida en el conjunto subyacente de un
monoide S y denotemos con π : S → S/' a la aplicación canónica. Para cada s ∈ S denotemos
con [s] a la clase de equivalencia de s en el conjunto cociente S/'. Por definición

[s] := {s′ ∈ S : s′ ' s} y π(s) := [s]
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para cada s ∈ S. Supongamos que S/' tiene una estructura de monoide tal que la aplicación
canónica π : S → S/' es un morfismo. Entonces

[1] = π(1) = 1 y [s][s′] = π(s)π(s′) = π(ss′) = [ss′],

para todo s, s′ ∈ S. Por lo tanto

s ' t y s′ ' t′ ⇔ [s] = [t] y [s′] = [t′]⇒ [ss′] = [s][s′] = [t][t′] = [tt′]⇒ ss′ ' tt′.
Llamaremos compatibles a las relaciones de equivalencia que satisfaces esta propiedad. Su-
pongamos rećıprocamente, que ' es una relación de equivalencia compatible definida en un
monoide S. Definimos en el cociente S/' un producto por [s][s′] := [ss′] para todo s, s′ ∈ S.
Esta definición es correcta porque

[s] = [t] y [s′] = [t′]⇔ s ' t y s′ ' t′ ⇒ ss′ ' tt′ ⇔ [ss′] = [tt′].

Con esta operación S/' es un monoide con neutro [1], pues

([s][s′])[s′′] = [ss′][s′′] = [(ss′)s′′] = [s(s′s′′)] = [s][s′s′′] = [s]([s′][s′′])

para todo s, s′, s′′ ∈ S y
[s][1] = [s1] = [s] = [1s] = [1][s],

para todo s ∈ S. El mismo argumento prueba que S/ ' es conmutativo si S lo es. Además,
la aplicación canónica π : S → S/ ' es un morfismo de monoides. En particular, si S es un
grupo, entonces también lo es S/', y π : S → S/' es un morfismo de grupos. Notemos por
último que para cada s, s′ ∈ S el producto [ss′] de s y t, definido aqúı contiene al producto

[s][t] = {s′ ∈ S : s′ ' s}{t′ ∈ S : t′ ' t} = {s′t′ : s′ ' s y t′ ' t}
definido al comienzo de la Sección 2.

Se pueden decir muchas cosas más acerca de los cocientes de monoides por relaciones de
equivalencia compatibles, pero casi todas son de caracter formal. Aśı que a partir de ahora
vamos a concentrarnos en el caso de grupos, donde los resultados son más elegantes. Supon-
gamos entonces que ' es una relación de equivalencia compatible definida en un grupo G.
Escribamos N := kerπ. Ya sabemos que N / G, y es trivial que

g ∈ hN ⇔ h−1g ∈ N ⇔ h−1g ' 1⇔ h ' g ⇔ hg−1 ' 1⇔ hg−1 ∈ N ⇔ h ∈ Ng,
de modo que ' queda determinada por N y, además,

{h ∈ G : h ' g} = gN = Ng para todo g ∈ N .

Rećıprocamente, si N es un subgrupo normal de G, entonces por la Proposición 10.1 las
relaciones de equivalencia

h ' g ⇔ hg−1 ∈ N ⇔ h ∈ Ng ⇔ Nh=Ng y h '′ g ⇔ g−1h ∈ N ⇔ h ∈ gN ⇔ hN=gN

coinciden y son compatibles con la operación de G, porque

gNg′N = gg′NN = gg′N.

lo que muestra además que, para grupos, el productos de clases definido en esta sección coin-
cide es un caso particular del producto de subconjuntos definido al comienzo de la Sección 2.

De ahora en más, para cada subgrupo normal N de G, denotaremos con G/N al grupo
cociente G/' de G por la relación de equivalencia ' definida arriba, y lo llamaremos grupo
cociente de G por N . Es evidente que el núcleo del morfismo canónico π : G → G/N es N .
Este morfismo es inicial entre aquellos con dominio G, cuyos núcleos incluyen a N . En otras
palabras, π tiene la siguiente propiedad universal:
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- Si ϕ : G→ G′ es un morfismo de grupos tal que N ⊆ kerϕ, entonces existe un único
morfismo de grupos ϕ : G/N → G′ tal que el triángulo

G
ϕ //

π

��

G′

G/N

ϕ

<<zzzzzzzz

conmuta.

Para comprobarlo, notemos que

g ' h⇒ gh−1 ∈ N ⊆ Kerϕ⇒ ϕ(g) = ϕ(h),

lo que permite definir ϕ([g]) := ϕ(g). Como π(g) = [g], el triángulo conmuta. Adicionalmente,
ϕ es un morfismo de grupos porque

ϕ([g][h]) = ϕ([gh]) = ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) = ϕ([g])ϕ([h]),

para todo g, h ∈ G.

Observación 13.1. Una manera equivalente de formular la propiedad universal del co-
ciente es decir que para todo grupo G′ la correspondencia

Hom(G/N,G′) // Hom(G,G′)

ϕ � // ϕ ◦ π

es inyectiva y su imagen es {ϕ ∈ Hom(G,G′) : ϕ(N) = 1}.

Una manera equivalente de formular la propiedad universal del cociente es decir que para
todo grupo G′ la correspondencia

Hom(G/N,G′) // Hom(G,G′)

ϕ � // ϕ ◦ π

es inyectiva y su imagen es {ϕ ∈ Hom(G,G′) : ϕ(N) = 1}.

Observación 13.2. El núcleo de ϕ es kerϕ/N y su imagen es la imagen de ϕ. En par-
ticular, ϕ es inyectiva si y sólo si kerϕ = N y sobreyectiva si y sólo si lo es ϕ. En efecto, la
segunda afirmación es clara. Para probar la primera notemos que, como ϕ ◦ π = ϕ, la clase
en G/N de un elemento g de G pertenece a kerϕ si y sólo si g ∈ kerϕ y, por consiguiente,

kerϕ = {gN : g ∈ kerϕ} =
kerϕ

N
,

como queŕıamos.

El resto de la sección estará dedicado a establecer algunos resultados que son consecuencias
más o menos directa de la propiedad universal del cociente. Entre ellos se encuentran los
teoremas de isomorfismo de Noether.

Teorema 13.3 (Primer teorema de isomorfismo). Todo morfismo de grupos ϕ : G → G′

induce un isomorfismo ϕ : G/ kerϕ→ Imϕ.

Demostración. Es claro. �

Teorema 13.4 (Segundo teorema de isomorfismo). Si L ⊆ N son subgrupos normales de
un grupo G, entonces N/L / G/L y G/N ' (G/L)/(N/L).
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Demostración. Consideremos los morfismos canónicos πL : G→ G/L y πN : G→ G/N .
Por la propiedad universal de πL hay único morfismo π̃ : G/L→ G/N tal que el triángulo

G
πN //

πL

��

G/N

G/L

π̃

<<xxxxxxxx
,

conmuta. Es fácil ver que π̃ es sobreyectivo y que ker π̃ = N/L. En consecuencia N/L / G/L
y, por el teorema anterior, π̃ induce un isomorfismo π : (G/L)/(N/L)→ G/N . �

Teorema 13.5 (Tercer teorema de isomorfismo). Si L y N son dos subgrupos de un grupo
G y N es normal en G, entonces L ∩N / L y L/L ∩N ' NL/N .

Demostración. Consideremos el morfismo ι̃ : L → G/N obtenido componiendo la in-
clusión canónica ι : L → G con la sobreyección canónica πN : G → G/N . Es fácil ver que
ker ι̃ = L ∩ N e Im ι̃ = NL/N . Aśı L ∩ N / L y, por el Teorema 13.3, la aplicación ι̃ induce
un isomorfismo de L/L ∩N en NL/N . �

Teorema 13.6. Si ϕ : G→ G′ es un morfismo de grupos, entonces

|G| = | Imϕ|| kerϕ|.

Demostración. Por el teorema de Lagrange, |G| = |G : kerϕ|| kerϕ|, y por el primer
teorema de isomorfismo, |G : kerϕ| = | Imϕ|. �

Observación 13.7. Consideremos un morfismo de grupos ϕ : G → G′. Por el teorema
de Lagrange, sabemos que | Imϕ| divide a |G′|, y por el Teorema 13.6, que divide a |G|. Por
lo tanto, si G y G′ son finitos, | Imϕ| divide a (|G| : |G′|). En particular, si |G| y |G′| son
coprimos, entonces ϕ es el morfismo nulo.

Ejemplo 13.8. Supongamos que k es un cuerpo finito. Si G es un subgrupo de GL(n, k),
cuyo orden es coprimo con |k| − 1, entonces G ≤ SL(n, k), porque la aplicación det : G→ k×

es el morfismo nulo. En particular, todos los subgrupos de orden impar de GL(n,Z3) están
inclúıdos en SL(n,Z3).

Recordemos que un orden parcial en un conjunto X es una relación binaria ≤ en X, que
es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto X
provisto de un orden parcial. El supremo de un subconjunyo Y de X es un elemento y ∈ X,
que satisface:

- x ≤ y para todo x ∈ Y ,

- Si x ≤ w para todo x ∈ Y , entonces y ≤ w,

y el ı́nfimo es un elemento z ∈ X, que satisface:

- z ≤ x para todo x ∈ Y ,

- Si w ≤ x para todo x ∈ Y , entonces w ≤ z.
Si existen, el supremo y el ı́nfimo de Y son únicos, y se los denota

∨
x∈Y x y

∧
x∈Y x, respectiva-

mente. Dada una familia (xi)i∈I denotamos (si existen) con
∨
i∈I xi al supremo de {xi : i ∈ I}

y con
∧
i∈I xi al ı́nfimo de {xi : i ∈ I}. Un conjunto ordenado X es un reticulado completo

si todo subconjunto de X tiene supremo e ı́nfimo. Por ejemplo, el conjunto SubH(G), de los
subgrupos de G que incluyen a un subgrupo dado H, es un reticulado completo v́ıa el orden
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dado por la inclusión. El ı́nfimo de una familia (Gi)i∈I de subgrupos de G es la intersección⋂
i∈I Gi, y el supremo es el subgrupo

∨
i∈I Gi. Cuando H = 1 escribiremos Sub(G) en lugar

de Sub1(G).

Proposición 13.9. Para cada conjunto ordenado X son equivalentes:

1. X es un reticulado completo.

2. Todo subconjunto de X tiene supremo.

3. Toda subconjunto de X tiene ı́nfimo.

Demostración. Es claro que 1) ⇒ 2) y 1) ⇒ 3). Veamos que 2) ⇒ 1). Notemos pri-
mero que el supremo del subconjunto vaćıo de X es el mı́nimo de X. En consecuencia todo
subconjunto Y de X tiene cotas inferiores. Por lo tanto el conjunto

Z := {y ∈ X : y ≤ x para todo x ∈ Y }

no es vaćıo. Denotemos con z al supremo de Z. Como cada x ∈ Y es una cota superior de Z
se sigue de la misma definición de supremo, que z ≤ x para todo x ∈ Y . Supongamos ahora
que w ≤ x para todo x ∈ Y . Entonces w ∈ Z y aśı w ≤ z. Por lo tanto z es el ı́nfimo de Y .
Un razonamiento similar prueba que 3) ⇒ 1). �

Un morfismo de reticulados completos f : X → X ′ es una terna (X, f,X ′), donde f es
una función del conjunto subyacente de X en el de X ′, que es creciente y preserva supremos
e ı́nfimo. En śımbolos:

- x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2) para todo x1, x2 ∈ X,

- f(
∧
i∈I xi) =

∧
i∈I f(xi) para toda familia (xi)i∈I de elementos de X,

- f(
∨
i∈I xi) =

∨
i∈I f(xi) para toda familia (xi)i∈I de elementos de X.

El reticulado completo X es el dominio, y X ′ el codominio. Las condiciones pedidas son
redundantes. De hecho, no es dif́ıcil probar que cualquiera de las dos últimas implica la
primera. En efecto, si x < y en X, entonces x = x ∧ y e y = x ∨ y, y por lo tanto, de la
segunda afirmación se sigue que f(x) = f(x) ∧ f(y), mientras que de la tercera, se sigue que
f(y) = f(x) ∨ f(y). En ambos caso obtenemos que f(x) ≤ f(y). Un morfismo de reticulados
completos f : X → X ′ es un isomorfismo si hay un morfismo f−1 : X ′ → X, llamado la inversa
de f , tal que f−1 ◦ f = idX y f ◦ f−1 = idX′ . Usaremos el siguiente resultado.

Proposición 13.10. Consideremos dos reticulados completeos X y X ′ y una función f ,
del conjunto subyacente de X en el de X ′. Si f es biyectiva y tanto f como f−1 preservan el
orden, entonces f es un isomorfismo de reticulados.

Demostración. Consideremos una familia arbitraria (xi)i∈I de elementos de X. Dado
que

∧
i∈I xi ≤ xj para todo j ∈ I, se sigue de la hipótesis acerca de f , que f

(∧
i∈I xi

)
≤ f(xj)

para todo j ∈ I. Por lo tanto f(
∧
i∈I xi) ≤

∧
i∈I f(xi). El mismo argumento, pero usando la

hipótesis acerca de f−1 y aplicado a la familia (f(xi))i∈I de elementos de X ′, demuestra que
f−1(

∧
i∈I f(xi)) ≤

∧
i∈I xi. En consecuencia

∧
i∈I f(xi) ≤ f(

∧
i∈I xi) y, aśı, f respeta ı́nfimos.

Un argumento similar muestra que f−1 también lo hace y, que además, ambas funciones
respetan supremos. �
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Teorema 13.11 (Teorema de la correspondencia). Si ϕ : G→ G′ es un morfismo sobre-
yectivo de grupos, entonces las funciones

Subkerϕ(G) // Sub(G′)

H � // ϕ(H)
y

Sub(G′) // Subkerϕ(G)

H ′ � // ϕ−1(H ′)

son isomorfismos de reticulados, inversos uno del otro. Esta correspondencia tiene las si-
guientes propiedades:

- |L : H| = |ϕ(L) : ϕ(H)|,
- H / L si y sólo si ϕ(H) / ϕ(L), y entonces L/H ' ϕ(L)/ϕ(H).

para cada H,L ∈ Subkerϕ(G) con H ≤ L.

Demostración. Es claro que si kerϕ ≤ H ≤ L ≤ G, entonces ϕ(H) ≤ ϕ(L) ≤ G′; y que
si H ′ ≤ L′ ≤ G′, entonces ϕ−1(H ′) ≤ ϕ−1(L′) ≤ G. Como ϕ es sobreyectiva,

ϕ(ϕ−1(H ′)) = H ′

para todo subconjunto H ′ de G′. Además,

ϕ−1(ϕ(H)) = H kerϕ

para cada H ≤ G, porque

g ∈ ϕ−1(ϕ(H))⇔ ∃h ∈ H tal que ϕ(g) = ϕ(h)⇔ ∃h ∈ H tal que h−1g ∈ kerϕ,

cualquiera sea g ∈ G. La primera afirmación es una consecuencia inmediata de estas observa-
ciones.

Para probar que si kerϕ ≤ H ≤ L, entonces |L : H| = |ϕ(L) : ϕ(H)|, será suficiente
mostrar que la correspondencia lH 7→ ϕ(l)ϕ(H), del conjunto de las coclases a izquierda de
H en L en el de las coclases a izquierda de ϕ(H) en ϕ(L), es biyectiva. Pero es evidente que
esta es sobreyectiva, y es inyectiva porque

ϕ(l)ϕ(H) = ϕ(l′)ϕ(H)⇒ ϕ(l−1l′) ∈ ϕ(H)⇒ l−1l′ ∈ H ⇒ lH = l′H.

Además, los resultados obtenidos al comienzo de la Sección 12 muestran en particular que
H / L si y sólo si ϕ(H) / ϕ(L). Resta ver que

L

H
' ϕ(L)

ϕ(H)
,

lo que se sigue del primer teorema del isomorfismo aplicado al morfismo de L en ϕ(L)/ϕ(H)
obtenido componiendo ϕ con el epimorfismo canónico π : ϕ(L)→ ϕ(L)/ϕ(H). �

Observación 13.12. Por el teorema anterior si ϕ : G→ G′ es un morfismo sobreyectivo
de grupos y H es un subgrupo de G, entonces |G′ : ϕ(H)| = |G : H kerϕ| y, por lo tanto,
divide a |G : H|.

Definición 13.13. Un grupo G es simple si G 6= 1 y H / G⇒ H = 1 o H = G.

Definición 13.14. Un subgrupo normal H de un grupo G es maximal si es propio y no
existe ningún subgrupo normal L de G tal que H ( L ( G.

Corolario 13.15. H / G es maximal si y sólo si G/H es simple.
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Teoŕıa elemental 13 Cociente de grupos

Consideremos un morfismo de grupos ϕ :G→G′ y subgrupos normales H de G y H ′ de G′.
Si ϕ(H) ⊆ H ′, entonces existe un único morfismo ϕ : G/H → G′/H ′ tal que el cuadrado

G
ϕ //

π

��

G′

π′

��
G/H

ϕ // G′/H ′,

donde π y π′ son las proyecciones canónicas, conmuta. De hecho, esto es una consecuencia
directa de la propiedad universal del cociente. Recordemos que cuando establecimos dicha
propiedad, calculamos también el núcleo y la imagen del morfismo inducido. De los resultados
obtenidos en ese momento se deduce de inmediato que

Imϕ =
ϕ(G)H ′

H ′
y kerϕ =

ϕ−1(H ′)

H
.

Proposición 13.16. La construcción anterior tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo H / G, el morfismo id : G/H → G/H es la identidad de G/H.

2. Consideremos morfismos de grupos ϕ : G→ G′ y ψ : G′ → G′′ y subgrupos normales H
de G, H ′ de G′ y H ′′ de G′′. Si ϕ(H) ⊆ H ′ y ψ(H ′) ⊆ H ′′, entonces (ψ◦ϕ)(H) ⊆ H ′′
y ψ ◦ϕ = ψ ◦ϕ.

Demostración. Por la unicidad de los morfismos id y ψ ◦ϕ, basta observar que el cua-
drado

G
id //

π

��

G

π

��
G/H

id // G/H

y el rectángulo exterior del diagrama

G
ϕ //

π

��

G′

π′

��

ψ // G′′

π′′

��
G/H

ϕ // G′/H ′
ψ // G′′/H ′′

conmutan. �

Ejercicio 13.17. Pruebe que si ϕ : G→ G′ es un morfismo de grupos y H ′ /G′, entonces
ϕ−1(H ′) /G y existe un único morfismo inyectivo ϕ : G/ϕ−1(H ′)→ G′/H ′ de grupos, tal que
el diagrama

G
ϕ //

π
��

G′

π′

��
G/ϕ−1(H ′)

ϕ // G′/H ′,

donde π : G→ G/ϕ−1(H ′) y π′ : G′ → G′/H ′ son las proyecciones canónicas, conmuta. Pruebe

también que Imϕ = H′ Imϕ
H′ .
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14. Grupos libres y presentaciones

Intuitivamente, dar una presentación de un grupo G es dar un conjunto de generadores X
de G y un conjunto de relaciones que los elementos de X satisfacen y que determinan G. Por
ejemplo, en la Sección 5 introdujimos los grupos diedral Dn y cuaterniónico generalizado Hn

para cada número natural n > 1, y vimos que el primero tiene generadores x, y que satisfacen
las relaciones

xn = 1, y2 = 1 e yxy−1 = x−1,

y el segundo, generadores x, y que satisfacen las relaciones

xn = y2 e yxy−1 = x−1.

En esta sección precisamos el concepto de presentación y mostramos que las anteriores son,
efectivamente, presentaciones de los grupos diedrales y cuaterniónicos. Para ello necesitamos
primero introducir los grupos libres, los cuales, a groso modo, pueden describirse como aquellos
con un conjunto de generadores que no satisfacen ninguna relación, salvo las determinadas
por los axiomas de grupo.

14.1. Grupos libres

Para cada conjunto X, denotamos con X±1 a la unión disjunta de dos copias X+1 y
X−1 de X. Para cada elemento x ∈ X hay un elemento correspondiente x+1 ∈ X+1 y otro
x−1 ∈ X−1. Nosotros diremos que x+1 y x−1 están asociados. Una palabra en X es una
expresión

w := xε1α1
· · ·xεnαn (con xαi ∈ X y εi = ±1 para i = 1, . . . , n).

Si en la misma ningún śımbolo aparece junto a su asociado, decimos que w es una palabra
reducida. La cantidad n de śımbolos que tiene, es la longitud l(w) de w. Consideramos también
como una palabra reducida a la expresión vaćıa. Por definición, esta palabra tiene longitud
cero. Nuestro próximo objetivo será definir el producto w1w2 de dos palabras reducidas

w1 := xε1α1
· · ·xεnαn y w2 := xδ1β1 · · ·x

δm
βm
.

Para ello escribimos

(13) xε1α1
· · ·xεnαnx

δ1
β1
· · ·xδmβm .

Si esta es una palabra reducida, entonces ponemos

w1w2 := xε1α1
· · ·xεnαnx

δ1
β1
· · ·xδmβm .

Si no, primero eliminamos de (13) sucesivamente pares de śımbolos asociados, hasta obtener
una que lo sea.

Teorema 14.1. El conjunto L(X), de la palabras reducidas en X, es un grupo v́ıa el
producto que acabamos de definir.

Demostración. Es claro que la palabra vaćıa es el elemento neutro. Probaremos ahora
por inducción en l(w2), que

w1(w2w3) = (w1w2)w3

para toda terna w1, w2, w3 de palabras reducidas. Si l(w2) = 1 (esto es, si w2 = xε con x ∈ X
y ε = ±1) hay cuatro casos para analizar: que el último śımbolo de w1 y el primero de w3

sean distintos del elemento de X±1 asociado a xε; que el último śımbolo de w1 sea el elemento
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de X±1 asociado a xε, pero que el primero de w3 no lo sea; que el primer śımbolo de w3

sea el elemento de X±1 asociado a xε, pero que el último de w1 no lo sea; y que el último
śımbolo que w1 y el primero de w3 sean el elemento de X±1 asociado a xε. Es fácil ver que en
todos vale que w1(w2w3) = (w1w2)w3. Supongamos ahora que la asociatividad vale cuando
l(w2) ≤ n y que l(w2) = n+ 1. Escribamos w2 = w′2x

ε. Entonces, por hipótesis inductiva

w1(w2w3) = w1((w′2x
ε)w3)

= w1(w′2(xεw3))

= (w1w
′
2)(xεw3)

= ((w1w
′
2)xε)w3

= (w1(w′2x
ε))w3

= (w1w2)w3.

Resta probar que cada palabra reducida es inversible, pero es claro que la inversa de la palabra
reducida xε1α1

· · ·xεnαn es la palabra x−εnαn · · ·x
−ε1
α1

. �

El grupo libre sobre un conjunto X es, por definición, el grupo L(X) constrúıdo arriba.
Identificando cada elemento x ∈ X con la palabra reducida x+1, obtenemos una aplicación
canónica ι : X → L(X). Claramente ι(X) genera L(X) como grupo. En el siguiente teorema
establecemos la propiedad universal de (L(X), ι).

Teorema 14.2. Para cada función j : X → G, de X en un grupo G, hay un único mor-
fismo ϕ : L(X)→ G que extiende a j. Vale decir, con la propiedad de que el triángulo

X
j //

ι

��

G

L(X)

ϕ

<<zzzzzzzz

conmuta.

Demostración. Si ϕ es un morfismo de grupos que extiende a j, forzosamente debe ser

ϕ(xε1α1
· · ·xεnαn) = j(xα1)ε1 · · · j(xαn)εn .

Pero es claro que la función definida por esta fórmula es un morfismo de grupos. �

Ampliando un poco la definición dada arriba del Teorema 14.2, diremos que un grupo libre
sobre X es cualquier par (G, j), formado por un grupo G y una función j : X → G, que tiene
la misma propiedad universal que (L(X), ι). Por extensión, en este caso decimos también que
G es libre.

Observación 14.3. Si l : Y → X es una función biyectiva, (G, j) es un grupo libre sobre X
y ψ : G→ H es un isomorfismo de grupos, entonces (H,ψ ◦ j ◦ l) es un grupo libre sobre Y .

Proposición 14.4. Un par (G, j), formado por un grupo G y una función j : X → G, es
un grupo libre si y sólo si el morfismo ϕ : L(X)→ G cuya existencia y unicidad fue probada
en el Teorema 14.2 es un isomorfismo. En consecuencia, j es inyectivo.
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Demostración. Por la Observación14.3, si ϕ es un isomorfismo, entonces (G, j) tiene la
propiedad universal de (L(X), ι). Supongamos ahora que (G, j) tiene esta propiedad. Entonces
hay un único morfismo ψ : G→ L(X) tal que el triángulo

X
j //

ι

��

G

ψ||zzzzzzzz

L(X)

conmuta y, como
ψ ◦ϕ ◦ ι = ψ ◦ j = ι y ϕ ◦ψ ◦ j = ϕ ◦ ι = j,

se sigue de las propiedades universales de (L(X), ι) y (G, j), que

ϕ ◦ψ = idG y ψ ◦ϕ = idL(X),

lo que prueba que ϕ es un isomorfismo. �

Una base de un grupo G es cualquier subconjunto X de G tal que el par (G, ιX), donde
ιX : X → G es la inclusión canónica de X en G, es un grupo libre. Obviamente esto ocurre
si y sólo si el morfismo de L(X) en G, inducido por ιX , es biyectivo. Es claro que un grupo
tiene una base si y sólo si es libre, ya que por la Observación 14.3, si (G, j) es libre, entonces
Im j es una base de G. El siguiente teorema será probado más adelante.

Teorema 14.5. Dos grupos libres L(X) y L(Y ) son isomorfos si y sólo si |X| = |Y |.
Equivalentemente, todas las bases de un grupo libre G tienen el mismo cardinal.

Este resultado permite definir el rango de un grupo libre como el cardinal de cualquiera
de sus bases. Los grupos libres de rango 1 son los grupos ćıclicos infinitos. Por otra parte si
|X| ≥ 2, entonces L(X) no es conmutativo, porque si x1 y x2 son elementos distintos de X,
entonces x+1

1 x+1
2 6= x+1

2 x+1
1 .

Proposición 14.6. Todo grupo es isomorfo a un cociente de un grupo libre.

Demostración. Si X es un conjunto de generadores de G, entonces el único morfismo

ϕ : L(X)→ G

que extiende a la inclusión canónica de X en G es sobreyectivo. Aśı, por el primer teorema
del isomorfismo, G ' L(X)/ kerϕ. �

14.2. Presentaciones

Si G = L(X)/N es un cociente de un grupo libre L(X) por un subgrupo normal N , de-
cimos que G es el grupo generado por los elementos de X, sujetos a las relaciones dadas por
los elementos de N , los cuales son las palabras reducidas

xε1α1
· · ·xεnαn

de L(X), que se convierten en 1 al pasar al cociente. Decimos que un subconjunto R de
N es un conjunto de relaciones para G y que (X,R) es una presentación de G, si N es el
subgrupo normal de G generado por R. Además, en este caso escribimos G = 〈X|R〉. Por la
Proposición 14.6, todo grupo tiene una presentación, o es isomorfo a uno que la tiene. Un
grupo es finitamente presentado si es isomorfo a un grupo 〈X|R〉, con X y R finitos. Por
razones estéticas escribiremos 〈x1, . . . , xn|p1, . . . , pm〉 en lugar de 〈{x1, . . . , xn}|{p1, . . . , pm}〉.
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Si G = 〈x1, . . . , xn|p1, . . . , pm〉, entonces también decimos que G es el grupo con generadores
x1, . . . , xn sujetos a las relaciones p1 = 1, . . . , pm = 1. Recordemos que para cada grupo co-
ciente G/N , de un grupo G por un subgrupo normal N , y cada elemento g ∈ G, el śımbolo
[g] denota a la clase de g en G/N .

Ejemplo 14.7. 〈x|∅〉 ' Z.

Ejemplo 14.8. Por las propiedades universales del grupo libre y del cociente, hay un único
morfismo

p : 〈x|xn〉 → Zn,

que env́ıa x a 1. Dado que p es sobreyectiva y 〈x|xn〉 tiene a lo sumo n elementos, p es un
isomorfismo y, en consecuencia, 〈x|xn〉 es un grupo ćıclico de orden n.

Ejemplo 14.9. Por la propiedades universales del grupo libre y del cociente, hay un único
morfismo

p : 〈x1, x2|xn1
1 , xn2

2 , x1x2x
−1
1 x−1

2 〉 → Zn1 ×Zn2 ,

que env́ıa x1 a (1, 0) y x2 a (0, 1). Usando que

[x1]n1 = [x2]n2 = [x1][x2][x1]−1[x2]−1 = 1

es fácil probar que el conjunto subyacente del grupo 〈x1, x2|xn1
1 , xn2

2 , x1x2x
−1
1 x−1

2 〉 es

{[x1]i[x2]j : 0 ≤ i < n1 y 0 ≤ j < n2}.

En consecuencia,

|〈x1, x2|xn1
1 , xn2

2 , x1x2x
−1
1 x−1

2 〉| ≤ n1n2.

Como p es sobreyectivo y |Zn1 ×Zn2 | = n1n2, esto implica que

〈x1, x2|xn1
1 , xn2

2 , x1x2x
−1
1 x−1

2 〉 ' Zn1 ×Zn2 .

Ejemplo 14.10. Recordemos que el grupo diedral Dn es el subgrupo de GL(2,R) generado
por las matrices

x :=

(
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

)
e y :=

(
1 0
0 −1

)
,

donde θ = 2π/n con n > 1. Como xn = y2 = yxy−1x = 1 hay un único morfismo

p : 〈x1, x2|xn1 , x2
2, x2x1x

−1
2 x1〉 → Dn,

que env́ıa x1 a x y x2 a y. Dado que

[x1]n = [x2]2 = [x2][x1][x2]−1[x1] = 1,

el conjunto subyacente del grupo 〈x1, x2|xn1 , x2
2, x2x1x

−1
2 x1〉 es

{1, [x1], . . . , [x1]n−1, [x2], [x1][x2], . . . , [x1]n−1[x2]}

y, en consecuencia,

|〈x1, x2|xn1 , x2
2, x2x1x

−1
2 x1〉| ≤ 2n.

Como |Dn| = 2n y p es sobreyectivo, de esto se sigue que

〈x1, x2|xn1 , x2
2, x2x1x

−1
2 x1〉 ' Dn.
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Ejemplo 14.11. Recordemos que el grupo cuaterniónico generalizado Hn es el subgrupo
de GL(2,C) generado por las matrices

x :=

(
w 0
0 w−1

)
e y :=

(
0 1
−1 0

)
,

donde w := eiπ/n con n > 1. Dado que xn = y2 e yxy−1 = x−1, hay un único morfismo

p : 〈x1, x2|xn1x−2
2 , x2x1x

−1
2 x1〉 → Hn,

que env́ıa x1 a x y x2 a y. Usando las igualdades

[x1]n = [x2]2 y [x2][x1][x2]−1 = [x1]−1,

y razonando como en el Ejemplo 5.9, es fácil probar que [x1]2n=1. Es evidente ahora que el
conjunto subyacente del grupo 〈x1, x2|xn1x

−2
2 , x2x1x

−1
2 x1〉 es

{1, [x1], . . . , [x1]2n−1, [x2], [x1][x2], . . . , [x1]2n−1[x2]}.
En consecuencia,

|〈x1, x2|xn1x−2
2 , x2x1x

−1
2 x1〉| ≤ 4n

y, por lo tanto, como |Hn| = 4n y p es sobreyectivo,

〈x1, x2|xn1x−2
2 , x2x1x

−1
2 x1〉 ' Hn.

Observación 14.12. En los últimos dos ejemplos solamente se usaron las relaciones que
satisfaćıan x e y, nunca que eran matrices. De hecho, los argumentos dados prueban que todo
grupo de orden 2n generado por un conjunto {x, y} de dos elementos que satisfacen xn = 1,
y2 = 1 e yxy−1 = x−1 es isomorfo a 〈x1, x2|xn1 , x2

2, x2x1x
−1
2 x1〉, y todo grupo de orden 4n

generado por un conjunto {x, y} de dos elementos que satisfacen xn = y2 e yxy−1 = x−1 es
isomorfo a 〈x1, x2|xn1x

−2
2 , x2x1x

−1
2 x1〉.

Ejemplo 14.13. Es trivial que para todo divisor r > 1 de n, el cociente Dn/〈xn/r〉 está
generado por los elementos [x] e [y] sujetos a las relaciones [x]r = [y]2 = [y][x][y]−1[x] = 1, y

que su orden es 2r. Por lo tanto Dn/〈xn/r〉 es isomorfo a Dr.

Ejemplo 14.14. Razonando como en el ejemplo anterior se comprueba fácilmente que,
para todo divisor r > 1 de n, el cociente Hn/〈xn/r〉 es isomorfo a Hr.

Observación 14.15 (Descripción de conjuntos de homomorfismos). Por la propiedad
universal de los grupos libres, para cada grupo G y cada conjunto X, la aplicación

θ : Hom(L(X), G)→ GX ,

que cada morfismo f le asigna su restricción f|X a X, es biyectiva. Por ejemplo, si 〈x〉 es un
grupo ćıclico infinito, entonces

θ : Hom(〈x〉, G)→ G

es la función biyectiva dada por θ(f) = f(x). Ahora, por la propiedad universal del cociente,
si R = {ri : i ∈ I} es una familia de elementos de L(X), entonces la aplicación

θ : Hom(L(X)/〈R〉, G)→ GX ,

definida por θ(f)(x) = f([x]), es inyectiva, y su imagen es el conjunto de todas la funciones
h : X → G tales que para cada i ∈ I, reemplazando en ri cada x ∈ X por h(x), se obtiene el
elemento neutro de G. Por ejemplo, si 〈x〉 es un grupo ćıclico de orden n, entonces

Hom(〈x〉, G) ' {a ∈ G : an = 1}.
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Similarmente,

Hom(Dn, G) ' {(a, b) ∈ G×G : an = 1, b2 = 1 y bab−1a = 1}

y

Hom(Hn, G) ' {(a, b) ∈ G×G : anb−2 = 1 y bab−1a = 1}.

Notemos que si G es un grupo abeliano y consideramos a GX como un grupo abeliano via la
operación (ϕ + ψ)(x) := ϕ(x) + ψ(x), entonces θ es un morfismo de grupos (ver la Subsec-
ción 11.1).

Ejemplo 14.16. Consideremos n,m ∈ N mayores que 1 tales que n es un múltiplo impar
de m y escribamos Hn = 〈x, y〉 y Hm = 〈x̄, ȳ〉 donde x, y, x̄ y ȳ satisfacen

xn = y2, yxy−1 = x−1, x̄m = ȳ2 e ȳx̄ȳ−1 = x̄−1.

Como n/m es impar,

x̄n = (x̄m)
n
m = (ȳ2)

n
m = ȳ2

y, por lo tanto, existe un morfismo sobreyectivo π : Hn → Hm tal que π(x) = x̄ y π(y) = ȳ.
Es fácil ver que el núcleo de este morfismo es 〈x2m〉. Dejamos los detalles de esto último al
lector.

Ejemplo 14.17. Consideremos un grupo ćıclico Cn := 〈x〉 de orden n. Por la Observa-
ción 14.15, para cada i ≥ 0 hay un morfismo

υi : Cn → Cn

tal que υi(x) := xi. Como υi(x
j) = xji = 1 si y sólo si ji es múltiplo de n, el núcleo de υi es

〈xn/(n:i)〉, donde, como en el Ejemplo 5.8, el śımbolo (n : i) denota al máximo divisor común
de n e i. En particular υi es un automorfismo si y sólo si i es coprimo con n. Por lo tanto la
aplicación

φ : Aut(Cn)→ U(Zn)

definida por φ(f) := i si f(x) = xi es una biyección que claramente es un morfismo de grupos.

Ejemplo 14.18. Recordemos que el grupo diedral Dn está generado por dos elementos x
e y sujetos a las relaciones xn = 1, y2 = 1 e yxy−1x = 1, y que

Dn = {1, x, . . . , xn−1, y, xy, . . . , xn−1y}.

Supongamos que n>2 y que f ∈Aut(Dn). Como los órdenes de x y f(x) coinciden, necesaria-
mente f(x) = xi con 0 ≤ i < n e i coprimo con n. Aśı f define por restricción un automorfis-
mo de 〈x〉. En consecuencia existe 0 ≤ j < n tal que f(y) = xjy. Por lo tanto queda definida
una aplicación inyectiva

φ : Aut(Dn)→ Zn × U(Zn),

tal que φ(f) := (j, i) si f(y) = xjy y f(x) = xi. Se sigue fácilmente de la Observación 14.15
que φ también es sobreyectiva. Supongamos ahora que g es otro automorfismo del grupo Dn

y que g(x) = xi
′

y g(y) = xj
′
y. Como

g(f(x)) = g(xi) = g(x)i = xi
′i y g(f(y)) = g(xjy) = g(x)jg(y) = xi

′jxj
′
y = xi

′j+j′y,

es evidente que φ se convierte en un isomorfismo de grupos si definimos el producto en el
codominio de φ por (j′, i′)(j, i) := (i′j + j′, i′i).
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Ejemplo 14.19. Recordemos ahora que Hn es un grupo generado por dos elementos x, y
sujetos a las relaciones xny−2 = 1 e yxy−1x = 1 y que

Hn = {1, x, . . . , x2n−1, y, xy, . . . , x2n−1y}.
Supongamos que n > 2. El mismo razonamiento que el realizado en el ejemplo anterior mues-
tra que hay una biyección

φ : Aut(Hn)→ Z2n × U(Z2n),

tal que φ(f) := (j, i) si f(y) = xjy y f(x) = xi, y que φ se convierte en un isomorfismo de
grupos si definimos el producto en el codominio de φ por (j′, i′)(j, i) := (i′j + j′, i′i).

Terminamos esta sección mostrando que los grupos diedrales aparecen naturalmente como
subgrupos de grupos finitos.

Teorema 14.20. Si G es un grupo finito, x, y ∈ G tienen orden 2 e y /∈ {x, x−1}, entonces
〈x, y〉 ' Dn, donde n es el orden de yx.

Demostración. Escribamos s = yx. Como

y2 = 1, ysy−1s = yyxy−1yx = x2 = 1 y 〈x, y〉 = 〈s, y〉,
se sigue de la Observación 14.12, que para probar el teorema es suficiente ver que |〈x, y〉| = 2n.
Ahora bien, debido a las relaciones que aparecen arriba

〈s, y〉 = {1, s, . . . , sn−1, y, sy, . . . , sn−1y},
y, en consecuencia, 〈s, y〉 tiene a lo sumo 2n elementos. Aśı, por el teorema de Lagrangre,
para terminar la demostración será suficiente ver que el subgrupo de n elementos 〈s〉 de 〈s, y〉
es propio, lo que es consecuencia inmediata de que |x| = |y| = 2 y de que un grupo ćıclico no
puede tener dos elementos de orden 2. �

15. Producto directo

Ahora vamos a estudiar una construcción, llamada producto directo de grupos, que es la
manera más simple de obtener un nuevo grupo a partir de otros. Comenzamos considerando el
producto directo interno, que nos da la forma más sencilla en que un grupo puede recuperase
a partir de varios de sus subgrupos. Luego introducimos las nociones de producto directo y
producto directo restringido, y estudiamos algunas de sus propiedades y como se relacionan
estas construcciones con el producto directo interno.

15.1. Producto directo interno

Consideremos un grupo G y subgrupos G1, . . . , Gn de G. Decimos que G1 · · ·Gn es pro-
ducto directo interno de G1, . . . , Gn si cada g ∈ G1 · · ·Gn se escribe de manera única como
un producto

g = g1 · · · gn
con g1 ∈ G1, . . . , gn ∈ Gn y

(14) (g1 · · · gn)(g′1 · · · g′n) = g1g
′
1 · · · gng′n

para todo g1, g
′
1 ∈ G1, . . . , gn, g

′
n ∈ Gn. Es claro que si G1 · · ·Gn es producto directo interno

de G1, . . . , Gn entonces G1 · · ·Gn es un subgrupo de G y que gigj = gjgi para cada gi ∈ Gi
y gj ∈ Gj , con i 6= j. En consecuencia G1 · · ·Gn es producto directo interno de Gσ1 , . . . , Gσn
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para todo σ ∈ Sn y Gi /G1 · · ·Gn para todo i. Notemos también que las inclusiones canónicas
ιi : Gi → G1 · · ·Gn y las aplicaciones πi : G1 · · ·Gn → Gi, definidas por πi(g1 · · · gn) = gi, son
morfismos de grupos, y que

g =
n∏
i=1

(ιi ◦ πi)(g)

para cada g ∈ G.

Teorema 15.1. Consideremos subgrupos normales G1, . . . , Gn de un grupo G. Por bre-

vedad, denotemos con Gı̂ a G1 · · · Ĝi · · ·Gn. Son equivalentes:

1. G1 · · ·Gn es producto directo interno de G1, . . . , Gn.

2.
⋂n
i=1Gı̂ = 1.

3. Gi ∩Gı̂ = 1 para todo i.

4. Gi ∩ (G1 . . . Gi−1) = 1 para todo i > 1.

5. Si 1 = g1 · · · gn con g1 ∈ G1, . . . , gn ∈ Gn, entonces g1 = · · · = gn = 1.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es trivial.

2) ⇒ 3) Porque Gi ⊆
⋂
j 6=iG̂.

3) ⇒ 4) Es trivial.

4) ⇒ 5) Supongamos que el item 5) es falso. Entonces hay un mı́nimo j > 1 tal que existen
g1 ∈ G1, . . . , gj ∈ Gj con g−1

j = g1 · · · gj−1 6= 1. Pero esto se contradice con el item 4).

5)⇒ 1) Veamos primero que Gi∩Gj = 1 cuando i 6= j. Para ello podemos suponer que i < j
y observar que si x ∈ Gi ∩ Gj , entonces 1 = xx−1 ∈ GiGj , debido a lo cual, por hipótesis,
x = 1. Notemos ahora que gigj = gjgi para cada gi ∈ Gi y gj ∈ Gj con i 6= j, porque

gi(gjg
−1
i g−1

j ) = (gigjg
−1
i )g−1

j ∈ Gi ∩Gj = 1.

Pero entonces

g1 · · · gn = h1 · · ·hn ⇒ g1h
−1
1 · · · gnh

−1
n = 1⇒ g1 = h1, . . . , gn = hn,

para todo g1, h1 ∈G1,. . ., gn, hn ∈Gn, y además la multiplicación de G está dado por la fór-
mula (14). �

Corolario 15.2. Supongamos que G1, . . . , Gn son subgrupos normales finitos de un grupo
G. Si |Gi| es coprimo con |Gj | siempre que i 6= j, entonces G1 · · ·Gn es producto directo
interno de G1, . . . , Gn.

Demostración. Tomemos 1 < i 6= n. Por la Proposición 8.2,

|G1 · · ·Gi−1| divide a |G1| · · · |Gi−1|

y, por lo tanto, es coprimo con |Gi|. En consecuencia Gi ∩ (G1 · · ·Gi−1) = 1 y, aśı, debido
a la equivalencia entre los items 1) y 4) del teorema anterior, G1 · · ·Gn es producto directo
interno de G1, . . . , Gn. �

Ejemplo 15.3. Consideremos n ∈ N impar y mayor que 1 y D2n = 〈x, y〉 donde x e
y satisfacen x2n = y2 = 1 e yxy−1 = x−1. Como 〈x2, y〉 ∩ 〈xn〉 = 1 y 〈x2, y〉 y 〈xn〉 son
subgrupos normales de D2n, se sigue del teorema anterior que D2n es el producto directo
interno de 〈x2, y〉 y 〈xn〉. Notemos que 〈x2, y〉 ' Dn y 〈xn〉 ' Z2.
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15.2. Producto directo

El producto directo
∏
i∈I Gi de una familia de grupos (Gi)i∈I , es un grupo v́ıa la multiplica-

ción coordenada a coordenada. Esta operación está definida adrede para que las proyecciones
canónicas πj :

∏
i∈I Gi → Gj sean morfismos de grupos. Cuando no haya posibilidad de confu-

sión escribiremos
∏
Gi en lugar de

∏
i∈I Gi, y también haremos muchas otras simplificaciones

similares sin prevenir antes al lector, cuando resulte evidente que pueden realizarse sin riesgo
de perder claridad en la exposición. Además, siguiendo una costumbre bien establecida escri-
biremos G1 × · · · × Gn en lugar de

∏
i∈In Gi, donde In denota al conjunto de los primeros n

números naturales.
El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada familia (fi : G→ Gi)i∈I de morfismos de grupos, existe un único morfismo
f : G→

∏
Gi tal que para cada j ∈ I el diagrama

G

f

��

fj

$$IIIIIIIIIIIIII

∏
Gi

πj // Gj

conmuta.

Claramente f(g) = (fi(g))i∈I y ker f =
⋂

ker(fi). Una manera equivalente de establecer la
propiedad universal de

∏
Gi es diciendo que, para cada grupo G, la correspondencia

Hom
(
G,
∏
Gi
) Ψ //

∏
Hom(G,Gi)

f � // (πi ◦ f)i∈I

es biyectiva. Es fácil ver que si los Gi’s son conmutativos, entonces Ψ también es un morfismo
de grupos.

Observación 15.4. Consideremos subgrupos normales G1, . . . , Gn de un grupo G. Co-

mo en el Teorema 15.1, escribamos Gı̂ := G1 · · · Ĝi · · ·Gn. Por la propiedad universal del
producto, las proyecciones canónicas πı̂ : G→ G/Gı̂ inducen un morfismo

G
π // G/G1̂ × · · · ×G/Gn̂ ,

cuyo núcleo es
⋂n
i=1Gı̂. Afirmamos que π es sobreyectivo si y sólo si G1 · · ·Gn = G. En

efecto, si se satisface esta condición, entonces para cada ([g1], . . . , [gn]) ∈ G/G1̂×· · ·×G/Gn̂,
existen gij ∈ Gi para 1 ≤ i, j ≤ n, tales que gj = g1j · · · gnj para todo j. En consecuencia

π(g11 · · · gnn) = (π1̂(g11), . . . , πn̂(gnn)) = (π1̂(g1), . . . , πn̂(gn)) = ([g1], . . . , [gn]).

Rećıprocamente, si π es sobreyectivo, entonces para cada g∈G hay un x∈G tal que

π(x) = ([g], 1, . . . , 1).

En particular x−1g ∈ G1̂ y x ∈ G2̂ y, por lo tanto, existen

g2 ∈ G2, . . . , gn ∈ Gn y g′1 ∈ G1, g
′
3 ∈ G3, . . . , g

′
n ∈ Gn

tales que g = xg2 · · · gn y x = g′1g
′
3 · · · g′n. Pero entonces

g = g′1g
′
3 · · · g′ng2 · · · gn ∈ G1G3 · · ·GnG2 · · ·Gn = G1 · · ·Gn,
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donde la última igualdad vale porque GiGj = GjGi para todo i, j, debido a la Observación 10.6.

Corolario 15.5. El morfismo π es biyectivo si y sólo si G es producto directo interno
de G1, . . . , Gn.

Demostración. Por el Teorema 15.1 y de la Observación 15.4. �

Proposición 15.6. Para cada familia (fi : Hi → Gi)i∈I de morfismos de grupos, existe
un único morfismo ∏

fi :
∏

Hi →
∏

Gi

tal que los diagramas ∏
Hi

∏
fi //

πj

��

∏
Gi

πj

��
Hj

fj // Gj

conmutan.

Demostración. Se sigue de la propiedad universal de
∏
Gi. �

Es fácil ver que(∏
fi

)
((hi)i∈I) = (fi(hi))i∈I , ker

(∏
fi

)
=
∏

ker(fi) e Im
(∏

fi

)
=
∏

Im(fi).

Observación 15.7. La correspondencia introducida en la Proposición 15.6 tiene las si-
guientes propiedades:

1.
∏

idHi = id∏
Hi.

2. Para cada par de familias de morfismos de grupos (fi : Hi → Li)i∈I y (gi : Li → Gi)i∈I ,(∏
gi

)
◦
(∏

fi

)
=
∏

(gi ◦ fi).

Observación 15.8. Si Hi / Gi para todo i ∈ I, entonces la familia de los epimorfismos
canónicos πi : Gi → Gi/Hi, induce un morfismo sobreyectivo

∏
Gi

∏
πi //

∏ Gi
Hi
,

cuyo núcleo es
∏
Hi. Por consiguiente,∏

Gi∏
Hi
'
∏ Gi

Hi
.

15.3. Producto directo restringido

El producto directo restringido de una familia de grupos (Gi)i∈I , es el subgrupo
⊔
i∈I Gi

de
∏
Gi formado por todos los elementos con soporte finito. Esto es:⊔

Gi :=
{
g ∈

∏
Gi : gi = 1 salvo para finitos ı́ndices i ∈ I

}
.
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Las restricciones a
⊔
Gi de las proyecciones canónicas son morfismos de grupos, y son impor-

tantes, pero hay otros morfismos relacionados con el producto directo restringido, que lo son
aún más. Se trata de las inclusiones canónicas ιj : Gj →

⊔
Gi, definidas por

ιj(g)i :=

{
1 si i 6= j,

g si i = j.

Es evidente que

- πj(ιj(g)) = g para todo j ∈ I y g ∈ Gj ,
- πi(ιj(g)) = 1 para todo i, j ∈ I distintos y g ∈ Gj ,
- ιi(gi)ιj(gj) = ιj(gj)ιi(gi) para todo i, j ∈ I distintos, gi ∈ Gi y gj ∈ Gj ,
-
∏
ιi(πi(g)) = g para todo g ∈

⊔
Gi.

El producto directo restringido también tiene una propiedad universal, y la importancia de
las inclusiones canónicas tiene que ver con esto. Recién vimos que las imágenes de inclusiones
canónicas distintas ιi y ιj conmutan entre si. La familia (ιi)i∈I es inicial entre las que satisfacen
esta condición. Dicho de otra forma, tiene la siguiente caracteŕıstica:

- Para cada familia morfismos de grupos (ϕi : Gi → G)i∈I tal que

ϕi(gi)ϕj(gj) = ϕj(gj)ϕi(gi) para todo i, j ∈ I distintos, gi ∈ Gi y gj ∈ Gj ,

existe un único morfismo de grupos ϕ :
⊔
Gi → G tal que para cada j ∈ I el diagrama

G

Gj

ϕj

::uuuuuuuuuuuuuu ιj //
⊔
Gi

ϕ

OO

conmuta.

En efecto, si ϕ existe, entonces forzosamente

ϕ(g) = ϕ
(∏

ιj(πj(g))
)

=
∏

ϕj(πj(g)),

para cada g ∈
⊔
Gi. Aśı pues sólo debemos probar que la fórmula ϕ(g) :=

∏
ϕi(πi(g)) define

un morfismo de grupos que tiene la propiedad requerida. Pero

ϕ(gg′) =
∏

ϕi(πi(gg
′))

=
∏

ϕi(πi(g)πi(g
′))

=
∏

ϕi(πi(g))ϕi(πi(g
′))

=
(∏

ϕi(πi(g))
)(∏

ϕi(πi(g
′))
)

= ϕ(g)ϕ(g′)

para todo g, g′ ∈
⊔
Gi, y

ϕ ◦ ιj(g) =
∏

ϕi
(
πi(ιj(g))

)
= ϕj(g)
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para cada g ∈ Gj . La propiedad universal de
⊔
Gi dice que para cada grupo G, la función

Ψ: Hom
(⊔

Gi, G
)
→
∏

Hom(Gi, G),

definida por Ψ(ϕ) := (ϕ ◦ ιi)i∈I , es inyectiva y su imagen es{
(ϕi)i∈I ∈

∏
i∈I

Hom(Gi, G) : ϕh(gh)ϕk(gk) = ϕk(gk)ϕh(gh) ∀ gh ∈ Gh y gk ∈ Gk con h 6= k

}
.

En particular, cuando G es conmutativo, Ψ es biyectiva; y es fácil ver que, en este caso, es un
isomorfismo de grupos.

Proposición 15.9. Para cada familia (ϕi : Hi → Gi)i∈I de morfismos de grupos existe
un único morfismo ⊔

ϕi :
⊔
Hi →

⊔
Gi

tal que los diagramas

Hj

ϕj //

ιj

��

Gj

ιj

��⊔
Hi

⊔
ϕi //

⊔
Gi

conmutan.

Demostración. Por la propiedad universal de
⊔
Hi. �

Es obvio que(⊔
ϕi

)
((gi)i∈I) = (ϕi(gi))i∈I , ker

(⊔
ϕi

)
=
⊔

ker(ϕi) e Im
(⊔

ϕi

)
=
⊔

Im(ϕi).

Observación 15.10. La correspondencia introducida en la Proposición 15.9 tiene las si-
guientes propiedades:

1.
⊔

idHi = id⊔
Hi.

2. Pra cada par de familias de morfismos de grupos (ϕi : Hi → Li)i∈I y (ψi : Li → Gi)i∈I ,(⊔
ψi

)
◦
(⊔

ϕi

)
=
⊔

(ψi ◦ϕi).

Observación 15.11. Si Hi / Gi para todo i ∈ I, entonces la familia de las epimorfismos
canónicos πi : Gi → Gi/Hi, induce un morfismo sobreyectivo⊔

Gi

⊔
πi //

⊔ Gi
Hi
,

cuyo núcleo es
⊔
Hi. Por consiguiente,⊔

Gi⊔
Hi
'
⊔ Gi

Hi
.

Ejercicio 15.12. Pruebe que un elemento g ∈
⊔
Gi tiene orden finito si y sólo si cada

una de sus coordenadas gi lo tiene, y que el orden de g es el mı́nimo multiplo común de los
ordenes de sus coordenadas.
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Observación 15.13. Supongamos que G1, . . . , Gn son subgrupos de un grupo G. Es fácil
ver que la función

G1 × · · · ×Gn
ς // G

(g1, . . . , gn) � // g1 · · · gn
es un morfismo de grupos si y sólo si los elementos de Gi conmutan con los de Gj para todo
i 6= j. Es obvio además que, en este caso, vale lo siguiente

- ker ς = {(g1, . . . , gn) ∈ G1 × · · · ×Gn : g1 · · · gn = 1},
- Im ς = G1 · · ·Gn,

- si ς es biyectivo, entonces ls Gi’s son subgrupos normales de G y la composición π◦ς,
del isomorfismo π introducido en la Observación 15.4, con ς, identifica al subgrupo
ιi(Gi) de G1×· · ·×Gn con el subgrupo ιi(G/Gî) de (G/G1̂)× · · · × (G/Gn̂).

Proposición 15.14. Si G1, . . . , Gn son subgrupos de G, entonces son equivalentes:

1. G1 · · ·Gn es producto directo interno de G1, . . . , Gn.

2. La función ς : G1×· · ·×Gn → G, definida por ς(g1, . . . , gn) = g1 · · · gn, es un morfismo
inyectivo de grupos.

Demostración. Se lo comprueba inmediatamente a partir de la definición de producto
directo interno. �

Corolario 15.15. Supongamos que G1, . . . , Gn son subgrupos normales finitos de un
grupo G. Si |Gi| es coprimo con |Gj | siempre que i 6= j, entonces la aplicación

ς : G1 × · · · ×Gn → G,

definida por ς(g1, . . . , gn) = g1 · · · gn, es un morfismo inyectivo de grupos. Además ς es un
isomorfismo si y sólo si |G| = |G1| · · · |Gn|.

Demostración. Se sigue inmediatamente del Corolario 15.2 y la Proposición 15.14 que
la aplicación ς es un el morfismo inyectivo de grupos. Es obvio que es sobreyectivo si y sólo
si |G| = |G1| · · · |Gn|. �

Recordemos que la función φ : N→ N de Euler, presentada arriba del Ejemplo 5.8, asigna
a cada número natural el cardinal del conjunto de los enteros no negativos menores que él y
coprimos con él.

Corolario 15.16. Si n = rs con r, s ∈ N coprimos, entonces φ(n) = φ(r)φ(s).

Demostración. Consideremos un grupo ćıclico 〈g〉 de orden n. Como, por el Corola-
rio 15.15, la aplicación

〈gr〉 × 〈gs〉
ϕ // 〈g〉

(gru, gsv) � // gru+sv

es un isomorfismo, basta observar que

(gru, gsv) genera 〈gr〉 × 〈gs〉 ⇔ (gru, gsv) tiene orden n

⇔ gru tiene orden s y gsv tiene orden r

⇔ gru genera 〈gr〉 y gsv genera 〈gs〉;

y que φ(n), φ(r) y φ(s) son la cantidad de generadores de 〈g〉, 〈gs〉 y 〈gr〉, respectivamente. �
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Ejercicio 15.17. Supongamos que H y L son dos subgrupos normales distintos de un
grupo G. Pruebe que si H es simple y tiene ı́ndice 2 en G y L no es trivial, entonces |L| = 2
y G ' H × L.

Nota 15.18. Si (Gi)i∈I es una familia de subgrupos de un grupo G y los elementos de
Gi conmutan con los de Gj para todo i 6= j, entonces por la propiedad universal del producto
restringido hay un único morfismo

θ :
⊔
i∈I

Gi → G

tal que θ ◦ ιj es la inclusión canónica de Gj en G para todo j ∈ J . Cuando θ es inyectivo
decimos que los Gi’s están en producto directo interno restringido y denotamos también con⊔
Gi a la imagende θ. Es fácil ver que esto sucede si para cada subconjunto finito {i1, . . . , in}

de I, el subgrupo Gi1 · · ·Gin de G, es el producto directo interno de Gi1 , . . . , Gin. En el caso
en que todos los grupos involucrados son aditivos se suele decir suma directa y suma directa
interna en lugar de producto directo restringido y producto directo interno restringido, respec-
tivamente, y se suele usar el śımbolo

⊕
en lugar del śımbolo

⊔
(tanto para la suma directa

como para la suma directa interna).

15.4. Morfismos entre productos directos finitos de grupos

Para cada par H := (H1, . . . ,Hr) y K := (K1, . . . ,Ks) de familias finitas de grupos,
denotamos con el śımbolo Ms×r

(
Hom(H,K)

)
al conjunto de todas las matrices

(ςij) :=

ς11 . . . ς1r
...

. . .
...

ςs1 . . . ςsr

 ,

con ςij ∈ Hom(Hj ,Ki), tales que

ςij(h)ςij′(h
′) = ςij′(h

′)ςij(h) para todo i, j 6= j′, h ∈ Hj y h′ ∈ Hj′ .

Si H = K escribiremos Mr

(
End(H)

)
en lugar de Ms×r

(
Hom(H,K)

)
.

Proposición 15.19. La aplicación

θ : Ms×r(Hom(H,K))→ Hom(H1 × · · · ×Hr,K1 × · · · ×Ks),

definida por

θ(ςij)(h1, . . . , hr) :=

(∏
j

ς1j(hj), . . . ,
∏
j

ςsj(hj)

)
,

es biyectiva.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de las propiedades universales del pro-
ducto directo y el producto directo restringido. Más aún, es fácil ver que θ−1(ς) es la matriz
(πi ◦ ς ◦ ιj), donde

ιj : Hj → H1 × · · · ×Hr y πi : K1 × · · · ×Ks → Ki

son los morfismos canónicos. �
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Si escribimos los elementos de

H1 × · · · ×Hr y K1 × · · · ×Ks

como vectores columna, entonces θ(ςij)(h1, . . . , hr) es calculado por el producto de matrices

(15)

ς11 . . . ς1r
...

. . .
...

ςs1 . . . ςsr


h1

...
hr

 :=

ς11(h1) · · · ς1r(hr)
...

ςs1(h1) · · · ςsr(hr)

 .

Notemos que en cada fila de la matriz columna del lado derecho de la última igualdad, las
sumas que aparecen usualmente al efectuar el producto de las matrices de la izquierda han
sido reemplazadas por productos. Esto se debe a que la operación en cada uno de los Kj es
denotada multiplicativamente.

Cuando los Ki son grupos abelianos, entonces cada uno de los Hom que aparecen en la pro-
posición anterior también lo son, via la suma de morfismos introducida en la Proposición 11.16
y, en este caso, θ es un isomorfismo de grupos abelianos si consideramos a Ms×r(Hom(H,K))
como un grupo via la suma usual de matrices.

Consideremos ahora otra matrizϕ11 . . . ϕ1s
...

. . .
...

ϕt1 . . . ϕts

 ∈ Mt×s(Hom(K,L)),

donde L := (L1, . . . , Lt) es otra familia finita de grupos y definamos

ψij : Hj → Li para 1 ≤ i ≤ t y 1 ≤ j ≤ r,

por

ψij(h) := (ϕi1 ◦ ς1j)(h) · · · (ϕis ◦ ςsj)(h) para h ∈ Hj .

Afirmamos que

ψij(h)ψij′(h
′) = ψij′(h

′)ψij(h) para todo i, j 6= j′, h ∈ Hj y h′ ∈ Hj′ ,

y que ψ11 . . . ψ1r
...

. . .
...

ψt1 . . . ψtr


h1

...
hr

 =

ϕ11 . . . ϕ1s
...

. . .
...

ϕt1 . . . ϕts


ς11 . . . ς1r

...
. . .

...
ςs1 . . . ςsr


h1

...
hr

 .

En efecto lo primero se sigue fácilmente de que

ϕik(ςkj(h)) conmuta con ϕik′(ςk′j′(h
′)) para todo (j′, k′) 6= (j, k), h ∈ Hj y h′ ∈ Hj′ ,

lo cual es evidente si k 6= k′ y en otro caso vale pues

ϕik(ςkj(h))ϕik(ςkj′(h
′)) = ϕik

(
ςkj(h)ςkj′(h

′)
)

= ϕik
(
ςkj′(h

′)ςkj(h)
)

= ϕik(ςkj′(h
′))ϕik(ςkj(h));

mientras que lo segundo sale por cálculo directo.
Es natural ahora escribir

(16)

ψ11 . . . ψ1r
...

. . .
...

ψt1 . . . ψtr

 :=

ϕ11 . . . ϕ1s
...

. . .
...

ϕt1 . . . ϕts


ς11 . . . ς1r

...
. . .

...
ςs1 . . . ςsr

 .
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Si los Lj son grupos abelianos y denotamos aditivamente tanto la operación de cada uno de
ellos como la de los grupos Hom(Kk, Lj) y Hom(Hi, Lj), entonces el producto de matrices (16)
toma el aspecto habitual.

16. Producto semidirecto

Por el Teorema 15.1 sabemos que un grupo G es producto directo interno de dos subgrupos
N y H si y sólo si cada g ∈ G se escribe de manera única como un producto g = nh con
n ∈ N y h ∈ H, y tanto N como H son subgrupos normales de G. Debilitando el último
requisito se obtiene la noción de producto semidirecto interno, que consideraremos ahora.
Luego de estudiar con algún detalle esta contrucción, y motivados por el entendimiento de su
estructura, introduciremos la noción de producto semidirecto, y estudiaremos algunas de sus
propiedades y las relaciones con la versión interna.

16.1. Producto semidirecto interno

Consideremos dos subgruposN yH de un grupoG. Decimos queG es producto semidirecto
interno de N con H si N / G y cada g ∈ G se escribe de manera única como un producto
g = nh, con n ∈ N y h ∈ H. Es fácil escribir la multiplicación de dos elementos nh y n′h′ de
G expresando el resultado en términos de la descomposición G = NH. En efecto, como N es
un subgrupo normal, hn′h−1 ∈ N para cada n′ ∈ N y h ∈ H, por lo que la fórmula

(17) (nh)(n′h′) = nhn′h−1hh′

da la expresión deseada. De esta igualdad se sigue inmediatamente que la inclusión canónica
ιH : H → G y la función πH : G → H, definida por πH(nh) := h, son morfismos de grupos.
Además πH ◦ ιH = idH y el núcleo de πH es la inclusión canónica ιN : N → G.

Teorema 16.1. Consideremos un grupo G y subgrupos N y H de G tales que G = NH.
Son equivalentes:

1. G es producto semidirecto interno de N con H.

2. N / G y N ∩H = 1.

3. N / G y si 1 = nh con n ∈ N y h ∈ H, entonces n = h = 1.

Demostración. 1) ⇒ 2) Tomemos x ∈ N ∩H. Como 1 = xx−1 se sigue de la unicidad
de la escritura que x = 1.

2)⇒ 3) Si 1 = nh con n ∈ N y h ∈ H, entonces h−1 = n ∈ N ∩H y, por lo tanto, n = h = 1.

3) ⇒ 1) Si nh = n′h′, entonces n−1n′h′h−1 = 1 y, por consiguiente, n−1n′ = h′h−1 = 1. �

Ejercicio 16.2. Supongamos que N y L son subgrupos de un grupo G con L no contenido
en N . Pruebe que si N tiene ı́ndice 2 en G y L es simple, entonces |L| = 2 y G es el producto
semidirecto interno de N y L.

Si G se descompone como producto semidirecto interno en la forma G = NH, entonces,
para cada h ∈ H la aplicación

N
ς(h) // N

n � // hnh−1
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es un automorfismo. Además la función ς : H → Aut(N), obtenida de este modo, es un
morfismo y, con estas notaciones, la fórmula (17) se escribe

(nh)(n′h′) = nς(h)(n′)hh′.

Esto justifica la construcción que sigue.

16.2. Producto semidirecto

Consideremos un morfismo de grupos

ς : H → Aut(N)

y escribamos h ·ς n en lugar de ς(h)(n), o incluso h · n si ς está claro. Con estas notaciones,
que ς(h) sea un morfismo de grupos significa que

h · (nn′) = (h · n)(h · n′) y h · 1 = 1 para todo h ∈ H y n, n′ ∈ N ,

y que lo sea ς se traduce en que

(hh′) · n = h · (h′ · n) y 1 · n = n para todo h, h′ ∈ H y n ∈ N .

Notemos que las condiciones h · 1 = 1 y 1 · n = n son redundantes.

Proposición 16.3. El producto cartesiano N ×H, dotado de la multiplicación

(n, h)(n′, h′) := (n(h · n′), hh′),

es un grupo. El neutro es (1, 1) y el inverso de un elemento (n, h) es (h−1 · n−1, h−1).

Demostración. Comprobemos primero que la multiplicación es asociativa. Para ello
debemos mostrar que para cada (n, h), (n′, h′) y (n′′, h′′) en N ×H, los elementos

((n, h)(n′, h′))(n′′, h′′) = (n(h · n′), hh′)(n′′, h′′) = (n(h · n′)(hh′ · n′′), hh′h′′)

y

(n, h)((n′, h′)(n′′, h′′)) = (n, h)(n′(h′ · n′′), h′h′′) = (n(h · (n′(h′ · n′′)), hh′h′′),

coinciden. Pero esto es cierto, porque

h · (n′(h′ · n′′) = (h · n′)(h · (h′ · n′′)) = (h · n′)(hh′ · n′′).

Por la Proposición 4.2, para terminar la demostración es suficiente ver que (1, 1) es neutro a
izquierda de N oς H y que (h−1 · n−1, h−1) es inverso a izquierda de (n, h), pero

(1, 1)(n′, h′) = (1(1 · n′), 1h′) = (n′, h′)

y

(h−1 · n−1, h−1)(n, h) = ((h−1 · n−1)(h−1 · n), h−1h) = (h−1 · (n−1n), 1) = (1, 1),

como deseamos. �

Fijados grupos N , H y un morfismo ς : H → Aut(N), llamamos producto semidirecto de
N y H asociado a ς, y designamos con NoςH, al grupo constrúıdo en la proposición anterior.

Proposición 16.4. El producto semidirecto tiene las siguientes propiedades:

52
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1. Las funciones

N oς H
π // H

(n, h) � // h

y H
s // N oς H

h � // (1, h)

son morfismos de grupos, kerπ = N × 1 y π ◦ s = idH .

2. N × 1 es un subgrupo normal de N oς H y la función ι : N → N oς H, definida por
ι(n) := (n, 1), es un isomorfismo de N con su imagen N × 1.

3. 1×H es un subgrupo de N oς H
4. (1, h)(n, 1) = (h · n, 1)(1, h) para todo h ∈ H y n ∈ N .

5. (n, 1)(1, h) = (n, h) para todo h ∈ H y n ∈ N .

6. (N × 1) ∩ (1×H) = 1 y (N × 1)(1×H) = N oς H.

Demostración. Es evidente que π y s son morfismos de grupos, π◦s = idH , kerπ = N×1
y (N × 1) ∩ (1×H) = 1. En consecuencia N × 1 / N oς H y 1×H ≤ N oς H. Como

(n, 1)(n′, 1) = (n(1 · n′), 1) = (nn′, 1),

también ι es un morfismo de grupos. Un cálculo directo muestra que

(1, h)(n, 1) = (h · n, 1)(1, h) y (n, 1)(1, h) = (n, h),

lo que muestra en particular que (N × 1)(1×H) = N oς H. �

Corolario 16.5. N oς H es producto semidirecto interno de N × 1 con 1×H.

Demostración. Por los items 2), 3) y 6) del teorema anterior y por el Teorema 16.1. �

Proposición 16.6. Si un grupo G es producto semidirecto interno de un subgrupo normal
N con un subgrupo H, entonces la función

N oς H
θ // G

(n, h) � // nh

,

donde ς(h)(n) := hnh−1, es un isomorfismo.

Demostración. la función θ es un morfismo de grupos ya que

θ((n, h)(n′, h′))=θ
(
n(h ·ς n′), hh′

)
=n(h ·ς n′)hh′=nhn′h−1hh′ = nhn′h′=θ(n, h)θ(n′, h′).

Como evidentemente θ es bijectiva, esto termina la demostración. �

Observación 16.7. Si s : H → NoςH es una sección conjuntista del epimorfismo canó-
nico π : N oς H → H, entonces existe una aplicación $ : H → N tal que

s(h) = ($(h), h) para todo h ∈ H.

Dado que

($(h), h)($(h′), h′) =
(
$(h)(h ·ς $(h′)), hh′

)
para todo h, h′ ∈ H,

la aplicación s es un morfismo de grupos si y sólo si,

$(hh′) = $(h)(h ·ς $(h′)) para todo h, h′ ∈ H.
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Ejemplo 16.8. Fijado un grupo abeliano G consideremos el morfismo

ς : C2 → Aut(G),

definido por ς(1)(g) := g y ς(x)(g) := g−1, donde C2 := {1, x} es un grupo ćıclico de orden 2.
El producto semidirecto Goς C2 es el grupo con conjunto subyacente G×C2 y multiplicación

(g′, xb)(g, xa) =

{
(g′g, xa) si b = 0,

(g′g−1, xa+1) si b = 1.

Es fácil ver que si G es el grupo ćıclico de orden n, esta construcción da el grupo diedral Dn.

Ejemplo 16.9. Consideremos dos grupos ćıclicos Cn := 〈x〉 y Cm := 〈y〉 de orden n y m,
respectivamente. Como vimos en el Ejemplo 14.17 para cada 0 ≤ i < n hay un morfismo

υi : Cn → Cn,

que es un automorfismo si y sólo si i es coprimo con n, y que aplica x en xi. Notemos que
υmi (x) = xi

m
, de manera que υmi = id si y sólo si im ≡ 1 (mód n), y que además esto implica

que i y n son coprimos. En consecuencia, por la Observación 14.15, existe un morfismo

ς : Cm → Aut(Cn),

que aplica y en υi, si y sólo si im ≡ 1 (mód n). Es fácil ver que el producto semidirecto
Cn oς Cm es isomorfo al grupo 〈x, y|xn, ym, yxy−1x−i〉. Para terminar, señalemos que, salvo
este último punto, todo sigue valiendo si reemplazamos Cn por un grupo abeliano de exponente
finito n.

Ejemplo 16.10. Fijemos m ∈ N y consideremos el grupo cuaterniónico generalizado H2m

de orden 2m+2. Afirmamos que H2m no es producto semidirecto de dos subgrupos propios. En
efecto, por el teorema de Lagrange todos los subgrupos no nulos de H2m tienen orden par. En
consecuencia, por la Observación 6.7 todos tienen elementos de orden 2. Pero como vimos
en el Ejemplo 5.9—, el grupo Hn tiene un sólo elemento de este orden, cualquiera sea n.
Aśı, la intersección de dos subgrupos no triviales de H2m nunca puede ser el grupo nulo, y
por lo tanto es imposible escribir H2m como producto H2m = KL de dos subgrupos propios
cuya intersección sea el grupo nulo (observese que no hemos asumido que ni K ni L sean
normales).

Proposición 16.11. Consideremos productos semidirectos N1oς1 H1 y N2oς2 H2 y mor-
fismos γ : H1 → H2 y ξ : N1 → N2. Son equivalentes:

1. La función
χ : N1 oς1 H1 → N2 oς2 H2,

definida por χ(n, h) := (ξ(n), γ(h)), es un morfismo de grupos.

2. ξ(h ·ς1 n) = γ(h) ·ς2 ξ(n) para todo h ∈ H1 y n ∈ N1.

3. El diagrama

H1

γ

��

ς1 // Aut(N1)
ξ∗

''OOOOOOOOOOO

Hom(N1, N2)

H2
ς2 // Aut(N2)

ξ∗
77ooooooooooo

,
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donde ξ∗ y ξ∗ están definidos por ξ∗(ζ) := ξ ◦ ζ y ξ∗(ζ) := ζ ◦ ξ, conmuta.

Además, en este caso χ es biyectivo si y sólo si ξ y γ lo son.

Demostración. La equivalencia entre los items (1) y (2) se sigue de que

χ((n, h)(n′, h′)) = χ(n(h ·ς1 n′), hh′) =
(
ξ
(
n(h ·ς1 n′)

)
, γ(hh′)

)
y

χ(n, h)χ(n′, h′) = (ξ(n), γ(h))(ξ(n′), γ(h′)) = (ξ(n)(γ(h) ·ς2 ξ(n′)), γ(h)γ(h′)),

mientras que la equivalencia entre los item (2) y (3) es consecuencia de que

ξ(h ·ς1 n′) = ξ(ς1(h)(n′)) = ξ∗(ς1(h))(n′)

y

γ(h) ·ς2 ξ(n′) = ς2(γ(h))(ξ(n′)) = ξ∗(ς2(γ(h)))(n′).

Para terminar, es claro que la afirmación adicional es verdadera. �

17. Sucesiones exactas cortas

Una sucesión de grupos y morfismos

· · · // A
ϕ // B

ψ // C
ς // D // · · ·

es una sucesión exacta si la imagen de cada morfismo es el núcleo del siguiente. Por ejemplo,
todas las sucesiones

G
ϕ // G′ ,

consistentes de un sólo morfismo, son exactas. Las de la forma

1 // G
ϕ // G′

lo son si y sólo si ϕ es un monomorfismo, y las de la forma

G
ϕ // G′ // 1,

si y sólo si ϕ es un epimorfismo. Una sucesión exacta corta es una sucesión exacta de la forma

(18) 1 // G′
ϕ // G

ψ // G′′ // 1 .

Es fácil ver que este es el caso si y sólo si ϕ es inyectiva, ψ es sobreyectiva e Imϕ = kerψ.
La sucesión exacta corta (18) es escindida a derecha si ψ es una retracción y a izquierda si ϕ
es una sección. Si hay un sucesión exacta corta de grupos como (18), decimos que G es una
extensión de G′ por G′′.

Ejemplo 17.1. Si N oς H es un producto semidirecto, entonces

(19) 1 // N
ιN // N oς H

πH // H // 1 ,

donde ιN y πH son los morfismos canónicos, es una sucesión exacta corta escindida a derecha.
Si ς :H → Aut(N) es el morfismo trivial (esto es, si NoςH es el producto directo de N con H),
entonces esta sucesión también es escindida a izquierda.
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Ejemplo 17.2. La sucesión de morfismos

0 // Z2
ι // Z4

π // Z2
// 0 ,

donde ι y π son los morfismos definidos por ι(1) := 2 y π(1) :=1, es una sucesión exacta corta
que no es escindida ni a izquierda ni a derecha.

Diremos que la sucesión exacta corta (18) es equivalente a la sucesión exacta corta

(20) 1 // G′
ι // L

π // G′′ // 1 ,

si existe un morfismo α : G→ L tal que el diagrama

1 // G′

idG′
��

ϕ // G

α

��

ψ // G′′

idG′′
��

// 1

1 // G′
ι // L

π // G′′ // 1

conmuta. Afirmamos que entonces α es necesariamente un isomorfismo. Para probarlo note-
mos primero que

α(g) = 1⇒ ∃ g′ ∈ G′ tal que ϕ(g′) = g porque ψ(g) = (π ◦α)(g) = 1 y (18) es exacta

⇒ g′ = 1 porque ι(g′) = α(g) = 1 y (20) es exacta

⇒ g = ϕ(g′) = 1,

y, por lo tanto, α es inyectivo. Nos queda ahora la tarea de probar que es sobreyectiva. Dado
que ψ lo es, para cada l ∈ L existe g ∈ G tal que ψ(g) = π(l), por lo que

π(α(g−1)l) = π(α(g−1))π(l) = ψ(g−1)π(l) = 1.

En consecuencia, debido a la exactitud de (20), hay un g′ ∈ G′ tal que ι(g′) = α(g−1)l y, aśı,

l = α(g)ι(g′) = α(g)α(ϕ(g′)) = α(gϕ(g′)),

como queremos.

Ejercicio 17.3. Consideremos un diagrama conmutativo de morfismos de grupos

1 // G′

α′

��

ϕ // G

α

��

ψ // G′′

α′′

��

// 1

1 // L′
ι // L

π // L′′ // 1

cuyas filas son exactas. Pruebe lo siguiente:

1. Si α′ y α′′ son inyectivas, entonces α también lo es.

2. Si α′ y α′′ son sobreyectivas, entonces α también lo es.

De la definición resulta evidente que la relación de equivalencia de sucesiones exactas
cortas es reflexiva y transitiva. Ahora es claro que también es simétrica. Notemos que si dos
sucesiones como las (18) y (20) son equivalentes, entonces una de ellas es escindida a un
lado si y sólo si la otra lo es. En el Ejemplo 17.1 vimos que las sucesiones exactas cortas
asociadas a productos semidirectos son escindidas a derecha, y que si el producto es directo,
entonces dicha sucesión es escindida a izquierda. En consecuencia, toda sucesión exacta corta
equivalente a una asociada a un producto semidirecto es escindida a derecha, y también a
izquierda si el producto es directo. Nuestro próximo objetivo es mostrar que vale la rećıproca,
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de lo cual se seguirá inmediatamente que las sucesiones exactas cortas escindidas a izquierda,
también lo son a derecha.

Teorema 17.4. Si una sucesión exacta corta

(21) 1 // N
ι // G

π // H // 1

es escindida a derecha, entonces existe un producto semidirecto N oςH tal que las sucesiones
exactas cortas (19) y (21), son equivalentes.

Demostración. Fijemos una sección s de π. Tomemos g, g′ ∈ G y h ∈ H. La igualdad

s(h)gg′s(h)−1 = s(h)gs(h)−1s(h)g′s(h)−1

muestra que para cada h ∈ H la función

G
Φs(h) // G

g � // s(h)gs(h)−1

es un morfismo de grupos, y de hecho un automorfismo, con inversa g 7→ s(h)−1gs(h). Además,
Φs(h) induce por restricción un automorfismo de ι(N), porque

π
(
s(h)gs(h)−1

)
= hπ(g)h−1 = 1 para cada g ∈ ι(N).

Por lo tanto, hay una única aplicación ς : H → Aut(N), tal que

ι(ς(h)(n)) = s(h)ι(n)s(h)−1 para todo h ∈ H y todo n ∈ N .

Además ς es un morfismo de grupos, porque

ι(ς(hh′)(n)) = s(hh′)ι(n)s(hh′)−1

= s(h)s(h′)ι(n)s(h′)−1s(h)−1

= s(h)ι(ς(h′)(n))s(h)−1

= ι
(
ς(h)(ς(h′)(n))

)
.

Aśı tiene sentido considerar el producto semidirecto N oς H. Para terminar la prueba será
suficiente mostrar que la aplicación α : N oς H → G, definida por α(n, h) := ι(n)s(h) es un
morfismo de grupos, y que el diagrama

1 // N
ιN //

idN
��

N oς H

α
��

πH // H

idH
��

// 1

1 // N
ι // G

π // H // 1

conmuta. Pero las igualdades

α(ιN (n)) = α(n, 1) = ι(n) y π(α(n, h)) = π(ι(n)s(n)) = π(ι(n))π(s(h)) = h
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muestran que lo último es cierto, y las igualdades

α((n, h)(n′, h′)) = α(n(h · n′), hh′)
= ι(n(h · n′))s(hh′)
= ι(n)ι(h · n′)s(h)s(h′)

= ι(n)s(h)ι(n′)s(h)−1s(h)s(h′)

= ι(n)s(h)ι(n′)s(h′)

= α(n, h)α(n′, h′),

que lo primero también lo es. �

Observación 17.5. En la demostración del Teorema 17.4 no sólo probamos que la su-
cesión exacta corta (21) es equivalente a una asociada a un producto semidirecto. También
pudimos construir expĺıcitamente la equivalencia. Muchas veces, cuando citemos dicho teore-
ma, en realidad nos estaremos refiriendo a este resultado más preciso.

Ejemplo 17.6. Si G es producto semidirecto interno G = NH de un subgrupo normal N
con un subgrupo H, entonces la sucesión de morfismos

1 // N
ι // G

π // H // 1 ,

donde ι es la inclusión canónica y π está dado por π(nh) := h es una sucesión exacta corta.
Por el Teorema 17.4, como la inclusión canónica de H en G es una sección de π, el diagrama

1 // N
ιN //

idN
��

N oς H

α
��

πH // H

idH
��

// 1

1 // N
ι // G

π // H // 1

,

donde ς(h)(n) := hnh−1 y α es el morfismo definido por α(n, h) := nh, conmuta y, por lo tan-
to, da una equivalencia de sucesiones exactas cortas. Como el lector habrá notado, el producto
semidirecto involucrado y el isomorfismo α fueron antes obtenidos en la Proposición 16.6.

Proposición 17.7. Las sucesiones exactas cortas asociadas a dos productos semidirectos
N oς1 H y N oς2 H son equivalentes si y sólo si existe una función $ : H → N que satisface:

(22) $(hh′) = $(h)
(
h ·ς2 $(h′)

)
y (h ·ς1 n)$(h) = $(h)(h ·ς2 n),

para todo h, h′ ∈ H y n ∈ N .

Demostración. Evidentemente para cada función χ : N oς1 H → N oς1 H, la conmuta-
tividad del diagrama

1 // N
ιN //

idN
��

N oς1 H

χ

��

πH // H

idH
��

// 1

1 // N
ιN // N oς2 H

πH // H // 1

equivale a que existe una función ω : N oς1 H → N tal que

(23) χ(n, h) = (ω(n, h), h) y ω(n, 1) = n
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Es claro ahora que

χ
(
(n, 1)(1, h)

)
=χ(n, h)=(ω(n, h), h) y χ(n, 1)χ(1, h)=(n, 1)(ω(1, h), h)=(nω(1, h), h).

En consecuencia

(24) χ
(
(n, 1)(1, h)

)
= χ(n, 1)χ(1, h) para todo n ∈ N y h ∈ H

si y sólo si ω es de la forma ω(n, h) = n$(h), donde $ es una función de H en N . Además la
segunda igualdad en (23) se satisface si y sólo si $(1) = 1. Supongamos que estamos en esta
situación. Entonces,

χ
(
(n, h)(n′, h′)

)
= χ

(
n(h ·ς1 n′), hh′

)
=
(
n(h ·ς1 n′)$(hh′), hh′

)
y

χ(n, h)χ(n′, h′) = (n$(h), h)(n′$(h′), h′) =
(
n$(h)(h ·ς2 (n′$(h′))), hh′

)
.

Por lo tanto χ es un morfismo de grupos si y sólo si

(h ·ς1 n′)$(hh′) = $(h)(h ·ς2 (n′$(h′))).

Considerando los caso n′ = 1 y h′ = 1, y usando que $(1) = 1, obtenemos las dos igualdades
de (22).

$(hh′) = $(h)(h ·ς2 $(h′)) y (h ·ς1 n′)$(h) = $(h)(h ·ς2 (n′$(1))).

Pero entonces, debido a la primera de estas igualdades $(1) = $(1)$(1), lo que implica que
$(1) = 1 y, en consecuencia, (22) se satisface. Rećıprocamente si este es el caso, entonces

(h ·ς1 n′)$(hh′)=(h ·ς1 n′)$(h)(h ·ς2 $(h′))=$(h)(h ·ς2 n′)(h ·ς2 $(h′))=$(h)(h ·ς2 (n′$(h′))),

como queremos. �

Notemos que la primera igualdad en (22) aparece también en la Observación 16.7. Esto no
es casualidad, se debe a que la composición de χ con la inclusión canónica de H en N oς1 H
es una sección del epimorfismo canónica π : N oς2 H → H.

Teorema 17.8. Si una sucesión exacta corta

(25) 1 // N
ι // G

π // H // 1

es escindida a izquierda, entonces es equivalente a la asociada al producto directo N ×H.

Demostración. Dada una retracción γ de ι, consideremos el morfismo

(γ, π) : G→ N ×H.

Como

(γ, π) ◦ ι(n) = (n, 1) y πH ◦ (γ, π)(g) = π(g) para todo n ∈ N y g ∈ G,

el diagrama

1 // N

idN
��

ι // G

(γ,π)

��

π // H

idH
��

// 1

1 // N
ιN // N ×H πH // H // 1

conmuta, lo que prueba el resultado. �
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18. Complementos

Terminamos con el estudio de la parte básica de grupos con la presentación de algunos
nuevos conceptos y también de algunas variantes de los que ya hemos dado.

18.1. Centro y automorfismos interiores

Un elemento g de un grupo G es central si gh = hg para todo h ∈ G. El centro ZG de G
es el conjunto de todos los elementos centrales de G.

Observación 18.1. Para toda familia (Gi)i∈I de grupos,

Z
(∏

Gi
)

=
∏

Z(Gi) y Z
(⊔

Gi
)

=
⊔

Z(Gi).

Ejemplo 18.2. A continuación calculamos el centro de los grupos diedrales y cuaternió-
nicos. Recordemos que el grupo diedral Dn está generado por dos elementos x e y sujetos a
las relaciones xn = 1, y2 = 1 e yxy−1x = 1, y que

Dn = {1, x, . . . , xn−1, y, xy, . . . , xn−1y}.

Es claro que D2 es conmutativo. Consideremos el caso n > 2. Entonces x2 6= 1 y, aśı, de la
igualdad x(xiy)x−1 = xi+2y se sigue que xiy /∈ ZDn para ningún i. Por otro lado, dado que

yxiy−1 = x−i y xi conmuta con x,

obtenemos que xi ∈ ZDn si y sólo si i = 0 o i = n/2. Por lo tanto,

ZDn =


Dn si n = 2,

1 si n es impar,

{1, xn/2} si n es par y n > 2.

Recordemos ahora que Hn es un grupo generado por dos elementos x e y sujetos a las rela-
ciones xny−2 = 1 e yxy−1x = 1 y que

Hn = {1, x, . . . , x2n−1, y, xy, . . . , x2n−1y}.

De la igualdad x(xiy)x−1 = xi+2y se sigue que xiy /∈ ZHn para ningún i, y puesto que

yxiy−1 = x−i y xi conmuta con x,

es claro que xi ∈ ZHn si y sólo si i = 0 o i = n. Por consiguiente, ZHn = {1, xn}.

Ejercicio 18.3. Muestre que si f : G → G es un endomorfismo de grupos, entonces no
necesariamente f(ZG) ⊆ ZG.

Ejercicio 18.4. Pruebe que si f : G→ G′ es un morfismo sobreyectivo de grupos, enton-
ces f(ZG) ⊆ ZG′.

Ejercicio 18.5. Pruebe que si N es un subgrupo normal de H × L y

N ∩ (H × 1) = N ∩ (1× L) = 1,

entonces N ⊆ Z(H × L).
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Para cada g ∈ G, consideremos la función Φg : G → G, definida por Φg(h) := ghg−1. Es
claro que Φg es biyectiva, con inversa Φg−1 , y la igualdad

Φg(hk) = ghkg−1 = ghg−1gkg−1 = Φg(h)Φg(k)

muestra que, de hecho, es un automorfismo, llamado el automorfismo interior de G asociado
a g. Además es fácil ver que la aplicación

G
Φ // Aut(G)

g � // Φg

es un morfismo de grupos cuya imagen es el conjunto Int(G) de los automorfismos interiores
de G, y cuyo núcleo es el centro de G. En consecuencia ZG es un subgrupo normal de G.
Hasta ahora nos hemos limitado a repetir el razonamiento hecho en la demostración del
Teorema 17.4. Aunque sencillo, el siguiente es el primer resultado escencialmente nuevo.

Proposición 18.6. La igualdad ϕ◦Φg ◦ϕ−1 = Φϕ(g) vale para cada ϕ ∈ Aut(G) y g ∈ G.
En part—icular, Int(G) /Aut(G).

Demostración. En efecto,

(ϕ ◦Φg ◦ϕ−1)(h) = ϕ(Φg(ϕ
−1(h))) = ϕ(gϕ−1(h)g−1) = ϕ(g)hϕ(g)−1 = Φϕ(g)(h),

para todo h ∈ G. �

Ejercicio 18.7. Pruebe que todos los subgrupos de H2 son normales.

Al grupo cociente Out(G) := Aut(G)/ Int(G) se lo conoce como el grupo de automorfismos
exteriores de G (aunque sus elementos no son automorfismos). Es obvio que la sucesión

1 // ZG
ι // G

Φ // Aut(G)
π // Out(G) // 1 ,

donde ι es la inclusión canónica y π la proyección al cociente, es exacta.

Ejemplo 18.8. Consideremos al grupo diedral Dn presentado como en el Ejemplo 18.2.
Un cálculo directo muestra que

Φxj (x) = x, Φxj (y) = x2jy, Φxjy(x) = x−1 y Φxjy(y) = x2jy.

En consecuencia si n > 2 y φ es como en el Ejemplo 14.18, entonces

φ(Int(Dn)) =

{
{(j, 1) : 0 ≤ j < n} ∪ {(j, n− 1) : 0 ≤ j < n} si n es impar,

{(2j, 1) : 0 ≤ j < n/2} ∪ {(2j, n− 1) : 0 ≤ j < n/2} si n es par.

Consideremos ahora al grupo cuaterniónico Hn presentado también como en el Ejemplo 18.2.
De la misma manera que para Dn

Φxj (x) = x, Φxj (y) = x2jy, Φxjy(x) = x−1 y Φxjy(y) = x2jy,

y, en consecuencia, si n > 2 y φ es como en el Ejemplo 14.19, entonces

φ(Int(Hn)) = {(2j, 1) : 0 ≤ j < n} ∪ {(2j, n− 1) : 0 ≤ j < n}.

El siguiente es un resultado sencillo pero muy útil.

Proposición 18.9. Si G/ZG es ćıclico, entonces G es abeliano.
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Demostración. Por hipótesis existe g ∈ G tal que G = 〈g〉ZG. Puesto que, para todo
m,n ∈ Z y todo h, k ∈ ZG,

(gmh)(gnk) = gmgnhk = gngmkh = (gnk)(gmh),

el grupo G es conmutativo. �

18.2. Elementos conjugados

Dos elementos g y h de un grupo G son conjugados si existe k ∈ G tal que

h = Φk(g) = kgk−1.

Como uno se obtiene del otro aplicando un automorfismo, los ordenes de g y h coinciden. La
relación ∼, definida en G por g ∼ h si y sólo si g y h son conjugados, es de equivalencia y, por
lo tanto, tiene asociada una partición, cuyos elementos son las clases de conjugación de G.

Proposición 18.10. Dos elementos g, h de G son conjugados si y sólo si existen k, l ∈ G
tales que g = kl y h = lk.

Demostración. Para empezar kl y lk son conjugados, ya que lk = k−1(kl)k. Rećıpro-
camente, si g y h son conjugados y h = kgk−1 = k(gk−1), entonces (gk−1)k = g. �

Ejercicio 18.11. Calcule las clases de conjugación en los grupos Dn y Hn.

Ejercicio 18.12. Pruebe que si un grupo G contiene un elemento de orden n > 1 y dos
clases de conjugación, entonces |G| = 2.

18.3. Subgrupos caracteŕısticos y completamente normales

Un subgrupo H de G es normal si y sólo si Φg(H) ⊆ H para todo g ∈ G (es decir si es unión
de clases de conjugación). Decimos que un subgrupo H de G es un subgrupo caracteŕıstico
de G si ϕ(H) ⊆ H para todo ϕ ∈ Aut(G). Entonces ϕ(H) = H para todo ϕ ∈ Aut(G). En
efecto,

ϕ−1(H) ⊆ H ⇒ H ⊆ ϕ(H).

Es evidente que todo subgrupo caracteŕıstico de G es normal. Afirmamos que ZG es un sub-
grupo caracteŕıstico de G. Para probar esto debemos mostrar que si g ∈ ZG y ϕ ∈ Aut(G),
entonces ϕ(g) ∈ ZG. Pero esto es cierto, porque

ϕ(g)h = ϕ(g)ϕ(ϕ−1(h)) = ϕ(gϕ−1(h)) = ϕ(ϕ−1(h)g) = ϕ(ϕ−1(h))ϕ(g) = hϕ(g),

para todo h ∈ G.

Ejemplo 18.13. Consideremos al grupo diedral Dn presentado como en el Ejemplo 18.2.
De los cálculos realizados en los Ejemplos 10.2 y 14.18 se sigue fácilmente que si n > 2,
entonces los subgrupos caracteŕısticos de Dn son Dn y los subgrupos de 〈x〉. Algo similar ocurre
con el grupo Hn, pero en este caso hay que usar los cálculos realizados en los Ejemplos 10.3
y 14.19 en lugar de los realizados en los Ejemplo 10.2 y 14.18.

Observación 18.14. Puede suceder que H / L / G, pero que H no sea normal en G.
Por ejemplo, este es el caso cuando G = S4, L = {id, σ1, σ2, σ3}, donde σ1, σ2 y σ3 son las
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permutaciones definidas por

σ1(1) = 2, σ1(2) = 1, σ1(3) = 4, σ1(4) = 3,

σ2(1) = 3, σ2(2) = 4, σ2(3) = 1, σ2(4) = 2,

σ3(1) = 4, σ3(2) = 3, σ3(3) = 2, σ3(4) = 1,

y H = {id, σ1}. Esto no ocurre si H es un subgrupo caracteŕıstico de L. En efecto, como L/G,
para cada g ∈ G el automorfismo interior Φg de G define por restricción un automorfismo ψ
(no necesariamente interior) de L. Pero entonces

Φg(H) = ψ(H) = H,

porque H es caracteŕıstico en L. También vale que si H es un subgrupo caracteŕıstico de L
y L un subgrupo caracteŕıstico de G, entonces H es un subgrupo caracteŕıstico de G. La de-
mostración es la misma, pero en lugar de automorfismos interiores de G hay que considerar
automorfismos arbitrarios.

Decimos que un subgrupo H de un grupo G es completamente normal si ϕ(H) ⊆ H para
todo ϕ ∈ End(G). Claramente todo subgrupo completamente normal de G es caracteŕıstico.
Por el Ejercicio 18.3 sabemos que la rećıproca no vale. Si H ⊆ L ⊆ G es una cadena de
subgrupos con H completamente normal en L y L es completamente normal en G, entonces
H es completamente normal en G. La demostración es similar a las dadas en la observación
anterior.

Ejercicio 18.15. Pruebe que si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y |H| es
coprimo con |G/H|, entonces H es un subgrupo completamente normal de G.

Proposición 18.16. Supongamos que H ≤ L ≤ G.

1. Si H es normal en G y L/H es normal en G/H, entonces L es normal en G.

2. Si H es caracteŕıstico en G y L/H es caracteŕıstico en G/H, entonces L es carac-
teŕıstico en G.

3. Si H es completamente normal en G y L/H es completamente normal en G/H,
entonces L es completamente normal en G.

Demostración. Recordemos que para cada g ∈ G denotamos con [g] a su clase en G/H.
Como Φ[g](L/H) = Φg(L)/H y L/H es normal en G/H,

Φg(L)/H = L/H,

lo cual implica que Φg(L) = L. Esto prueba el item 1). Los items 2) y 3) pueden probarse en
forma similar, pero usando, en lugar de automorfismos interiores, automorfismos al tratar el
primero, y endomorfismos al tratar el segundo. �

18.4. Subgrupo conmutador y abelianizado

El conmutador de un grupo G es el subgrupo [G,G] de G generado por los conmutadores
[g, h] := ghg−1h−1, con g, h ∈ G. Claramente ϕ([g, h]) = [ϕ(g), ϕ(h)] para todo morfismo de
grupos ϕ : G→ G′ y todo par de elementos g y h de G. Por lo tanto, ϕ([G,G]) ⊆ [G′, G′]. En
particular, tomando G′ = G se deduce que [G,G] es un subgrupo completamente normal de G.
Al cociente G/[G,G] se lo denomina el abelianizado de G. Es un grupo conmutativo, porque
gh = [g, h]hg. En consecuencia, por el teorema de la correspondencia, si H es un subgrupo
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de G que contiene a [G,G], entonces H es normal y G/H es conmutativo. Rećıprocamente,
si H es un subgrupo normal de G y G/H es conmutativo, entonces [G,G] ⊆ H puesto que la
clase de [g, h] = ghg−1h−1 en G/H es el elemento neutro de G/H, para todo g, h ∈ G. Una
consecuencia de esta reflexión es que [G,G] = 1 si y sólo si G es conmutativo (lo que por otra
parte es obvio).

Si ϕ es un morfismo de G en un grupo conmutativo G′, entonces ϕ([G,G]) = 1. Por
consiguiente existe un único morfismo ϕ′ : G/[G,G]→ G′ tal que el diagrama

G
ϕ //

π

��

G′

G/[G,G]

ϕ′

::uuuuuuuuu
,

donde π denota a la proyección canónica, conmuta. Esta es la propiedad universal del abelia-
nizado de G.

Por el comentario que precede a la Proposición 13.16, para cada morfismo de grupos

ϕ : G→ G′

existe un único morfismo ϕ : G
[G,G] →

G′

[G′,G′] tal que el diagrama

G
ϕ //

π

��

G′

π′

��
G/[G,G]

ϕ // G′/[G′, G′]

,

conmuta. Es evidente que idG = idG/[G,G] y que si ϕ : G→ G′ y ψ : G′ → G′′ son dos morfismos

de grupos, entonces ψ ◦ϕ = ψ ◦ϕ.

Ejemplo 18.17. Consideremos el grupo diedral Dn, presentado como en el Ejemplo 18.2.
Vamos a determinar su subgrupo conmutador. Puesto que [x, y] = x2, el subgrupo 〈x2〉 de Dn

está inclúıdo en [Dn, Dn]. Pero como 〈x2〉 es un subgrupo normal de Dn y Dn/〈x2〉 ' D2

es conmutativo, [Dn, Dn] = 〈x2〉. Consideremos ahora el grupo cuaterniónico generalizado,
también con la presentación dada en el Ejemplo 18.2. Como 〈x2〉 / Hn, el cociente Hn/〈x2〉
es conmutativo y [x, y] = x2, el subgrupo conmutador de Hn es 〈x2〉.

18.5. El conmutador de dos subgrupos

El conmutador [H,L], de dos subgrupos H y L de G es el subgrupo de G generado por
los conmutadores [h, l], con h ∈ H y l ∈ L. Es claro que [H,L] = 1 si y sólo si los elementos
de H conmutan con los de L, que [L,H] = [H,L], y que ϕ([H,L]) = [ϕ(H), ϕ(L)] para cada
morfismo de grupos ϕ : G→ G′.

Proposición 18.18. Si H y L son subgrupos normales, caracteŕısticos o completamente
normales de G, entonces [H,L] también lo es.

Demostración. Supongamos que H y L son normales en G. Entonces

Φg([H,L]) = [Φg(H),Φg(L)] = [H,L]

para todo g ∈ G. Esto prueba que [H,L] es un subgrupo normal de G. Los otros casos pueden
tratarse de manera similar. �
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Observación 18.19. Si H y L son subgrupos de un grupo G y K/G, entonces [H,L] ⊆ K
si y sólo si las clases en G/K de los elementos de H conmutan con las de los de L. En parti-

cular [G,H] ⊆ K si y sólo si HK/K ⊆ Z(G/K). Denotemos con H, L y [H,L] a los mı́nimos
subgrupos normales de G que contienen a H, L y [H,L] respectivamente. Obviamente, el

mı́nimo K tal que [H,L] ⊆ K es [H,L]. Como [H,L] ⊆ [H,L] y, por la Proposición 18.18, el

subgrupo [H,L] de G es normal, [H,L] está inclúıdo en [H,L].

Supongamos que H y L son subgrupos normales de un grupo G. Si ϕ : G → G′ es un
morfismo de grupos y los elementos de ϕ(H) conmutan con los de ϕ(L), entonces existe un
único morfismo ϕ′ : G/[H,L]→ G′ tal que el diagrama

G
ϕ //

π

��

G′

G/[H,L]

ϕ′

::vvvvvvvvv

donde π denota a la proyección canónica, conmuta.
Consideremos ahora un morfismo de grupos ϕ : G → G′, y subgrupos normales H, L de

G y H ′, L′ de G′. Por el comentario que precede a la Proposición 13.16, si ϕ(H) ⊆ H ′ y

ϕ(L) ⊆ L′, entonces existe un único morfismo ϕ : G
[H,L] →

G′

[H′,L′] tal que el diagrama

G
ϕ //

π

��

G′

π′

��
G/[H,L]

ϕ // G′/[H ′, L′]

,

conmuta. Es claro que idG = idG/[H,L] y que si ϕ : G→ G′ es como arriba y ψ : G′ → G′′ es un
morfismo de grupos que satisface ψ(H ′) ⊆ H ′′ y ψ(L′) ⊆ L′′, donde H ′′ y L′′ son subgrupos
normales de G′′, entonces ψ ◦ϕ = ψ ◦ϕ.

Observación 18.20. Para cada terna (Hi)i∈I , (Li)i∈I y (Gi)i∈I , de familias de grupos tal
que Hi, Li ≤ Gi para todo i,[∏

Hi,
∏

Li

]
=
∏

[Hi, Li] y
[⊔

Hi,
⊔
Li

]
=
⊔

[Hi, Li].

Ejercicio 18.21. Pruebe que el conmutador [−,−] : G × G → G tiene las siguientes
propiedades

1. [a, bc] = [a, b]b[a, c]b−1 y [ab, c] = a[b, c]a−1[a, c].

2. [cac−1, [b, c]][bcb−1, [a, b]][aba−1, [c, a]] = 1 (identidad de Hall).

3. b[a, [b−1, c]]b−1c[b, [c−1, a]]c−1a[c, [a−1, b]]a−1 = 1 (identidad de Jacobi).

18.6. Subgrupos conjugados

Dos subgrupos L y H de un grupo G son conjugados si existe g ∈ G tal que L = gHg−1.
Es evidente que los ordenes de dos subgrupos conjugados coinciden. Además, puesto que
gHg−1 = Φg(H), se sigue del Teorema 13.11 que también coinciden sus ı́ndices. Claramente
la relación ∼, definida en el conjunto de los subgrupos de G por L ∼ H si L y H son
conjugados, es de equivalencia. Los elementos de la partición asociada son llamados clases de
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conjugación de subgrupos de G. De la definición se sigue fácilmente que un subgrupo H de
G es normal si y sólo si es el único elemento de su clase de conjugación. Más aún, para cada
subgrupo H de G, la intersección

N :=
⋂
g∈G

gHg−1,

de todos los subgrupos conjugados a H, es el máximo subgrupo normal de G inclúıdo en H.
En efecto, N es normal porque

hNh−1 ⊆
⋂
g∈G

hgHg−1h−1 =
⋂
g∈G

gHg−1 = N,

para todo h ∈ G, y N es máximo entre los subgrupos normales de G inclúıdos en H, porque
si L ⊆ H es normal en G, entonces L = gLg−1 ⊆ gHg−1 para todo g ∈ G. Notemos además
que si {gi : i ∈ I} es un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de H en G (i. e.
un conjunto de elementos de G tales que gH ∩ {gi : i ∈ I} tiene exáctamente un elemento
para cada g ∈ G), entonces

N =
⋂
i∈I

giHg
−1
i ,

puesto que (gih)H(gih)−1 = giHg
−1
i , para todo i ∈ I y h ∈ H.

Observación 18.22. Supongamos que H es un subgrupo de G de ı́ndice finito n. Consi-
deremos un conjunto de representantes {g1, . . . , gn} de las coclases a izquierda de H en G.
Por la Observación 6.12

|G/N | ≤
n∏
i=1

|G/giHg−1
i | = nn.

Esta desigualdad será mejorada más adelante.

Observación 18.23. Es evidente que si g es un elemento de orden 2 de G, entonces 〈g′〉
es conjugado de 〈g〉 si y sólo si g′ lo es de g.

18.7. El normalizador y el centralizador

El normalizador y el centralizador de un subconjunto H de G son los subgrupos

NG(H) := {g ∈ G : gHg−1 = H} y CG(H) := {g ∈ G : ghg−1 = h para todo h ∈ H}
de G, respectivamente. Es obvio que CG(H) ≤ NG(H). Además, si g ∈ NG(H) y l ∈ CG(H),
entonces

glg−1h(glg−1)−1 = gl(g−1hg)l−1g−1 = g(g−1hg)g−1 = h,

para todo h ∈ H y, por lo tanto, CG(H) /NG(H). De las definiciones se sigue que:

1. CG(gHg−1) = gCG(H)g−1 y NG(gHg−1) = gNG(H)g−1 para todo g ∈ G.

2. H ⊆ CG(H) si y sólo si los elementos de H conmutan entre si y, en ese caso, CG(H)
es el máximo subgrupo de G en el que los elementos de H son centrales.

3. Si H es un subgrupo de G, entonces NG(H) es máximo subgrupo de G en el que H
es normal.

4. CG(H) = CG(〈H〉) y NG(H) ⊆ NG(〈H〉).
5.
⋂
i∈I CG

(
Hi

)
= CG

(⋃
i∈I Hi

)
para cada familia (Hi)i∈I de subconjuntos de G.
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6.
⋃
i∈I CG

(
Hi

)
⊆ CG

(⋂
i∈I Hi

)
para cada familia (Hi)i∈I de subconjuntos de G.

7.
⋂
i∈I NG

(
Hi

)
⊆ NG

(⋂
i∈I Hi

)
para cada familia (Hi)i∈I de subconjuntos de G.

8.
⋂
i∈I NG

(
Hi

)
⊆ NG

(⋃
i∈I Hi

)
para cada familia (Hi)i∈I de subconjuntos de G.

Observación 18.24. Si (Hi)i∈I y (Gi)i∈I es un par de familias de grupos, tal que Hi ≤ Gi
para todo i, entonces

N∏
Gi

(∏
Hi

)
=
∏

NGi(Hi), N⊔
Gi

(⊔
Hi

)
=
⊔

NGi(Hi),

C∏
Gi

(∏
Hi

)
=
∏

CGi(Hi) y C⊔
Gi

(⊔
Hi

)
=
⊔

CGi(Hi).

Observación 18.25. Es evidente que si g ∈ G tiene orden 2, entonces CG(g) = NG(〈g〉).
En consecuencia 〈g〉 / G si y sólo si g ∈ ZG.

Ejercicio 18.26. Calcule los centralizadores de los elementos de Dn y Hn.

Decimos que un subgrupo L de G normaliza a otro subgrupo H si L ⊆ NG(H). Similar-
mente, decimos que L centraliza a H si L ⊆ CG(H). Es fácil ver que L normaliza a H si y
sólo si [H,L] ⊆ H y que centraliza a H si y sólo si [H,L] = 1. Supongamos que L normaliza a
H. Entonces, como H,L ⊆ NG(H) y H es normal en NG(H), el conjunto HL es un subgrupo
de NG(H) y, por lo tanto, de G. Además H/(H ∩ L) ' HL/H, porque H /HL.

Observación 18.27. Consideremos un grupo G y subgrupos H y L de G. Si L normaliza
a H y [H,L] ∩H = 1, entonces [H,L] = 1, porque, como vimos antes, [H,L] ⊆ H. En otras
palabras, los elementos de H conmutan con los de L. En particular, si H es un subgrupo
normal de G y [G,H] ∩ H = 1 (lo que ocurre por ejemplo si [G,G] ∩ H = 1), entonces
H ⊆ ZG.

Ejercicio 18.28. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que L está
inclúıdo en NG(H). Pruebe que si K es un subgrupo normal de L, entonces HK es un subgrupo
normal de HL.
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Caṕıtulo 2

El grupo simétrico

En este caṕıtulo estudiamos los grupos simétricos o de permutaciones Sn para n ≥ 2.
En particular probamos que Sn tiene un subgrupo canónico An, de ı́ndice 2, llamado grupo
alternado en n śımbolos. También encontramos conjuntos de generadores y presentaciones de
Sn y An, calculamos sus centros y subgrupos conmutadores y probamos que An es simple
para todo n ≥ 3 y distinto de 4, siendo este el resultado más importante que obtendremos.

Empecemos recordando que el orden de Sn es n!. Una forma bastante usual (pero que
nosotros no utilizaremos nunca) de describir una permutación σ es escribiendo:

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Recoremos que In denota al conjunto {1, . . . , n}, de modo que Sn = SIn . Para cada σ ∈ Sn y
j ∈ In decimos que σ fija j si σ(j) = j y que lo mueve si σ(j) 6= j. Notemos que si σ mueve j,
entonces también mueve σ(j), de manera que σ induce una permutación en el conjunto de
los elementos movidos por ella. Dos permutaciones σ y τ son disjuntas si cada j ∈ In movido
por una de ellas es dejado fijo por la otra. Si este es el caso, entonces σ y τ conmutan entre
si y σ ◦ τ satisface

σ(τ(j)) =

{
σ(j) si τ fija j,

τ(j) si σ fija j.

Es evidente que si σ se escribe como un producto σ = σ1 ◦ · · · ◦σs de permutaciones disjuntas
dos a dos, entonces el conjunto de puntos movidos por σ es la unión disjunta de los conjuntos
de puntos movidos por cada σi.

1. Estructura ćıclica

Una permutación σ ∈ Sn es un r-ciclo si existen i1, . . . , ir ∈ In distintos, tales que σ deja
fijos los elementos de In \ {i1, . . . , ir} y

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, . . . , σ(ir−1) = ir y σ(ir) = i1.
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Emplearemos el śımbolo (i1, . . . , ir) para denotar a este r-ciclo. Esta escritura no es única.
Los sinónimos de (i1, . . . , ir) son

(i2, . . . , ir, i1) = (i3, . . . , ir, i1, i2) = · · · = (ir, i1, . . . , ir−1).

Es fácil ver que el orden de un r-ciclo es r y que hay

1

r
n(n− 1) · · · (n− r + 1)

r-ciclos en Sn. El único 1-ciclo es la permutación identidad. A los 2 ciclos también se los llama
transposiciones. El hecho que el mismo śımbolo (i, j) designe a un par ordenado y a una
permutación no es grave, porque en cada caso el significado quedará claro por el contexto.

Teorema 1.1. Toda permutación σ ∈ Sn se escribe como un producto σ = σ1 ◦ · · · ◦ σr
de ciclos de orden mayor que 1 disjuntos dos a dos (y que por lo tanto conmutan entre si).
Además el orden de σ es el mı́nimo de los múltiplos comunes de los órdenes de los σi’s, y esta
escritura es única, salvo el orden en que aparecen sus factores.

Demostración. Primero probaremos la existencia, por inducción en la cantidad k de
elementos de In que son movidos por σ. Si k = 0, entonces σ es la identidad, que puede
pensarse como la composición de la familia vaćıa de ciclos. Supongamos que k > 0 y que el
resultado vale para las permutaciones que mueven menos que k elementos. Tomemos i1 ∈ In
tal que σ(i1) 6= i1 y definamos i2 = σ(i1), i3 = σ(i2), i4 = σ(i3), etcétera. Como In es
finito existe un mı́nimo número natural r tal que ir+1 ∈ {i1, . . . , ir} y, como σ es inyectiva,
forzosamente debe ser ir+1 = i1. Consideremos el r-ciclo σ1 definido por

σ1(i1) = i2, σ1(i2) = i3, . . . , σ1(ir−1) = ir y σ1(ir) = i1.

Dado que el conjunto de puntos fijados por σ−1
1 ◦ σ es la unión disjunta de {i1, . . . , ir} y el

conjunto de los puntos fijados por σ, se sigue de la hipótesis inductiva, que existen ciclos
disjuntos σ2, . . . , σs tales que

σ−1
1 ◦ σ = σ2 ◦ · · · ◦ σs.

Como {i1, . . . , ir} es dejado fijo por cada uno de los ciclos σ2, . . . , σs la expresión

σ = σ1 ◦ · · · ◦ σs
es un producto de ciclos disjuntos dos a dos. Veamos ahora la unicidad. Supongamos que

σ = σ1 ◦ · · · ◦ σs = σ′1 ◦ · · · ◦ σ′s′

Si s = 0, entonces σ es la identidad, y también s′ = 0. Supongamos que s > 0. Tomemos un
elemento i1 movido por σ1. Entonces i1 también es movido por un σ′i y, como los σ′j conmutan

entre si, podemos suponer que i = 1. Es fácil ver que σk1 (i1) = σk(i1) = σ′1
k(i1) para todo

k ∈ N. Pero entonces σ1 = σ′1 y, por lo tanto,

σ2 ◦ · · · ◦ σs = σ2 ◦ · · · ◦ σs′ .

Un argumento inductivo muestra ahora que s′ = s y {σ2, . . . , σs} = {σ′2, . . . , σ′s′}. Denotemos
con rj al orden de σj , con r′ al de σ y con r al mı́nimo de los múltiplos comunes de los
rj ’s. Para terminar la demostración resta ver que r = r′. Por una parte, r′ divide a r porque

σr=σr1◦· · ·◦σrs =id. Pero por otra parte, si ij es movido por σj , entonces σr
′
j (ij) = σr

′
(ij) = ij ,

de manera que rj divide a r′ para todo j y aśı r divide a r′. �
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Por ejemplo, del teorema anterior se sigue que los elementos de S4 que son un 2-ciclo o
producto de dos 2-ciclos disjuntos tienen orden 2, los 3-ciclos tienen orden 3 y los 4-ciclos,
orden 4.

Escribamos una permutación σ ∈ Sn como un producto de ciclos distintos de la identidad
y disjuntos dos a dos

σ = σ1 ◦ · · · ◦ σs.
Denotemos con α1 a la cantidad de puntos dejados fijos por σ y con αj , para 1 < j ≤ n, a la
cantidad de j-ciclos que aparecen en {σ1, . . . , σs}. Es claro α1 + 2α2 + · · · + nαn = n. A la
sucesión [α1, . . . , αn] la llamamos la estructura ćıclica de σ.

Teorema 1.2. Dos permutaciones son conjugadas en Sn si y sólo si tienen la misma
estructura ćıclica. Además si

σ = (i1, . . . , ir1) ◦ (ir1+1, . . . , ir2) ◦ · · · ◦ (irs−1+1, . . . , irs)

y τ es una permutación arbitraria, entonces

τ ◦ σ ◦ τ−1 =
(
τ(i1), . . . , τ(ir1)

)
◦
(
τ(ir1+1), . . . , τ(ir2)

)
◦ · · · ◦

(
τ(irs−1+1), . . . , τ(irs)

)
.

Demostración. Un cálculo sencillo muestra que, para cada r-ciclo (i1, . . . , ir) cada per-
mutación τ ,

τ ◦ (i1, . . . , ir) ◦ τ−1 = (τ(i1), . . . , τ(ir)).

En consecuencia, si σ se escribe como un producto de ciclos disjuntos dos a dos en la forma
σ = σ1 ◦ · · · ◦ σs, entonces

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (τ ◦ σ1 ◦ τ−1) ◦ · · · ◦ (τ ◦ σs ◦ τ−1)

tiene la misma estructura ćıclica que σ. Rećıprocamente, supongamos que σ y σ′ son dos
permutaciones que tienen la misma estructura ćıclica y, más precisamente, que

σ = (i1, . . . , ir1) ◦ (ir1+1, . . . , ir2) ◦ · · · ◦ (irs−1+1, . . . , irs)

y

σ′ = (i′1, . . . , i
′
r1) ◦ (i′r1+1, . . . , i

′
r2) ◦ · · · ◦ (i′rs−1+1, . . . , i

′
rs).

Entonces la permutación τ ∈ Sn definida por

τ(i) :=

{
i′j si i = ij con 1 ≤ j ≤ rs,
ϕ(i) si i ∈ In \ {i1, . . . , irs},

donde ϕ : In \ {i1, . . . , irs} → In \ {i′1, . . . , i′rs} es una función biyectiva arbitraria, satisface

τ ◦ σ ◦ τ−1 = σ′. �

Por el teorema anterior cada clase de conjugación de Sn queda determinada uńıvocamente
por la estructura ćıclica de cada uno de sus elementos. Por consiguiente hay tantas clases de
conjugación como sucesiones α1, . . . , αn ≥ 0 que satisfacen

α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = n.

Para cada una de esta sucesiones, consideremos los números µj := αj+ · · ·+αn. Por su misma
definición

(26) µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn y µ1 + · · ·+ µn = n.
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1 Estructura ćıclica El grupo simétrico

Las sucesiones de énteros no negativos que satisfacen (26) son llamadas particiones de n
porque dan las formas de “partir” n como suma de n o menos números naturales. Por otro
lado, dada una partición µ1 ≥ µ2 ≥ · · · ≥ µn de n, podemos definir

αj :=

{
µj − µj+1 si j < n,

µn si j = n,

y claramente

α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = µ1 + · · ·+ µn = n.

Dado que estas correspondencias son inversa una de la otra, hay tantas clases de conjugación
de Sn como particiones de n.

Ejemplo 1.3. Las particiones de 5 son

(1, 1, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 0), (2, 2, 1, 0, 0), (3, 1, 1, 0, 0), (3, 2, 0, 0, 0), (4, 1, 0, 0, 0) y (5, 0, 0, 0, 0).

Por lo tanto S5 tiene 7 clases de conjugación.

Por último, la cantidad de elementos que tiene la clase de conjugación asociada a la
estructura ćıclica [α1, . . . , αn] es

(27)
n!

1α1α1!2α2α2! . . . nαnαn!
.

En efecto, esto se sigue de que cada j-ciclo se puede obtener de j formas distintas

(i1, . . . , ij) = (i2, . . . , ij , i1) = · · · = (ij , i1, . . . , ij−1)

y de que si permutamos entre si ciclos de orden j, obtenemos la misma permutación de Sn.
La expresión (27) es conocida como fórmula de Cauchy.

Observación 1.4. El Teorema 1.2 puede usarse para probar que si un morfismo de grupos
f : G→ H no es sobreyectivo, entonces tampoco es un epimorfismo. Con este fin escribamos
K := Im f y supongamos que K es un subgrupo propio de H. Debemos mostrar que hay un
grupo N y morfismos distintos α, β : H → N tales que α|K = β|K . Tomemos N := SX , donde
X es el conjunto de las coclases a izquierda de K en H, junto con un elemento adicional ∗.
Definamos α por

α(h)(x) :=

{
∗ si x = ∗,
hx si x 6= ∗,

y β como la composición Φτ ◦α, donde Φτ es la conjugación por la transposición τ de X que
intercambia K con ∗. Es fácil ver que α es un morfismo de grupos y es evidente que ∗ es un
punto fijo de α(h) para todo h ∈ H, mientras que K es un punto fijo de α(h) si y sólo si
h ∈ K. En consecuencia, por la segunda afirmación del Teorema 1.2,

β(h) = Φτ (α(h)) = α(h)

si y sólo si h ∈ K, que es más que lo que necesitábamos probar.

En los ejemplos que siguen encontramos condiciones sobre n y m para que Sm contenga
un subgrupo isomorfo a Zn y a Dn respectivamente. Para realizar los cálculos es conveniente
usar la estructura ćıclica de las permutaciones involucradas en ellos.
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Ejemplo 1.5. Supongamos que n ≥ 2 y tomemos σ := (1, . . . , n). Como |σ| = n el grupo
〈σ〉 es ćıclico y tiene orden n. Supongamos ahora que n ≥ 2 y que n = n1 · · ·nr con los ni
coprimos dos a dos. De la misma manera que arriba, para cada i podemos elegir σi ∈ Sn1+···+nr
tal que |σi| = ni y

σi(j) = j para todo j tal que j ≤ n1 + · · ·+ ni−1 o j > n1 + · · ·+ ni.

Como evidentemente σ := σ1 ◦ · · · ◦σr tiene orden n, el grupo Sn1+···+nr contiene un subgrupo
isomorfo a Zn.

Ejemplo 1.6. Supongamos que n > 2 y tomemos τ y σ en Sn definidos por

σ := (1, . . . , n) y τ :=

{
(1, n) ◦ (2, n− 1) ◦ · · · ◦ ((n− 1)/2, (n+ 3)/2) si n es impar,

(1, n) ◦ (2, n− 1) ◦ · · · ◦ (n/2, (n+ 2)/2) si n es par.

Como

(28) |τ | = 2, |σ| = n y τ ◦ σ ◦ τ = σ−1

el grupo 〈σ, τ〉 no es conmutativo y tiene orden menor o igual a 2n. Dado que por otra parte
〈σ〉 es un subgrupo conmutativo de orden n de 〈σ, τ〉, se sigue del teorema de Lagrange que
necesariamente |〈σ, τ〉| = 2n. Aśı, debido a la Observación 14.12 del Caṕıtulo 1, el subgrupo
〈σ, τ〉 de Sn es isomorfo a Dn. Supongamos ahora que n > 2 y que n = n1 · · ·nr con los ni
coprimos dos a dos. De la misma manera que arriba, para cada i podemos elegir σi y τi en
Sn1+···+nr tales que

|τi| = 2, |σi| = ni, τi ◦ σi ◦ τi = σ−1
i

y

σi(j) = τi(j) = j para todo j tal que j ≤ n1 + · · ·+ ni−1 o j > n1 + · · ·+ ni

Es evidente que σ := σ1 ◦ · · · ◦ σr y τ := τ1 ◦ · · · ◦ τr satisfacen las condiciones de (28). Aśı el
mismo argumento que antes muestra que Sn1+···+nr contiene un subgrupo isomorfo a Dn.

2. Generadores de Sn

Un cálculo directo muestra que

(i1, . . . , ir) = (i1, ir) ◦ (i1, ir−1) ◦ · · · ◦ (i1, i2) y (1, i1) ◦ (1, ij) ◦ (1, i1) = (i1, ij).

Como cada permutación es producto de ciclos se sigue de esto que

Sn = 〈(1, 2), (1, 3), . . . , (1, n)〉.

Como además (i, i+ 1) ◦ (1, i) ◦ (i, i+ 1) = (1, i+ 1) para todo i < n, es claro que también

Sn = 〈(1, 2), (2, 3), . . . , (n− 1, n)〉.

Por último, usando la igualdad (1, . . . , n)i−1 ◦ (1, 2) ◦ (1, . . . , n)−i+1 = (i, i + 1), válida para
i < n, conclúımos que

Sn = 〈(1, 2), (1, . . . , n)〉.
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3 El signo de una permutación El grupo simétrico

3. El signo de una permutación

Un par (i, j) ∈ In × In es un descenso de una permutación σ ∈ Sn si i < j y σ(i) > σ(j).
Designamos con Des(σ) al conjunto de descensos de σ. Por definición el signo de σ es

sg(σ) := (−1)|Des(σ)|.

La propiedad más importante de la función sg : Sn → {−1, 1} es que, como estableceremos
en el Teorema 3.3, es un morfismo sobreyectivo de grupos.

Proposición 3.1. Para cada σ∈Sn y cada k<n, la cantidad de descensos de (k, k+1)◦σ
difiere en ±1 de la de σ.

Demostración. Es evidente que:

- Si σ({i, j}) 6= {k, k+1}, entonces (i, j) ∈ Des((k, k+1)◦σ) si y sólo si (i, j) ∈ Des(σ).

- Si σ({i, j}) = {k, k+1}, entonces (i, j) ∈ Des((k, k+1)◦σ) si y sólo si (i, j) /∈ Des(σ).

El resultado se sigue fácilmente de estas observaciones. �

Corolario 3.2. Si σ = σ1 ◦ · · · ◦ σs, donde las σi’s son transposiciones de elementos
consecutivos, entonces s es congruente a |Des(σ)| módulo 2.

Demostración. Se sigue fácilmente de la Proposición 3.1 haciendo inducción en s. �

Teorema 3.3. La función sg : Sn → {−1, 1} es un morfismo sobreyectivo.

Demostración. Por el Corolario 3.2, si σ=σ1◦· · ·◦σs, donde las σi’s son transposiciones
de elementos consecutivos, entonces sg(σ) = (−1)s. Usando esta caracterización es muy fácil
ver que sg es un morfismo. Además es sobreyectivo porque sg(id) = 1 y sg(1, 2) = −1. �

Proposición 3.4. Si σ es un r-ciclo (i1, . . . , ir), entonces sg(σ) = (−1)r−1.

Demostración. Supongamos que σ es el r-ciclo (i1, . . . , ir). Como

σ = (i1, ir) ◦ (i1, ir−1) ◦ · · · ◦ (i1, i2),

debido al teorema anterior es suficiente probar que el signo de cada transposición es −1. Es
evidente que esto pasa para las transposiciones (i, i + 1) de elementos consecutivos. Supon-
gamos ahora que ya sabemos que el signo de (i, j) es −1 y que j < n. Entonces dado que
(i, j + 1) = (j, j + 1) ◦ (i, j) ◦ (j, j + 1) se sigue nuevamente del teorema anterior que también
el signo de (i, j + 1) es −1. �

Proposición 3.5. Si σ ∈ Sn tiene estructura ćıclica [α1, . . . , αn], entonces

sg(σ) = (−1)n−s,

donde s = α1 + · · ·+ αn.

Demostración. Escribamos σ = σ1 ◦ · · · ◦ σs, de σ como producto de ciclos disjuntos,
donde los primeros α2 ciclos tienen orden 2, los siguientes α3 tienen orden 3, etcétera. Por el
Teorema 3.3 y la Proposición 3.4

sg(σ) = sg(σ1) · · · sg(σs) = (−1)
∑n
j=2 αj(j−1) = (−1)

∑n
j=1 αjj−

∑n
j=1 αj = (−1)n−s,

como queŕıamos. �

74



El grupo simétrico 4 Generadores de An

Decimos que una permutación es par si su signo es 1 e impar si es −1. El grupo alternado
An es, por definición, el subgrupo de Sn formado por las permutaciones pares. Como An es
el núcleo de sg, es un subgrupo normal de orden n!/2 de Sn.

Observación 3.6. La aplicación θ : Sn → An+2, definida por

θ(σ) :=

{
σ si σ es par,

σ ◦ (n+ 1, n+ 2) si σ es impar,

es un morfismo inyectivo de grupos.

Proposición 3.7. Si H es un subgrupo de Sn y H * An, entonces H ∩An es un subgrupo
normal de ı́ndice 2 de H. Además si H tiene una permutación impar σ de orden dos, entonces
H es el producto semidirecto interno de H ∩An y {id, σ}.

Demostración. Tomemos σ ∈ H \An. Como la función

H ∩An
// H \An

τ � // τ ◦ σ
es biyectiva, H ∩An es un subgrupo de ı́ndice 2 de H y, por lo tanto, es normal. Supongamos
ahora que σ es una permutación impar de orden dos. Como

(H ∩An) ∩ {id, σ} = {id} y (H ∩An){id, σ} = H,

el grupo H es el producto semidirecto interno de H ∩An y {id, σ}. �

Demostración alternativa de la Proposición 3.7. Por la Observación 6.12 del Caṕıtu-
lo 1 sabemos que |H : H ∩ An | ≤ |Sn : An| = 2. En consecuencia, como H ∩ An 6= H,
necesariamente |H : H ∩An | = 2.

4. Generadores de An

Como cada elemento de An es producto de un número par de transposiciones y

(a, b) ◦ (a, c) = (a, c, b), (a, b) ◦ (c, d) = (a, b, c) ◦ (b, c, d) y (a, b, c) = (a, c, b)2,

donde a, b, c, d son elementos distintos de In, el grupo alternado An está generado por los
cuadrados de los 3-ciclos. El resultado que sigue, combinado con lo que acabamos de ver,
prueba que los cuadrados de (1, 3, 2), (1, 4, 2), . . . , (1, n, 2) generan a An.

Teorema 4.1. Para todo n ∈ N,

An = 〈(1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, n)〉.

Demostración. Cuando n < 3 el resultado es trivial. Supongamos que n ≥ 3. Como An

está generado por los 3-ciclos y, para cada terna a, b, c de elementos de In distintos de 1,

(a, b, c) = (1, c, b) ◦ (1, a, b) ◦ (1, a, c),

para concluir la demostración será suficiente mostrar que cada 3-ciclo (1, a, b) con a 6= 2 es
producto de 3-ciclos de la forma (1, 2, i) con 3 ≤ i ≤ n. Pero esto es aśı, porque

(1, a, 2) = (1, 2, a)2 y (1, a, b) = (1, 2, b)2 ◦ (1, 2, a) ◦ (1, 2, b)

para cada par a, b de elementos de In distintos de 1 y 2. �

Corolario 4.2. An es un subgrupo completamente normal de Sn.
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Demostración. Para cada endomorfismo f : Sn → Sn y cada 3-ciclo τ ∈ Sn el orden de
f(τ) es 1 o 3. Por lo tanto en la descomposición ćıclica de f(τ) sólo hay 3-ciclos y puntos fijos
y, en consecuencia, f(τ) ∈ An. �

Teorema 4.3. Para todo n ∈ N,

An = 〈(1, 2) ◦ (2, 3), (1, 2) ◦ (3, 4), . . . , (1, 2) ◦ (n− 1, n)〉
= 〈(2, 3) ◦ (1, 2), (3, 4) ◦ (1, 2), . . . , (n− 1, n) ◦ (1, 2)〉.

Demostración. Como

(1, 2) ◦ (2, 3) = (2, 3) ◦ (1, 2) ◦ (2, 3) ◦ (1, 2)

y
(1, 2) ◦ (j, j + 1) = (j, j + 1) ◦ (1, 2) para todo j > 2,

es suficiente probar la primera igualdad. Por el teorema anterior, para ello bastará verificar
que el subgrupo de An generado por (1, 2)◦ (2, 3), . . . , (1, 2)◦ (n− 1, n) contiene a los 3-ciclos
(1, 2, 3), . . . , (1, 2, n), lo que se sigue por inducción en j, usando que (1, 2, 3) = (1, 2) ◦ (2, 3) y(

(1, 2) ◦ (j, j + 1) ◦ (1, 2, j) ◦ (1, 2) ◦ (j, j + 1)
)2

= (1, j + 1, 2)2 = (1, 2, j + 1),

para todo j ≥ 3. �

5. El conmutador y el centro de Sn y An

En esta sección calculamos el conmutador y el centro de Sn y An.

Teorema 5.1. [Sn,Sn] = An para todo n ∈ N y [An,An] = An para todo n ≥ 5.

Demostración. El subgrupo conmutador de Sn está inclúıdo en An, porque

sg([σ, τ ]) = sg(σ) sg(τ) sg(σ−1) sg(τ−1) = 1 para todo σ, τ ∈ Sn,

debido a que sg(σ) = sg(σ−1) y sg(τ) = sg(τ−1). Por el Teorema 4.1, para probar que vale la
inclusión opuesta será suficiente mostrar que los 3-ciclos son conmutadores, lo cual es cierto,
porque de hecho,

(a, b, c) = [(a, b), (a, c)] para toda terna a, b, c de elementos de In.

Para probar que [An,An] = An para todo n ≥ 5, es suficiente observar que si a, b, c, d, e ∈ In
son todos distintos, entonces

(a, b, c) = [(a, c, d), (a, d, e)][(a, b, d), (a, d, e)],

lo que se sigue facilmente de que

[(a, x, d), (a, d, e)] = (a, x, d) ◦ (a, d, e) ◦ (a, d, x) ◦ (a, e, d) = (a, x) ◦ (d, e),

para x = b o x = c. �

Observación 5.2. Como A2 y A3 son conmutativos, [Ai,Ai] = 1 cuando i ≤ 3. En
cuanto a [A4,A4], debido a que el subgrupo

H := {id, (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3)}
de A4 es normal y A4 /H es abeliano, [A4,A4] ⊆ H. Por otro lado, las igualdades

(1, x) ◦ (y, z) = [(1, x, y), (1, y, z)]

válida para x, y, z ∈ {2, 3, 4} distintos, muestra que la inclusión opuesta también vale.
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Teorema 5.3. Si n ≥ 3, entonces Z Sn = 1 y si n ≥ 4, entonces Z An = 1.

Demostración. Primero consideramos el grupo simétrico. Tomemos σ ∈ Sn. Si en la
descomposición ćıclica de σ hay dos ciclos no triviales,

σ = (i1, i2, . . . , ir1) ◦ (j1, j2, . . . , jr2) ◦ · · · ,
entonces tomando τ := (i1, j1, j2) obtenemos

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (j1, i2, . . . , ir1) ◦ (j2, i1, j3, . . . , jr2) ◦ · · · 6= σ.

Si σ es un ciclo (i1, i2, i3, . . . , ir) de longitud al menos 3, entonces tomando τ :=(i1, i2) obte-
nemos

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (i2, i1, i3, . . . ir) 6= σ.

Finalmente, si σ es una transposición (i1, i2), entonces existe i3 ∈ In distinto de i1 e i2, y
tomando τ := (i2, i3) obtenemos

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (i1, i3) 6= σ.

Ahora consideramos el grupo alternado. Tomemos σ ∈ An. Si en la descomposición ćıclica
de σ hay dos ciclos no triviales, entonces podemos proceder como con Sn. Si σ es un ciclo
(i1, i2, i3, i4, . . . , ir) de longitud al menos 5, entonces tomando τ := (i1, i2)◦(i3, i4) obtenemos

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (i2, i1, i4, i3, i5, . . . , ir) 6= σ.

Finalmente, si σ es un 3-ciclo (i1, i2, i3), entonces existe i4 ∈ In distinto de i1, i2 e i3 y tomando
τ := (i1, i2)(i3, i4) obtenemos

τ ◦ σ ◦ τ−1 = (i2, i1, i4) 6= σ,

lo que termina la demostración. �

Observación 5.4. Como S2, A2 y A3 son conmutativos,

Z S2 = S2 y Z Ai = Ai para i ∈ {2, 3}.

Simplicidad de An

Claramente Zp es simple para todo primo p. Esta es la familia más sencilla de grupos
simples y estos son todos los grupos simples conmutativos. El siguiente resultado muestra que
existe al menos una familia infinita de grupos simples no conmutativos.

Teorema 5.5. El grupo alternado An es simple para todo n ≥ 3 y distinto de 4.

Demostración. El grupo A3 es simple porque es ćıclico de orden 3. Asumamos entonces
que n ≥ 5 y tomemos un subgrupo normal H 6= 1 de An. Afirmamos que H contiene a todos
los 3-ciclos y que, por lo tanto, es igual a An. Veamos primero que H contiene a un 3-ciclo.
Para ello fijemos σ ∈ H distinto de la identidad. Si σ es un 3-ciclo no hay nada que probar y
si σ tiene un ciclo (i1, i2, i3, i4, i5, . . . , ir) de longitud al menos 4 en su descomposición ćıclica,
entonces tomando τ := (i1, i2, i3) obtenemos que H contiene a

τ ◦ σ ◦ τ−1 ◦ σ−1 = (i1, i2, i3) ◦ (i2, i4, i3) = (i1, i2, i4).

Podemos suponer entonces que todos los ciclos de la descomposición ćıclica de σ tienen lon-
gitud menor que 4 y que en esta descomposición hay al menos dos ciclos.
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1. Si σ = (i1, i2, i3) ◦ (j1, j2, j3) ◦ · · · o σ = (i1, i2) ◦ (j1, j2, j3) ◦ · · · tiene al menos un
ciclo de longitud 3 en su descomposición ćıclica, entonces tomando τ := (i1, j1, j2),
obtenemos que H contiene a

τ ◦ σ ◦ τ−1 ◦ σ−1 = (i1, j1, j2) ◦ (i2, j3, j2) = (i1, j1, j2, i2, j3),

lo que nos reduce al caso ya tratado.

2. Si σ = (i1, i2)◦(i3, i4)◦· · · tiene al menos dos ciclos de longitud 2 en su descomposición
ćıclica y un punto fijo i5, entonces tomando τ := (i1, i5, i3), obtenemos que

τ ◦ σ ◦ τ−1 ◦ σ−1 = (i1, i5, i3) ◦ (i2, i4, i5) = (i1, i5, i2, i4, i3)

está en H, lo que nuevamente nos reduce al caso ya tratado.

3. Si σ = (i1, i2) ◦ (i3, i4) ◦ (i5, i6) ◦ · · · tiene al menos tres ciclos de longitud 2 en su
descomposición ćıclica, entonces tomando τ := (i1, i5, i3), obtenemos que

τ ◦ σ ◦ τ−1 ◦ σ−1 = (i1, i5, i3) ◦ (i2, i4, i6)

está en H, lo que nos reduce al caso ya tratado en el item 1.

Por lo tanto, conclúımos que H siempre tiene un 3-ciclo (i1, i2, i3). Veamos ahora que los
tiene a todos. Tomemos otro 3-ciclo arbitrario (j1, j2, j3). Por el Teorema 1.2, existe t ∈ Sn
tal que (j1, j2, j3) = t ◦ (i1, i2, i3) ◦ t−1. Si t ∈ An entonces (j1, j2, j3) ∈ H por definición. Si
no, podemos tomar k1, k2 ∈ In \ {j1, j2, j3} distintos, y entonces

(j1, j2, j3) = (k1, k2) ◦ (j1, j2, j3) ◦ (k1, k2)−1 =
(
(k1, k2) ◦ t

)
◦ (i1, i2, i3) ◦

(
(k1, k2) ◦ t

)−1
.

Como (k1, k2) ◦ t ∈ An, esto implica que (j1, j2, j3) ∈ H. �

Teorema 5.6. Si n ≥ 5, entonces el único subgrupo invariante y no trivial de Sn es An.

Demostración. Supongamos que H es un subgrupo no trivial e invariante de Sn. En-
tonces H ∩ An es un subgrupo invariante de An y, por el teorema anterior, forzosamente
H ∩ An = An o H ∩ An = 1. Como An tiene ı́ndice 2, en el primer caso H = An. Para
terminar la demostración, debemos ver que la intersección de H con An no puede ser 1. Pero
si H ∩ An = 1, entonces por la Proposición 3.7, existe τ ∈ Sn tal que H = {id, τ}, lo que
se contradice con que H es normal pues, como τ tiene orden 2 es un producto de 2-ciclos
disjuntos y, en consecuencia, por el Teorema 1.2, su clase de conjugación tiene más de un
elemento. �

Debido a que todo subgrupo de ı́ndice 2 de un grupo es invariante, del Teorema 5.5 se
sigue que An no tiene subgrupos de orden n!/4 para ningún n ≥ 5. El primer item del siguiente
resultado muestra que A4 también tiene esta propiedad. El segundo muestra que para S4 vale
una versión débil del teorema anterior.

Proposición 5.7. El grupo A4 tiene las siguientes propiedades:

1. No tiene subgrupos de orden 6.

2. Es el único subgrupo de orden 12 de S4.

Demostración. 1) Si H es un subgrupo de orden 6 de A4, entonces es normal porque
tiene ı́ndice 2. Pero entonces τ2 ∈ H para todo τ ∈ A4 pues la clase de τ2 en A4 /H es 1.
Dado que si τ es un 3-ciclo, τ = τ4 = (τ2)2, esto implica que H contiene a todos los 3-ciclos
de S4, lo que es absurdo porque hay 8.
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2) Supongamos que H 6= A4 es un subgrupo de orden 12 de S4. Entonces, por la Proposi-
ción 3.7 del Caṕıtulo 1, el subgrupo H ∩ A4 de A4 tiene orden 6, lo que se contradice con el
item 1). �

6. Presentaciones de Sn y An

El objetivo de esta sección es dar presentaciones de Sn y An. Comenzamos con el grupo
simétrico.

Teorema 6.1. Para cada n ≥ 2, el grupo simétrico Sn es canónicamente isomorfo al
grupo generado por los elementos s1, . . . , sn−1 sujetos a las relaciones

s2
i = 1, para todo i,

sisj = sjsi, si j − i ≥ 2,

sisi+1si = si+1sisi+1, para i < n− 1.

Demostración. Procedemos por inducción en n. Es obvio que el resultado es cierto
para n = 2. Supongamos que lo es para n− 1 y denotemos con G al grupo generado por los
elementos s1, . . . , sn−1 sujetos a las relaciones mencionadas arriba. Es evidente que la función
ψ : G → Sn, definida por ψ(si) = (i, i + 1), es un morfismo sobreyectivo. Para terminar la
demostración debemos ver que también es inyectivo, para lo cual será suficiente probar que
|G| ≤ n!. Claramente el subgrupo G′ de G generado por s1, . . . , sn−2 es un cociente del grupo
con generadores s1, . . . , sn−2, sujetos a relaciones similares a las de arriba y, por lo tanto,
|G′| ≤ (n−1)! debido a la hipótesis inductiva. Consideremos ahora los subconjuntos C1, . . . , Cn
de G, definidos por Ci := G′sn−1sn−2 · · · si+1si. Afirmamos que para cada 1 ≤ i ≤ n y
1 ≤ j < n existe 1 ≤ i′ ≤ n tal que Cisj = Ci′ . En efecto, si i < j

Cisj = G′sn−1sn−2 · · · sj+1sjsj−1sj−2 · · · si+1sisj

= G′sn−1sn−2 · · · sj+1sjsj−1sjsj−2 · · · si+1si

= G′sn−1sn−2 · · · sj+1sj−1sjsj−1sj−2 · · · si+1si

= G′sj−1sn−1sn−2 · · · sj+1sjsj−1sj−2 · · · si+1si

= G′sn−1sn−2 · · · sj+1sjsj−1sj−2 · · · si+1si

= Ci,

donde la anteúltima igualdad se sigue de que sj−1 ∈ G′, porque j − 1 < n − 1. Si j + 1 < i,
entonces

Cisj = G′sn−1sn−2 · · · si+1sisj

= G′sjsn−1sn−2 · · · si+1si

= G′sn−1sn−2 · · · si+1si

= Ci,

donde la antenúltima igualdad se sigue de que sj ∈ G′ porque j < n− 1. Finalmente,

Cjsj = G′sn−1sn−2 · · · sj+1sjsj = G′sn−1sn−2 · · · sj+1 = Cj+1

y

Cj+1sj = G′sn−1sn−2 · · · sj+1sj = Cj .
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En consecuencia, para cada i ≤ n y s ∈ G, existe i′ ≤ n tal que Cis = Ci′ . Como 1 ∈ G′ = Cn,
obtenemos en particular que G ⊆

⋃n
i=1Ci, por lo que |G| ≤

∑n
i=1 |Ci| = n|G′| ≤ n!. �

Observación 6.2. Las relaciones que satisfacen s1, . . . , sn−1 pueden expresarse en la
forma

s2
i = 1, para todo i,

(sisj)
2 = 1, si j − i ≥ 2,

(sisi+1)3 = 1, para i < n− 1,

que fue la utilizada al definir la noción general de presentación.

Teorema 6.3. Para cada n ≥ 3, el grupo alternado An es canónicamente isomorfo al
grupo generado por los elementos t1, . . . , tn−2 sujetos a las relaciones

t31 = 1,

t2i = 1, para i > 1,

(titj)
2 = 1, si j − i ≥ 2,

(titi+1)3 = 1, para i < n− 2.

Demostración. Consideremos el grupo G generado por los elementos t1, . . . , tn−2 sujetos
a las relaciones mencionadas arriba. Es evidente que la función

{t1, . . . , tn−2} // An

ti
� // (i+ 1, i+ 2)(1, 2)

,

se extiende univocamente a un morfismo ψ : G → An. Dado que, por el Teorema 4.3, este
morfismo es sobreyectivo, para terminar la demostración será suficiente ver que |G| ≤ n!/2.
Probaremos esto mostrando que hay un producto semidirecto Goϑ C2, donde C2 es el grupo
ćıclico con dos elementos {1,g}, y un morfismo sobreyectivo Sn → Goϑ C2. Para empezar, es
fácil ver que la función ϑ : C2 → Aut(G), dada por ϑ(g)(ti) := t−1

i , es un morfismo bien de-

finido. Por ejemplo, la relación (t1t2)3 = 1 se transforma por ϑ(g) en la relación (t−1
1 t−1

2 )3 = 1,
la cual vale porque

t1t2t1t2t1t2 = 1⇒ t−1
2 t−1

1 t−1
2 t−1

1 t−1
2 t−1

1 = 1⇒ t−1
1 t−1

2 t−1
1 t−1

2 t−1
1 t−1

2 = 1.

Podemos considerar entonces el producto cruzado Goϑ C2. Llamemos G′ al grupo generado
por los elementos s1, t1, . . . , tn−2, sujetos a las relaciones

s2
1 = t31 = 1,

(s1ti)
2 = 1 para todo i,

t2i = 1, para i > 1,

(titj)
2 = 1, si j − i ≥ 2,

(titi+1)3 = 1, para i < n− 2,

y escribamos si+1 = s1ti para 1 ≤ i < n − 1. La relaciones dadas arriba para s1, t1, . . . , tn−2

son equivalentes a las dadas en la Observación 6.2 para s1, . . . , sn−1. Por lo tanto,

G′ = 〈s1, t1, . . . , tn−2〉 = 〈s1, . . . , sn−1〉 ' Sn .
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Por consiguiente, para terminar la demostración es suficiente notar que existe un morfismo
de grupos ϕ : G′ → G oϑ C2, tal que ϕ(ti) = (ti, 1) y ϕ(s1) = (1, g), puesto que este necesa-
riamente será sobreyectivo. �
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Caṕıtulo 3

Acciones de grupos

1. Acciones y G-espacios

Una acción a izquierda de un grupo G sobre un conjunto X es una función

ρ : G×X → X

que satisface:

1. (gh) · x = g · (h · x) para todo g, h ∈ G y x ∈ X,

2. 1 · x = x para todo x ∈ X,

donde, siguiendo una práctica usual, usamos la notación g · x como un sinónimo de ρ(g, x).
Un G-espacio a izquierda es un conjunto X provisto de una acción a izquierda de G en X.
Similarmente, una acción a derecha de G sobre X es una función

ρ : X ×G→ X

que satisface:

1. x · (gh) = (x · g) · h para todo g, h ∈ G y x ∈ X,

2. x · 1 = x para todo x ∈ X,

donde x · g = ρ(x, g), y un G-espacio a derecha es un conjunto X provisto de una acción a
derecha de G sobre X. Es obvio que ρ : X×G→ X es una acción a derecha de G sobre X si y
sólo si la función ρop : Gop×X → X, definida por ρop(g, x) := ρ(x, g), es una acción a izquierda
de Gop sobre X. Debido a esto, salvo mención en contrario sólo consideraremos acciones y
G-espacios a izquierda (nos referiremos a ellos simplemente como acciones y G-espacios) y
dejaremos al lector la tarea de establecer las definiciones y propiedades correspondientes para
G-espacios a derecha. Notemos que tener una función ρ : G×X → X es “lo mismo” que tener
una función ρ̃ : G→ Fun(X,X). Dicho en forma más precisa, la correspondencia

Fun(G×X,X) // Fun(G,Fun(X,X))

ρ � // ρ̃

,
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donde ρ̃ es la función dada por ρ̃(g)(x) := ρ(g, x), es biuńıvoca. Es claro que las condiciones
requeridas a ρ en la definición de acción se satisfacen si y sólo si

ρ̃(gh) = ρ̃(g) ◦ ρ̃(h) para todo g, h ∈ G y ρ̃(1) = id .

En particular

ρ̃(g−1) ◦ ρ̃(g) = ρ̃(1) = id para todo g, h ∈ G.
Por lo tanto, dar una acción de G sobre X es equivalente a dar un morfismo de G en SX .

2. Núcleo de una acción, teorema de Cayley y aplicaciones

El núcleo de una acción ρ : G×X → X es el conjunto

ker ρ := {g ∈ G : g · x = x para todo x ∈ X},
el cual es un subgrupo normal de G, puesto que coincide con el núcleo del morfismo

ρ̃ : G→ SX

asociado a ρ. Una acción es fiel si su núcleo es 1. En este caso el morfismo asociado ρ̃ : G→ SX
es inyectivo y, por lo tanto, G es isomorfo a un subgrupo de SX . Para cada acción

ρ : G×X → X

la fórmula [g] · x := g · x define una acción fiel [ρ] de G/ ker ρ en X. La definición no depende
del representante elegido, porque si h ∈ ker ρ, entonces

(gh) · x = g · (h · x) = g · x para todo x ∈ X.

Se comprueba fácilmente que el triángulo

G
ρ̃ //

π

��

SX

G
ker ρ

[̃ρ]

==||||||||
,

donde π es la proyección al cociente, conmuta. Esto muestra que [̃ρ] es el morfismo inducido
por ρ̃ gracias a la propiedad universal del cociente, y da un método alternativo para obtener [ρ],
con el cual es innecesario comprobar la buena definición.

Ejemplo 2.1. Todo grupo G actúa sobre el conjunto G/L, de las coclases a izquierda de
un subgrupo L de G, v́ıa traslaciones a izquierda. En otras palabras, g · (hL) = ghL. El núcleo
de esta acción es el máximo subgrupo N :=

⋂
h∈G hLh

−1 de L, que es normal en G (ver la
Subsección 18.6 del Caṕıtulo 1). De ahora en más siempre consideraremos a G/L provisto de
esta estructura de G-espacio.

Teorema 2.2 (Cayley). La función

G // SG
g � // lg

es un morfismo inyectivo.

Demostración. Tómese L = 1 en el ejemplo anterior. �
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Corolario 2.3. Todo grupo finito G es subgrupo de un grupo generado por dos elementos.

Demostración. Por el teorema de Cayley existe n ∈ N tal que G es isomorfo a un sub-
grupo de Sn y, como vimos en la Sección 2 del Caṕıtulo 2, el grupo simétrico Sn está generado
por los ciclos (1, 2) y (1, . . . , n). �

Corolario 2.4. Todo grupo finito G es subgrupo de un grupo finito simple.

Demostración. Por el teorema de Cayley y la Observación 3.6 del Caṕıtulo 2, sabemos
que G es isomorfo a un subgrupo de An, para un n ≥ 5. Para terminar la demostración basta
observar que, por el Teorema 5.5 del Caṕıtulo 2, el grupo alternado An es simple. �

Todas las nociones introducidas y los resultados obtenidos al estudiar el grupo simétrico Sn
(salvo la noción de descensos de una permutación, que depende en forma escencial del orden
de In) tienen sentido y valen para los grupos SX , con X finito. Esto se debe a que o no
dependen del orden; o en principio si dependen (como por ejemplo la definición de signo de una
permutación), pero tienen caracterizaciones que no; o se vuelven independientes luego de ser
reformuladas en una forma más general, aunque equivalente (por ejemplo la propiedad de que
(1, 2) y (1, 2, . . . , n) generan Sn puede reformularse como sigue: dada una numeración j1, . . . , jn
de In, los ciclos (j1, j2) y (j1, j2, . . . , jn) generan Sn). Denotamos con AX al subgrupo de SX
formado por las permutaciones pares. Este comentario es relevante en relación al resultado
que sigue.

Proposición 2.5. Consideremos un grupo G de orden 2km, con m impar. Para cada
g ∈ G, la permutación lg ∈ SG no pertenece a AG si y sólo si k > 0 y 2k divide a |g|.

Demostración. Supongamos que |g| = 2k
′
m′ con 0 ≤ k′ ≤ k y m′ un divisor positivo

de m. Por su misma definición, lg es un producto de 2k−k
′
m/m′ ciclos disjuntos de longitud

2k
′
m′. Dado que estos ciclos son permutaciones impares si y sólo si k′ > 0, y que 2k−k

′
m/m′

es impar si y sólo si k′ = k, el signo de lg es −1 si y sólo si k′ = k ≥ 1. �

Corolario 2.6. Si |G| = 2km, con m impar y k > 0, y G tiene un elemento g tal que
2k divide a |g|, entonces G tiene un subgrupo de ı́ndice 2.

Demostración. Por el teorema de Cayley y la Proposición 2.5, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que G es un subgrupo de SG no inclúıdo en AG. En este caso el
resultado se sigue inmediatamente de la Proposición 3.7 del Caṕıtulo 2. �

Corolario 2.7. Si |G| = 2m, con m impar, entonces G tiene un subgrupo de ı́ndice 2.

Demostración. Por el Corolario 2.6 y por la Observación 6.7 del Caṕıtulo 1 �

Corolario 2.8. Si G es un grupo simple de orden par mayor que 2 y |G| = 2km con m
impar, entonces k > 1 y G no tiene ningún elemento g cuyo orden es múltiplo de 2k.

Demostración. Por el Corolario 2.6, si G tuviera un elemento cuyo orden es múltiplo
de 2k, entonces tendŕıa un subgrupo de ı́ndice 2 y, por lo tanto, normal. Como |G| > 2
dicho subgrupo no seŕıa trivial, lo que contradeciŕıa la hipótesis de que G es simple. Por la
Observación 6.7 del Caṕıtulo 1, necesariamente k > 1. �

Volvamos a la situación considerada en el Ejemplo 2.1. Supongamos que L tiene ı́ndice
finito. Recordemos que el morfismo

G // SG/L
g � // lg

,
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asociado a la acción de G sobre G/L v́ıa traslaciones a izquierda, induce un morfismo inyectivo
de G/N en SG/L, donde N :=

⋂
g∈G gLg

−1 es me máximo subgrupo normal de G contenido

en L. Por consiguiente el ı́ndice de N en G es menor que infinito y divide a |SG/L | = |G : L|!.
Como además |G : L| divide a |G : N |, vale el siguiente resultado:

Teorema 2.9. Si L es un subgrupo de ı́ndice n < ∞ de un grupo G, entonces el ı́ndice
del máximo subgrupo normal N :=

⋂
g∈G gLg

−1, de G contenido en L, es nh, donde h es un

divisor de (n− 1)!. Además, N es el núcleo del morfismo de G en SG/L que manda g en lg.

El Teorema 2.9 generaliza al teorema de Cayley y refina a la Observación 18.22 del Caṕıtu-
lo 1. También generaliza la Proposición 10.7 del Caṕıtulo 1, porque si n = 2, entonces h = 1
y N = L.

Corolario 2.10. Si un grupo G tiene un subgrupo de ı́ndice finito n > 1 que no contiene
a ningún subgrupo normal de G distinto de 1, entonces |G| = nh con h un divisor de (n−1)!.
Además hay un morfismo inyectivo de G en Sn.

Demostración. Porque debido a la hipótesis el subgrupo normal N de G mencionado
en el Teorema 2.9 necesariamente es 1. �

Corolario 2.11. Si un grupo simple G tiene un subgrupo de ı́ndice finito n > 1, entonces
|G| = nh con h un divisor de (n− 1)!. Además hay un morfismo inyectivo de G en Sn.

Demostración. Se sigue inmediatamente del corolario anterior. �

Notemos que, debido a la Proposición 3.7 del Caṕıtulo 2, si n > 2, entonces la imagen del
morfismo inyectivo de G en Sn, mencionado en el corolario anterior, está inclúıda en An.

Corolario 2.12. Los grupos infinitos simples no tienen subgrupos propios de ı́ndice finito.

Corolario 2.13. Supongamos que G es un grupo finito de orden nm y que L es un
subgrupo de orden m de G. Entonces el ı́ndice del máximo subgrupo normal N :=

⋂
g∈G gLg

−1,

de G contenido en L, es nh, donde h es un divisor de ((n− 1)! : m). Además, N es el núcleo
del morfismo de G en SG/L que manda g en lg.

Demostración. Por el Teorema 2.9, sabemos que el ı́ndice de N en G es nh, con h un
divisor de (n− 1)!. Como |G : N | divide a |G|, también m es divisible por h. �

Corolario 2.14. Supongamos que G es un grupo finito y que |G| = nm. Si todos los
primos que dividen a m son mayores que el máximo primo menor que n, entonces todo
subgrupo de ı́ndice n de G es normal.

Demostración. Por el Corolario 2.13, sabemos que cada subgrupo L de ı́ndice n de G
contiene un subgrupo normal N cuyo ı́ndice en G es nh, con h un divisor de ((n − 1)! : m).
Para terminar la demostración debemos ver que si ningún primo menor que n divide a m,
entonces ((n− 1)! : m) = 1, lo que es evidente. �

Corolario 2.15. Si G es un grupo finito y p es el mı́nimo primo que divide a |G|,
entonces todo subgrupo de ı́ndice p de G es normal.

Ejercicio 2.16. Pruebe que si n 6= 4, entonces Sn no tiene subgrupos de ı́ndice t con
2 < t < n. Pruebe también que esto es falso si n = 4.
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Ejemplo 2.17. Recordemos que el grupo diedral Dn tiene orden 2n y está generado por
dos elementos x e y sujetos las relaciones xn = y2 = yxy−1x = 1. Supongamos que n > 2.
Como 〈y〉 tiene orden 2 y (en este caso) no es normal en Dn, la acción de Dn en Dn/〈y〉
definida via traslaciones a izquierda es fiel. Por lo tanto hay un morfismo inyectivo de Dn en
Sn (lo que ya fue obtenido en el Ejemplo 1.6 del Caṕıtulo 2).

3. Subconjuntos estables y morfismos

Decimos que un subconjunto Y de un G-espacio X es estable bajo la acción de G o
simplemente estable si g · y ∈ Y para todo g ∈ G e y ∈ Y . En este caso Y en si mismo es un
G-espacio con la acción inducida y, debido a eso, decimos también que Y es un G-subespacio
de X.

Un morfismo ϕ : X → X ′, de un G-espacio X en otro X ′, es una terna (X,ϕ,X ′), donde
ϕ es una función de X en X ′ que satisface

ϕ(g · x) = g · ϕ(x) para todo g ∈ G y x ∈ X.

En términos de los morfismos ρ̃ : G → SX y ρ̃′ : G → SX′ inducidos por las acciones de G
sobre X y X ′ respectivamente, esta condición queda

ϕ ◦ ρ̃(g) = ρ̃′(g) ◦ϕ para todo g ∈ G.

Por ejemplo, la identidad id: X → X y, más generalmente, la inclusión canónica i : Y → X, de
un subconjunto estable Y de un G-espacio X en X, es un morfismo de G-espacios. También lo
es la composición ψ◦ϕ : X → X ′′ de dos morfismos de G-espacios ϕ : X → X ′ y ψ : X ′ → X ′′.

Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, G-espacios isomorfos, automorfismo, mo-
nomorfismo, epimorfismo, sección y retracción son las idénticas a las dadas para monoides y
grupos, y las propiedades básicas son las mismas. Los monomorfismos, epimorfismos, secciones
y retracciones son cerrados bajo la composición, toda retracción es sobreyectiva, toda es
sección inyectiva, todo morfismo inyectivo es un monomorfismo, y todo morfismo sobreyectivo
es un epimorfismo. Un morfismo ϕ : X → X ′ es un isomorfismo si y sólo si es biyectivo.

Dados G-espacios X y X ′, designaremos con los śımbolos HomG(X,X ′), IsoG(X,X ′),
EndG(X) y AutG(X) a los conjuntos de morfismos de X en X ′, isomorfismos de X en X ′,
endomorfismos de X y automorfismos de X, respectivamente. Tal como en el caso de monoides
y grupos, EndG(X) es un monoide (cuyo elemento neutro es la función identidad) v́ıa la
composición y AutG(X) es su grupo de unidades.

Observación 3.1. Si X es un G-espacio y σ : X → X ′ es una función biyectiva, entonces
hay una única acción de G sobre X ′ que convierte a σ en un isomorfismo de G-espacios. En
efecto, si este es el caso, entonces

g · x′ = σ
(
σ−1(g · x′)

)
= σ

(
g · σ−1(x′)

)
y es fácil ver que esta iguldad define una tal acción de G sobre X ′, que diremos es obtenida
a partir de la acción de G sobre X ′ por traslación de estructura.

4. Más ejemplos

Hasta ahora hemos visto un sólo ejemplo de acción de un grupo sobre un conjunto, el
dado por la acción, v́ıa traslaciones a izquierda, de un grupo G sobre el conjunto G/L, de las
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coclases a izquierda de un subgrupo L. El objetivo de esta breve subsección es proveernos de
muchos otros.

Ejemplo 4.1. Cada conjunto X es un G-espacio v́ıa la acción trivial g · x := x.

Ejemplo 4.2. G actúa sobre si mismo por conjugación. Esto es, g · h := ghg−1. Más ge-
neralmente, G actúa por conjugación sobre cada uno de sus subgrupos normales N . El núcleo
de esta acción es CG(N).

Ejemplo 4.3. Si N y K son subgrupos de un grupo G y K ⊆ NG(N), entonces K actúa
sobre N por conjugación. El núcleo de esta acción es K ∩ CG(N). Cuando K = G nos
reducimos al Ejemplo 4.2.

Ejemplo 4.4. Todo subgrupo H de un grupo G actúa fielmente sobre G por traslaciones
a izquierda. En śımbolos, h · g := hg para todo h ∈ H y g ∈ G. Más generalmente el subgrupo
H actúa sobre G/L para cada subgrupo L de G v́ıa h · gL := hgL. El núcleo de esta acción es
H ∩

⋂
g∈G gLg

−1.

Ejemplo 4.5. G actúa sobre el conjunto P(G), de partes de G, por conjugación. Esto es,
g · S := gSg−1. El núcleo de esta acción es ZG.

Ejemplo 4.6. El subconjunto Sub(G) de P(G) de los subgrupos de G es estable por la
acción del ejemplo anterior y, aśı, G también actúa sobre Sub(G) por conjugación. El núcleo
de esta acción es

⋂
H∈Sub(G) NG(H).

Ejemplo 4.7. La clase de conjugación de un subgrupo L de G es un G-espacio via

g · hLh−1 := ghLh−1g−1.

El núcleo de esta acción es
⋂
h∈G NG(hLh−1).

Ejemplo 4.8. G actúa fielmente sobre P(G) v́ıa g · S := gS. Esto es, por traslaciones a
izquierda.

Ejemplo 4.9. G actúa sobre el conjunto G\L de las coclases a derecha de un subgrupo L
de G v́ıa g · (Lh) := Lhg−1. El núcleo de esta acción es

⋂
h∈G hLh

−1.

Ejemplo 4.10. Sn actúa fielmente sobre el anillo k[X1, . . . , Xn] de polinomios en n varia-
bles con coeficientes en un cuerpo k, via

σ · P (X1, . . . , Xn) := P (Xσ(1), . . . , Xσ(n)).

Ejemplo 4.11. Sn actua sobre el producto cartesiano X × · · · × X de n copias de un
conjunto arbitrario X, via

σ · (x1, . . . , xn) :=
(
xσ−1(1), . . . , xσ−1(n)

)
.

Ejemplo 4.12. Cada subgrupo G de GL(V ) actúa fielmente sobre V v́ıa g · v := g(v).
Esta es la acción natural de G sobre V .

Ejemplo 4.13. El grupo ortogonal O(Rn) actúa fielmente sobre la esfera

Sn−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1},
via g · x := g(x).

Ejemplo 4.14. La acción natural de SX sobre X es la definida por σ · x := σ(x).

Ejemplo 4.15. Para cada par de grupos G y N hay una acción de G en Hom(N,G), que
está dada por (g · f)(n) := gf(n)g−1, para todo g ∈ G, f ∈ Hom(N,G) y n ∈ N .
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5. Órbitas, puntos fijos y estabilizadores

Dos elementos x e y de un G-espacio X son conjugados si existe g ∈ G tal que g · x = y.
Se comprueba fácilmente que la relación ∼, definida por x ∼ y si x e y son conjugados, es
de equivalencia. Por consiguiente determina una partición de X en clases llamadas clases de
conjugación u órbitas. Denotamos con Ox a la órbita que contiene a x y con OX o X/G al
conjunto de todas las órbitas de X. Por definición

Ox = {g · x : g ∈ G}

y Ox = Oy si y sólo si x e y son conjugados. Es evidente que si consideramos a X/G provisto de
la acción trivial de G, entonces la aplicación canónica π : X → X/G, definida por π(x) := Ox,
es un morfismo de G-espacios. Además para cada G-morfismo f : X → Y , de X en un conjunto
Y provisto de la acción trivial de G, existe un único G-morfismo f : X/G→ Y tal que f = f◦π.

Para cada subconjunto H de G denotamos con XH al conjunto de los puntos de X que
son dejados fijos por H. En śımbolos

XH := {x ∈ X : h · x = x para todo h ∈ H}.

Decimos que x∈X es un punto fijo si g · x=x para todo g ∈ G, es decir si x ∈ XG o, equiva-
lentemente, si Ox = {x}. Claramente un subconjunto de X es un G-subespacio si y sólo si es
una unión de órbitas. Supongamos que X ′ es un conjunto de representantes de las clases de
conjugación de X. Es decir, que para cada x ∈ X la intesección X ′ ∩ Ox tiene exactamente
un elemento. Notemos que XG, está inclúıdo en X ′. Es obvio que

(29) |X| =
∑
x∈X′

|Ox| = |XG|+
∑

x∈X′\XG

|Ox|.

Decimos que la acción de un grupo G sobre un conjunto X es transitiva o que G opera
transitivamente sobre X si tiene una sóla órbita. Por ejemplo la acción de un grupo G sobre
el conjunto G/L de las coclases a izquierda de uno de sus subgrupos L, dada por traslaciones
a izquierda, es transitiva. El estabilizador o grupo de isotroṕıa de un elemento x de X es el
conjunto

Gx := {g ∈ G : g · x = x}.
Es evidente que Gx es un subgrupo de G, que x ∈ XG si y sólo si Gx = G, y que el núcleo de
la acción de G sobre X es la intersección de los estabilizadores de todos los elementos de X.

Ejercicio 5.1. Pruebe que si G es un grupo abeliano que actúa transitivamente sobre un
conjunto X, entonces para cada x, y ∈ X existe un único g ∈ G tal que g · x = y.

A continuación calculamos los estabilizadores en algunos de los ejemplos introducidos en
la subsección anterior.

Ejemplo 5.2. Para el caso de la acción de un grupo G sobre el conjunto G/L de las co-
clases a izquierda de uno de sus subgrupos L dada por traslaciones a izquierda, el estabilizador
de cada hL es hLh−1. Esta acción no tiene puntos fijos a menos que L sea G.

Ejemplo 5.3. Para el caso de la acción de un grupo G sobre uno de sus subgrupos nor-
males N dada por conjugación, el estabilizador de cada n ∈ N es CG(n). Más generalmente
si N y K son subgrupos de G tales que K ⊆ NG(N) y K actúa sobre N por conjugación,
entonces el estabilizador de cada n ∈ N es K ∩ CG(n).
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Ejemplo 5.4. En el caso de la acción de un grupo G sobre P (G) dada por conjugación,
el estabilizador de cada subconjunto S de G es NG(S). Un subconjunto S de G es un punto
fijo para esta acción si y sólo si gSg−1 = S para todo g ∈ G.

Proposición 5.5. Si y=g ·x, entonces Gy=gGxg
−1. En particular, si Gx es un subgrupo

normal de G, entonces Gy = Gx.

Demostración. Como

h · y = y ⇔ hg · x = g · x⇔ g−1hg · x = x,

un elemento h de G pertenece a Gy si y sólo si pertenece a gGxg
−1. �

Corolario 5.6. Si x e y están en la misma órbita, entonces sus estabilizadores son iso-
morfos.

Observación 5.7. Supongamos que X es un G-espacio y tomemos x ∈ X. Por la Pro-
posición 5.5, para cada H conjugado a Gx existe y ∈ Ox tal que Gy = H. Aśı, debido a los
comentarios que preceden a la Observación 18.22 del Caṕıtulo 1, el grupo N :=

⋂
y∈Ox Gy es

el máximo subgrupo normal de Gx.

Proposición 5.8. Si f : X→Y es un morfismo de G-espacios, entonces Gx⊆Gf(x) para
todo x ∈X. Además si f es inyectivo, entonces elementos de órbitas distintas de X van a
parar a órbitas distintas de Y y Gx = Gf(x) para todo x ∈ X.

Demostración. Si g ∈ Gx, entonces

g · f(x) = f(g · x) = f(x)

y, aśı, g ∈ Gf(x). Supongamos ahora que f es inyectiva y que f(x) y f(x′) estan en la misma
órbita. Entonces existe g ∈ G tal que g · f(x) = f(x′) y, de la igualdad

f(g · x) = g · f(x) = f(x′),

se sigue que g · x = x′. Por último si f es inyectiva y g ∈ Gf(x), entonces de la igualdad

f(g · x) = g · f(x) = f(x),

obtenemos inmediatamente que g ∈ Gx. �

Teorema 5.9. Consideremos dos G-espacios X e Y , un subconjunto X ′ de representantes
de las clases de conjugación de X y una familia (yx)x∈X′ de elementos de Y . Son equivalentes:

1. Hay un único morfismo de G-espacios Φ: X → Y , tal que Φ(x) = yx para todo x ∈ X ′.
2. Hay un morfismo de G-espacios Φ: X → Y , tal que Φ(x) = yx para todo x ∈ X ′.
3. Gx ⊆ Gyx para todo x ∈ X ′.

Además Φ es inyectivo si y sólo si todos los yx’s están en órbitas distintas y Gx = Gyx para
todo x ∈ X ′.

Demostración. Es evidente que 1) implica 2) y debido a la proposición anterior también
que 2) implica 3) y que se satisface la parte “sólo si” de la afirmación adicional. Veamos que 3)
implica 1). Notemos que si Φ existe, entonces

Φ(g · x) = g · yx para todo x ∈ X ′,
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y, por lo tanto, es único. Para terminar la demostración, sólo debemos ver que esta definición
de Φ es correcta y que da un morfismo de G-espacios. Lo primero se sigue inmediatamente
de que, para todo x ∈ X ′,

g · x = g′ · x =⇒ existe h ∈ Gx tal que g′ = gh =⇒ g′ · yx = g · (h · yx) = g · yx,
mientras que lo último vale pues, para todo x ∈ X y g, g′ ∈ G,

Φ(g′ · (g · x)) = Φ(g′g · x) = g′g · yx = g′ · (g · yx) = g′ · Φ(g · x).

Resta probar que si todos los yx’s están en órbitas distintas y Gx = Gyx para todo x ∈ X ′,
entonces Φ: X → Y es inyectiva. Para ello tomemos z, z′ ∈ X tales que Φ(z) = Φ(z′) y
escribamos z = g · x y z′ = g′ · x′ con x, x′ ∈ X ′ y g, g′ ∈ G. Como Φ(z) y Φ(z′) están en las
órbitas de yx y de yx′ respectivamente, de la igualdad Φ(z) = Φ(z′) se sigue que x = x′. Por
lo tanto

g · yx = Φ(z) = Φ(z′) = g′ · yx′ = g′ · yx
de donde existe h ∈ Gyx tal que g′ = gh. Pero entonces

z′ = g′ · x′ = gh · x′ = gh · x = g · x = z,

pues, debido a la hipótesis, h ∈ Gx. �

Observación 5.10. Un morfismo de G-espacios f : X → Y es isovariante si Gx = Gf(x)

para todo x ∈ X. Debido a la Proposición 5.8 y al Teorema 5.9 son equivalentes:

1. f : X → Y es isovariante.

2. La restricción de f a cada órbita de X es inyectiva.

3. Existe un conjunto de representantes X ′ de las clases de conjugación de X tal que

Gx = Gf(x) para todo x ∈ X ′.

Observación 5.11. Consideremos un G-espacio X. Del Teorema 5.9 se sigue inmedia-
tamente que hay una correpondencia biyectiva entre XH y el conjunto de los morfismos de
G-espacios de G/H en X, que a cada x ∈ XH le asigna el único morfismo f : G/H → X tal
que f(H) = x. Notemos además que f es inyectivo si y sólo si Gx = H.

Ejemplo 5.12. Como

(G/H)H = {lH : H ⊆ lHl−1}
hay un morfismo de G-espacios f : G/H → G/H tal que f(H) = lH si y sólo si H ⊆ lHl−1.
Además este morfimo es inyectivo si y sólo si H = lHl−1. Notemos que si H es finito esto es
trivial y aśı, en este caso, (G/H)H = NG(H)/H.

Corolario 5.13. Para cada G-espacio X y cada x ∈ X, hay un isomorfismo de G-espa-
cios Φ: G/Gx → Ox, tal que Φ(gGx) = g ·x para cada g ∈ G. En consecuencia |Ox| = |G : Gx|
para cada x ∈ X.

Por ejemplo para cada elemento h de G y cada subgrupo H de G,

|G : CG(h)| = |{ghg−1 : g ∈ G}| y |G : NG(H)| = |{gHg−1 : g ∈ G}|.
Como aplicación del corolario anterior obtenemos la siguiente

Proposición 5.14. Si k es un cuerpo finito con q elementos, entonces

|GL(n, k)| = (qn − 1)(qn − q) · · · (qn − qn−1) = qn(n−1)/2(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (q − 1).
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Demostración. Procedemos por inducción en n. Es claro que GL(1, k) = k∗ tiene q− 1
elementos. Supongamos que el resultado vale para n. Designemos con el śımbolo tkn+1 al
espacio de los vectores columna de n+ 1 coordenadas y con e1 al primer elemento de la base
canónica de tkn+1. Como la acción natural de GL(n + 1, k) sobre tkn+1 \ {0} es transitiva,
por el Corolario 5.13,

qn+1 − 1 = |kn+1 \ {0}| = |GL(n+ 1, k)|
|GL(n+ 1, k)e1 |

.

Es fácil ver que GL(n + 1, k)e1 es el conjunto de las matrices cuya primera columna es e1 y,
usando esto, que |GL(n+ 1, k)e1 | = qn|GL(n, k)|. Aśı, por hipótesis inductiva

|GL(n+ 1, k)| = (qn+1 − 1)qn|GL(n, k)| = (qn+1 − 1)(qn+1 − q) · · · (qn+1 − qn),

como queŕıamos. �

Veamos otra aplicación del Corolario 5.13.

Observación 5.15. Fijemos un elemento h de un grupo G. Es obvio que 〈h〉 ⊆ CG(h).
Además, por el Corolario 5.13 y el teorema de Lagrange,

|G| = |{ghg−1 : g ∈ G}||CG(h)|.
Por ejemplo, esta fórmula combinada con la (27) debida a Cauchy, nos dice que

(30) |CSn(σ)| = 1α1α1!2α2α2! · · ·nαnαn! para cada permutación σ,

donde [α1, . . . , αn] es la estructura ćıclica de σ. Comparando el orden de σ (que es el mı́ni-
mo múltiplo común de los órdenes de los ciclos que aparecen en su descomposición ćıclica)
con (30), conclúımos que CSn(σ) = 〈σ〉 si y sólo si los órdenes de sus ciclos son coprimos dos
a dos (en particular, son todos distintos).

Ejercicio 5.16. Supongamos que G es un grupo simple infinito. Pruebe que:

1. Si g ∈ G es distinto de 1, entonces la clase de conjugación de g es un conjunto infinito.

2. Si H es un subgrupo no trivial de G, entonces la clase de conjugación de H es un
conjunto infinito.

Por último damos dos aplicaciones del Corolario 5.13 que son algo más teóricas que las
anteriores.

Proposición 5.17. Si un subgrupo de un grupo finito G contiene algún elemento de cada
clase de conjugación de G, entonces coincide con G.

Demostración. Tomemos un subgrupo propio L de G y consideremos la acción de G
sobre Sub(G) dada por conjugación. Dado que por el Corolario 5.13∣∣∣⋃ gLg−1

∣∣∣ ≤ |G : NG(L)|(|L| − 1) + 1 ≤ |G : L|(|L| − 1) + 1 = |G| − |G : L|+ 1,

existe h ∈ G tal que h /∈ gLg−1 para ningún g ∈ G o, lo que es claramente equivalente, que
L no corta a la clase de conjugación de h. �

Por supuesto que en general el teorema de Cayley no es óptimo. Vamos a ver un caso en
el que si lo es. Un subgrupo H de un grupo G es minimal si H 6= 0 y L ≤ H implica L = 1 o
L = H. Es claro que no todo grupo no trivial tiene subgrupos minimales. Por ejemplo Z no
los tiene. Sin embargo es muy fácil ver que todo grupo finito y no trivial contiene subgrupos
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minimales. Por último es claro también que si H es un subgrupo minimal de G y ϕ : G→ G
es un automorfismo, entonces ϕ(H) también es un subgrupo minimal de G. En particular si
un grupo tiene un único subgrupo minimal, este necesariamente es caracteŕıstico.

Proposición 5.18. Si G es un grupo finito que tiene un único subgrupo minimal y X es
un G-espacio fiel, entonces |X| ≥ |G|.

Demostración. Denotemos con H al único subgrupo minimal de G. Afirmamos que
existe x∈X tal que Gx = 1. En efecto, en caso contrario H ⊆Gx para todo x∈X, lo que se
contradice con que el núcleo

⋂
x∈X Gx, de la acción de G sobre X que estamos considerando

es 1. En consecuencia |X| ≥ |Ox| = |G|. �

Notemos que el grupo cuaterniónico H2m satisface la hipótesis del teorema anterior. Otro
ejemplo es Zpr , donde p, r ∈ N y p es primo. En consecuencia si Sn tiene un subgrupo isomorfo
a H2m , entonces n ≥ 2m+2 y si Sn tiene un subgrupo isomorfo a Zpr , entonces n ≥ pr. Dado
que Dpr contiene a un subgrupo isomorfo a Zpr , se sigue de esto que si Sn tiene un subgrupo
isomorfo a Dpr , entonces n ≥ pr.

Terminamos esta subsección mostrando que, para cada grupo G, el conjunto de clases de
isomorf́ıa de la clase de los G-espacios de n elementos, está en correspondencia con las órbitas
de la acción Sn sobre Hom(G, Sn) definida en el Ejemplo 4.15.

Observación 5.19. Tomemos un grupo G y consideremos a Hom(G, Sn) provisto de la

acción de Sn obtenida en el Ejemplo 4.15. Para cada f ∈ Hom(G,Sn) denotemos con Ifn al
conjunto In provisto de la acción de G determinada por f (es decir que g · i := f(g)(i) para
cada g ∈ G e i ∈ In). Tomemos σ ∈ Sn. Como

σ ◦ f(g) = (σ · f)(g) ◦ σ para todo g ∈ G,

la función σ : Ifn → Iσ·fn es un isomorfismo de G-espacios. En consecuencia queda definida una
aplicación del conjunto de las órbitas de Hom(G, Sn) en el conjunto de las clases de isomorf́ıa
de G-espacios de n elementos, que a la órbita que contiene a f le asigna la clase que contiene a

Ifn. Esta aplicación es inyectiva pues si σ : Ifn → If
′
n es un isomorfismo de G-espacios, entonces

σ ◦ f(g) = f ′(g) ◦ σ para todo g ∈ G

y aśı, f ′ = σ · f . Pero también es sobreyectiva pues si X es un G-espacio de n elementos,
entonces tomando una biyección σ : X → In, obtenemos por traslación de estructura, una
acción de G sobre In que convierte a σ en un isomorfismo de G-espacios.

5.1. La ecuación de las clases

Combinando el Corolario 5.13 con la fórmula (29), obtenemos que

(31) |X| = |XG|+
∑

x∈X′\XG

|G : Gx|,

donde X ′ es un conjunto de representantes de las órbitas de X. Una observación que será
útil más adelante es que cuando G es finito, los cardinales |G : Gx|, que aparecen en esta
fórmula, dividen propiamente a |G|. Veamos ahora que nos dice este resultado en alguno de
los ejemplos introducidos arriba.
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Acción de G sobre si mismo por conjugación: En este caso la fórmula (31) da la
llamada ecuación de las clases

|G| = |ZG|+
∑

g∈X′\ZG

|G : CG(g)|,

en la cual X ′ es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de G.

Acción de G sobre un subgrupo normal N por conjugación: En este se reduce
a la igualdad

|N | = |N ∩ ZG|+
∑

g∈X′\ZG

|G : CG(g)|,

donde X ′ es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de G inclúıdas
en N .

Acción de G sobre Sub(G) por conjugación: Dado que en este caso Sub(G)G es
el subconjunto SubN(G) de Sub(G) formado por los subgrupos normales de G y que
GH = NG(H) para todo subgrupo H de G, la fórmula (31) deviene

|Sub(G)| = |SubN(G)|+
∑

H∈X′\SubN(G)

|G : NG(H)|,

donde X ′ es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de Sub(G).

Acción de G sobre P(G) por conjugación: En este caso la fórmula (31) se trans-
forma en

2|G| = |PaN(G)|+
∑

S∈X′\PaN(G)

|G : NG(S)|,

donde X ′ es un conjunto de representantes de las órbitas de P(G) y PaN(G) es el
conjunto de los subconjuntos S de G tales que gSg−1 = S para todo g ∈ G.

A continuación usamos la ecuación de las clases para probar que para ningún n ∈ N hay
una cantidad infinita de grupos finitos no isomorfos dos a dos, con exáctamente n clases de
conjugación.

Lema 5.20. Fijemos n ∈ N y q ∈ Q. Existe sólo una cantidad finita de n-uplas (i1, . . . , in)
de números naturales, tales que q =

∑n
j=1 1/ij.

Demostración. Procedemos por inducción en n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos
que el lema es cierto para uplas de longitud n−1. Para probar que lo es para uplas de longitud
n es suficiente ver que hay sólo un número finito de n-uplas (i1, . . . , in) de números naturales
tales que i1 ≤ · · · ≤ in y q =

∑n
j=1 1/ij . Pero esto es cierto, porque en cada una de estas

n-uplas i1 ≤ n/q y, por la hipótesis inductiva, para cada número natural k ≤ n/q sólo hay
una cantidad finita de (n− 1)-uplas (i2, . . . , in) que satisfacen q − 1/k =

∑n
j=2 1/ij . �

Teorema 5.21. Para cada n≥ 1, sólo hay una cantidad finita de grupos finitos, no iso-
morfos dos a dos, que tienen exáctamente n clases de conjugación.

Demostración. Si G es un grupo finito con n clases de conjugación, entonces la ecuación
de las clases nos dice que

|G| =
n∑
j=1

|G : CG(gj)|,
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donde {g1, . . . , gn} es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de G. Por
consiguiente

1 =

n∑
j=1

1

|CG(gj)|
.

Por una parte, el máximo valor que toman los números |CG(gj)| es |G|, y ocurre cuando
g ∈ ZG. Por otra parte, por el Lema 5.20, dicho valor está acotado por un M > 0. En conse-
cuencia |G| ≤M , y para concluir la demostración basta notar que sólo hay finitos grupos no
isomorfos de orden menor o igual que M . �

5.2. k-transitividad

Consideremos un G-espacio X y un entero positivo k. Decimos que la acción de G sobre
X es k-transitiva o que G opera k-transitivamente sobre X, si para cada par {x1, . . . , xk} e
{y1, . . . , yk} de subconjuntos de k elementos de X, existe g∈G tal que g ·x1 =y1, . . . , g ·xk=yk.

Ejemplo 5.22. La acción natural de Sn sobre In es n-transitiva. Afirmamos que la acción
de An sobre In inducida por ella es n− 2 transitiva. En efecto, para cada par {x1, . . . , xn−2}
e {y1, . . . , yn−2} de subconjuntos de n − 2 elementos de In, existe σ ∈ Sn tal que σ(xi) = yi
para todo i. Si σ ∈ An ya está. Si no, tomando z1, z2 ∈ X \ {y1, . . . , yn−2} y considerando
σ′ := (z1, z2) ◦ σ obtenemos una permutación par σ′ que también satisface σ′(xi) = yi.

Proposición 5.23. Supongamos que k ≥ 2 y que X es un G-espacio. Son equivalentes:

1. G opera k-transitivamente sobre X.

2. G opera transitivamente sobre X y la acción de Gx sobre X \{x} es (k−1)-transitiva,
para cada x ∈ X.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es evidente que G opera transitivamente sobre X. Tomemos
x ∈ X. Por hipótesis, para cada par {x1, . . . , xk−1} e {y1, . . . , yk−1} de subconjuntos de k− 1
elementos de X \ {x}, existe g ∈ G tal que g · x = x y g · x1 = y1, . . . , g · xk−1 = yk−1. Esto
muestra que Gx opera (k − 1)-transitivamente sobre X \ {x}.
2) ⇒ 1) Tomemos subconjuntos {x1, . . . , xk} e {y1, . . . , yk} de k elementos de X. Como G
opera transitivamente sobre X y Gx1 opera (k − 1)-transitivamente sobre X \ {x1} existen
g ∈ G y h ∈ Gx1 tales que g · y1 = x1 y h · x2 = g · y2, . . . , h · xk−1 = g · yk−1. Pero entonces
(g−1h) · x1 = y1, . . . , (g

−1h) · xk = yk. �

5.3. Contando órbitas

Recordemos que para cada G-espacio X el śımbolo OX denota al conjunto de órbitas de
la acción y que para cada elemento g de G designamos con Xg al conjunto {x ∈ X : g ·x = x}
formado por los puntos de X que son dejados fijos por g. El siguiente resultado es conocido
como lema de Burnside, pero es debido a Frobenius.

Teorema 5.24. Para cada G-espacio X, los cardinales de los conjuntos Xg y OX están
relacionados por la siguiente igualdad:

|OX||G| =
∑
g∈G
|Xg|.
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Demostración. En
∑

g∈G |Xg| cada x ∈ X es contado |Gx| veces (pues Gx consiste de

todos los g ∈ G tales que x ∈ Xg). Puesto que |Gx| = |Gy| siempre que x e y están en la misma
órbita, y que la órbita de x tiene |G : Gx| elementos, en la suma de arriba los elementos de Ox
aportan en total el valor |G| = |G : Gx||Gx|. Recorriendo todas las órbitas de X obtenemos
que |OX||G| =

∑
g∈G |Xg|, como queremos. �

Ejemplo 5.25. La cantidad de clases de conjugación de un grupo finito G es igual a

1

|G|
∑
g∈G
|CG(g)|,

En efecto, para la acción de G sobre si mismo v́ıa conjugación,

Gg = {h ∈ G : ghg−1 = h} = {h ∈ G : hgh−1 = g} = CG(g).

Corolario 5.26. Si G es un grupo finito y X es un G-espacio transitivo con más de un
elemento, entonces existe g ∈ G tal que Xg = ∅.

Demostración. Como X es transitivo, tiene una sóla órbita. En consecuencia, por el
Teorema 5.24,

|G| =
∑
g∈G
|Xg|

y, como |X1| = |X| > 1, debe existir g ∈ G tal que Xg = ∅. �

6. Teoremas de Sylow

Fijemos un número primo p. Un grupo finito es un p-grupo si su orden es una potencia
de p. Supongamos que G es un grupo de orden n = pαm con α > 0 y m coprimo con p. Por
definición un p-subgrupo de Sylow de G es un subgrupo de G de orden pα. Cuando p esté
claro o no nos interese hablaremos también de subgrupos de Sylow. En esta sección vamos a
probar un teorema muy importante, que asegura, entre otras cosas, que el conjunto de los
p-subgrupos de Sylow de G no es vaćıo. El teorema tiene tres items conocidos como primer,
segundo y tercer teorema de Sylow, respectivamente. Esta es la razón del plural en el t́ıtulo.
Antes de enunciar el resultado principal necesitamos establecer un par de lemas.

Lema 6.1 (Teorema de Cauchy). Si el orden de un grupo finito G es divisible por un
primo p entonces G contiene un elemento de orden p.

Demostración. Consideremos el subconjunto X de Gp formado por todas las p-uplas
(g1, . . . , gp) tales que g1 · · · gp = 1. El grupo ćıclico Zp actúa sobre X v́ıa

i · (g1, . . . , gp) = (g1+i, . . . , gp, g1, . . . , gi).

Los puntos fijos de X son las p-uplas constantes (g, . . . , g) tales que gp = 1. Como p divide
a |X| = |G|p−1 y cada órbita que no es un punto fijo tiene cardinal p, de la igualdad (29) se
sigue que la cantidad de puntos fijos de X es un múltiplo de p. En consecuencia, existe g 6= 1
en G tal que gp = 1. �

La noción de p-grupos se puede extender a grupos infinitos. La caracterización dada en el
siguiente corolario indica la manera correcta de hacerlo.

Corolario 6.2. Un grupo finito G es un p-grupo si y sólo si el orden de cada uno de sus
elementos es una potencia de p.
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En la demostración del teorema de Sylow usaremos el teorema de Cauchy en el caso en
que G es abeliano. Bajo esta hipótesis es posible dar una prueba alternativa del último por
inducción en |G|/p, y obtener luego el caso general como un corolario inmediato del primero.

Demostración alternativa del teorema de Cauchy, para G abeliano. El resultado
es obvio cuando |G|/p = 1. Para el paso inductivo tomemos g ∈ G tal que |g| > 1. Si p divide

a |g|, entonces g|g|/p tiene orden p. Si no, p divide a |G/〈g〉| y, por hipótesis inductiva, existe
h ∈ G, tal que su clase en G/〈g〉 tiene orden p. Pero entonces el orden de h es múltiplo de p

y h|h|/p tiene orden p.

Lema 6.3. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de G y que H es un p-subgrupo
de G. Si H normaliza a P , entonces H está inclúıdo en P .

Demostración. Por hipótesis HP es un subgrupo de NG(P ) y P es un subgrupo normal
de HP . Aśı por el tercer teorema del isomorfismo H ∩P /H y HP/P ' H/H ∩P , de lo cual
se sigue que

|HP | = |HP : P ||P | = |H : H ∩ P ||P |
es una potencia de p. Aśı, como P es un p-subgrupo maximal deG, necesariamenteH ≤ P . �

Demostración alternativa del Lema 6.3. De la Proposición 8.2 del Caṕıtulo 1 o de
igualdad (7), se sigue que |HP | es una potencia de p. Por otro lado, debido a la hipótesis, HP
es un subgrupo de P . Aśı, como P es un p-subgrupo maximal de G, necesariamente H ≤ P .

Teorema 6.4 (Sylow). Si G es un grupo finito y p es un primo que divide a |G|, entonces

1. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es congruente a 1 módulo p.

2. Todos los p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

3. Todo p-subgrupo H de G está inclúıdo en un p-subgrupo de Sylow de G. Además, la
cantidad de p-subgrupos de Sylow de G que contienen a H es congruente a 1 módulo p.

Demostración. Primero probemos que el conjunto de los p-subgrupos de Sylow de G no
es vaćıo. Procedemos por inducción en |G|/p. Cuando |G|/p = 1, esto es trivial. Supongamos
que |G|/p = n > 1 y que el resultado es cierto cuando |G|/p < n. SiG tiene un subgrupo propio
H cuyo ı́ndice es coprimo con p, entonces todo p-subgrupo de Sylow de H (por hipótesis induc-
tiva al menos hay uno) lo es también de G. Podemos suponer entonces que ningún subgrupo
propio de G tiene ı́ndice coprimo con p. De la ecuación de las clases

|G| = |ZG|+
∑

g∈X′\ZG

|G : CG(g)|,

se sigue que p divide a |ZG|. En consecuencia, por el Lema 6.1, el centro de G tiene un
elemento g de orden p. Como n > 1 y g es central, 〈g〉 es un subgrupo normal y propio de G.
Además p divide a |G/〈g〉| = |G|/p, porque si no el ı́ndice de 〈g〉 seŕıa coprimo con p. Tomemos
un p-subgrupo de Sylow P ′ de G/〈g〉 y consideremos su preimagen P por la proyección
canónica π : G→ G/〈g〉. La igualdad

|P | = |g||P ′| = p|P ′|

muestra que P es un p-subgrupo de Sylow de G. Fijemos un tal P y llamemos X a su clase
de conjugación. Cada p-subgrupo H de G actúa por conjugación sobre X. Por el Lema 6.3,

XH = {gPg−1 : H ⊆ NG(gPg−1)} = {gPg−1 : H ⊆ gPg−1}.
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Por otra parte

|XH | ≡ |X| (mód p),

puesto que X \XH es una unión disjunta de órbitas no triviales y, por el Corolario 5.13, el
cardinal de cada órbita no trivial de X es una potencia positiva de p. Aśı,

|{gPg−1 : H ⊆ gPg−1}| ≡ |X| (mód p).

Como {gPg−1 : P ⊆ gPg−1} = {P}, tomando H = P en esta igualdad, conclúımos que
|X| ≡ 1 (mód p) y, en consecuencia, que

|{gPg−1 : H ⊆ gPg−1}| ≡ 1 (mód p).

Aplicando esta fórmula con H un p-subgrupo de Sylow se obtiene el item 2). Considerando
ahora H arbitrario se verifica que vale el item 3). Finalmente, el item 1) se sigue del 3)
tomando H = 1. �

Para cada grupo finito G, designamos con el śımbolo SylpG al conjunto de los p-subgrupos
de Sylow de G.

Corolario 6.5. Supongamos que G es un grupo finito y que p es un primo que divide al
orden de G. La cantidad de p-subgrupos de Sylow de G es |G : NG(P )|, donde P ∈ SylpG es
arbitrario.

Demostración. Dado que la acción de G sobre SylpG por conjugación es transitiva,

|SylpG| = |G : GP | = |G : NG(P )|,

como afirmamos. �

Corolario 6.6. Si G es un grupo finito de orden prm con p primo y m coprimo con p,
entonces |SylpG| divide a m.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Corolario 6.5. �

Corolario 6.7. Supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de un grupo finito G. Son
equivalentes:

1. P es un subgrupo completamante normal de G.

2. P es un subgrupo normal de G.

3. P es el único p-subgrupo de Sylow de G.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es trivial.

2) ⇒ 3) Por el item 2) del Teorema 6.4.

3) ⇒ 1) Si G tiene sólo un p-subgrupo de Sylow P , entonces P es completamente normal
en G, porque la imagen de P por un endomorfismo de G es un p-subgrupo de G que, por el
item 3) del Teorema 6.4, está inclúıdo en P . �

Nota 6.8. Supongamos que G es un grupo finito y que p es un primo que divide a |G|.
Por los items 2) y 3) del teorema de Sylow, si H es un p-subgrupo normal de G, entonces H
está inclúıdo el la interseccion de todos los p-subgrupos de G. Por otro lado, del item 2) del
teorema de Sylow se sigue también que la intersección de todos los p-subgrupos de Sylow de
G es un p-subgrupo normal de G.
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Proposición 6.9. Si (Pi)i∈I es una familia de subgrupos de Sylow de un grupo finito
G, que contiene exáctamente un p-subgrupo de Sylow para cada primo p que divide a |G|,
entonces G está generado por

⋃
i∈I Pi.

Demostración. Consideremos el subgrupoG′ deG generado por
⋃
i∈I Pi. Como Pi ≤ G′,

el orden de Pi divide a G′ y, como los |Pi|’s son coprimos dos a dos, |G| =
∏
i∈I |Pi| también

divide a G′. Por lo tanto G′ = G. �

Observación 6.10. Consideremos un subgrupo H de un grupo finito G y fijemos un
divisor primo p de |H|. Por el item 3) del Teorema 6.4, todo p-subgrupo de Sylow PH de H
está inclúıdo en un p-subgrupo de Sylow P de G y, además, PH = P ∩H. En consecuencia,

|SylpH| ≤ | SylpG|.
Supongamos que P ′ es otro p-subgrupo de Sylow de G. Por el item 2) del mismo teorema,
sabemos que existe g ∈ G tal que P ′ = gPg−1, de lo cual se sigue que

gPHg
−1 = P ′ ∩ gHg−1.

Por consiguiente, si H es normal, entonces P ∩H ∈ SylpH para cada P ∈ SylpG (en par-
ticular, cada p-subgrupo normal de G está inclúıdo en todos los p-subgrupos de Sylow de G).
Además PH/H ∈ Sylp(G/H), porque

|PH/H| = |P/(P ∩H)|
es una potencia de p y

|G/H : PH/H| = |G : PH|
es coprimo con p. Usando que

[g]
PH

H
[g]−1 =

gPHg−1

H
=
gPg−1gHg−1

H
=
gPg−1H

H
para todo g ∈ G,

y que todos los elementos de Sylp(G/H) son conjugados, es fácil ver ahora que todos los sub-
grupos de Sylow de G/H son de esta forma.

Proposición 6.11. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un primo
que divide a |H|, entonces |SylpH| divide a |SylpG|. Además

|SylpG|
| SylpH|

=
|NG(PH)|
|NG(P )|

=
|G : H||NH(PH)|
|NG(P )|

,

donde PH y P son p-subgrupos de Sylow arbitrarios de H y G, respectivamente.

Demostración. G actúa sobre SylpH por conjugación, porque

gPHg
−1 ⊆ gHg−1 = H para todo PH ∈ SylpH y g ∈ G.

Además, esta acción es transitiva debido a que lo es su restricción a H y, dado que NG(PH)
es el estabilizador de PH para la acción de G,

|SylpH| = |G : NG(PH)|.
Tomemos P ∈ SylpG tal que P ∩H = PH . Como para todo g ∈ NG(P ),

gPHg
−1 = g(P ∩H)g−1 = gPg−1 ∩ gHg−1 = gPg−1 ∩H = P ∩H = PH

el grupo NG(P ) está inclúıdo en NG(PH). En consecuencia,

|H : NH(PH)| = | SylpH| = |G : NG(PH)| divide a |G : NG(P )| = |SylpG|.
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Finalmente

|NG(PH)|
|NG(P )|

=
|G : NG(P )|
|G : NG(PH)|

=
| SylpG|
|SylpH|

=
|G : NG(P )|
|H : NH(PH)|

=
|G : H||NH(PH)|
|NG(P )|

,

como afirmamos. �

Proposición 6.12. Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y p es un primo
que divide a |G/H|, entonces | Sylp(G/H)| divide a |SylpG|.

Demostración. Claramente G actúa sobre {PH/H : P ∈ SylpG} por conjugación y
esta acción es transitiva. Puesto que NG(P ) está inclúıdo en el estabilizador GPH

H
de PH/H y

que |Sylp(G/H)| = |G : GPH
H
|, el cardinal de Sylp(G/H) divide a |G : NG(P )| = | SylpG|. �

6.1. Algunos ejemplos

El objetivo de esta subsección es determinar los subgrupos de Sylow de algunos grupos
finitos.

Ejemplo 6.13. Es fácil ver que 〈(1, 2)〉, 〈(1, 3)〉 y 〈(2, 3)〉 son los 2-subgrupos de sylow de
S3 y que 〈(1, 2, 3)〉 es su único 3-subgrupo de Sylow.

Ejemplo 6.14. Consideremos el grupo simétrico S4. Como se trata de un grupo de orden
4! = 23 × 3, sus 2-subgrupos de Sylow tienen orden 8 y sus 3-subgrupos de Sylow, orden 3.
Dado que los únicos elementos de orden 3 de S4 son sus ocho 3-ciclos, los últimos son los
grupos ćıclicos

〈(1, 2, 3)〉, 〈(1, 2, 4)〉, 〈(1, 3, 4)〉 y 〈(2, 3, 4)〉.
Por otra parte, como

H := {id, (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3)}
es invariante, está inclúıdo en todos los 2-subgrupos de Sylow de S4. Por lo tanto, estos son
los subgrupos Pσ := 〈σ,H〉, con σ ∈ S4 \H un elemento cuyo orden es una potencia de 2. Por
ejemplo, podemos tomar como σ a un 4-ciclo. Más aún, por el Teorema 1.2 del Caṕıtulo 2
y el item 2) del teorema de Sylow, sabemos que todos los 2-subgrupos de Sylow de S4 tienen
esta forma. Puesto que 〈σ〉 = 〈σ3〉, los únicos candidatos son P(1,2,3,4), P(1,2,4,3) y P(1,3,2,4).
Un cálculo directo muestra que

P(1,2,3,4) := {id, (1, 3), (2, 4), (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3), (1, 2, 3, 4), (1, 4, 3, 2)},
P(1,2,4,3) := {id, (1, 4), (2, 3), (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 4, 2)}

y

P(1,3,2,4) := {id, (1, 2), (3, 4), (1, 2) ◦ (3, 4), (1, 3) ◦ (2, 4), (1, 4) ◦ (2, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 4, 2, 3)}.
Finalmente, como P(1,2,3,4) está generado por las permutaciones

σ := (1, 2, 3, 4) y τ := (1, 4) ◦ (2, 3),

y σ4 = τ2 = τ ◦σ ◦ τ−1 ◦σ = id, los grupos P(1,2,3,4), P(1,2,4,3) y P(1,3,2,4) son isomorfos a D4.

Ejemplo 6.15. Parte de los argumentos usados en el ejemplo anterior muestran que

〈(1, 2, 3)〉, 〈(1, 2, 4)〉, 〈(1, 3, 4)〉 y 〈(2, 3, 4)〉
son los 3-subgrupos de Sylow de A4, y que H ' Z2 ×Z2 es su único 2-subgrupo de Sylow.
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Ejemplo 6.16. Consideremos el grupo diedral Dn. Recordemos que Dn está generado por
dos elementos x e y sujetos a las relaciones

xn = 1, y2 = 1 e yxy−1x = 1,

y que
Dn = {1, . . . , xn−1, y, . . . , xn−1y}.

Recordemos también que

- Los elementos xiy tienen orden 2.

- Los elementos xi tienen orden n/(n : i).

- El subgrupo 〈xi〉 de Dn es invariante para todo i.

Escribamos n = 2mt con t impar, de manera que |Dn| = 2m+1t. Afirmamos que:

1. Todos los 2-subgrupos de Sylow de Dn son isomorfos a D2m, y hay t de ellos (aqúı
debemos interpretar a D1 como el grupo ćıclico de orden 2).

2. Si p es un primo impar que divide a t, entonces Dn tiene un único p-subgrupo de
Sylow, el cual es ćıclico.

El item 2) se sigue inmediatamente de que si t = puv con v coprimo con p, entonces 〈x2mv〉
tiene orden pu y es invariante. Consideremos ahora el item 1). Como 〈xt〉 / Dn y |xt| = 2m,
todos los 2-subgrupos de Sylow de Dn incluyen a 〈xt〉. En consecuencia, dado que el orden de
ningún xi ∈ Dn \ 〈xt〉 es una potencia de 2, los posibles 2-subgrupos de Sylow de Dn, son los
subgrupos Ki := 〈xiy, xt〉 = 〈xt〉〈xiy〉, donde la última igualdad vale porque 〈xt〉 es normal.
De hecho, como

|〈xt〉〈xiy〉| = |〈xt〉||〈xiy〉|
|〈xt〉 ∩ 〈xiy〉|

=
2m × 2

1
= 2m+1,

todos los Ki son, efectivamente, 2-subgrupos de Sylow de Dn. Puesto que

Ki = 〈xiy, xt〉 = {xtj+iy, xtj : 0 ≤ j < 2m},
es claro que Ki = Ki′ si y sólo si i′ ≡ i (mód t). Aśı, los 2-subgrupos de Sylow de Dn son
exactamente K0, . . . ,Kt−1. Para ver que Ki es isomorfo a Dn es suficiente notar que tiene
orden 2m+1 y que los elementos xiy y xt generan Ki y satisfacen

(xt)2m = 1, (xiy)2 = 1 y (xiy)xt(xiy)−1xt = 1.

Ejemplo 6.17. Recordemos que el grupo cuaterniónico generalizado Hn está generado por
dos elementos x e y sujetos a las relaciones

xny−2 = 1 e yxy−1x = 1,

y que
Hn = {1, . . . , x2n−1, y, . . . , x2n−1y}.

Recordemos también que

- Los elementos xiy tienen orden 4.

- Los elementos xi tienen orden 2n/(2n : i).

- El subgrupo 〈xi〉 de Hn es invariante para todo i.

Escribamos n = 2mt con t impar, de manera que |Hn| = 2m+2t. Afirmamos que:

1. Todos los 2-subgrupos de Sylow de Hn son isomorfos a H2m, y hay t de ellos (aqúı
debemos interpretar a H1 como el grupo ćıclico de orden 4).
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2. Si p es un primo impar que divide a t, entonces Hn tiene un único p-subgrupo de
Sylow, el cual es ćıclico.

El item 2) se sigue inmediatamente de que si t = puv con v coprimo con p, entonces 〈x2m+1v〉
tiene orden pu y es invariante. Consideremos ahora el item 1). El subgrupo 〈xt〉 de Hn está
inclúıdo en todos los 2-subgrupos de Sylow de Hn, porque es invariante y tiene 2m+1 elementos.
En consecuencia, como el orden de ningún xi ∈ Hn \ 〈xt〉 es una potencia de 2, los posibles
2-subgrupos de Sylow de Hn son algunos de los subgrupos Li := 〈xiy, xt〉 = 〈xt〉〈xiy〉, donde
la última igualdad vale porque 〈xt〉 es invariante. Notemos ahora que

(xiy)2 = xiyxiy−1y2 = y2 = xn

y, por lo tanto, 〈xiy〉 ∩ 〈xt〉 = {1, xn}. Aśı,

|〈xt〉〈xiy〉| = |〈xt〉||〈xiy〉|
|〈xt〉 ∩ 〈xiy〉|

=
2m+1 × 4

2
= 2m+2,

lo que muestra que todos los Li son 2-subgrupos de Sylow. Puesto que

Li = 〈xiy, xt〉 = {xtj+iy, xtj : 0 ≤ j < 2m+1},

es claro que Li = Li′ si y sólo si i′ ≡ i (mód t). Aśı, los 2-subgrupos de Sylow de Hn son
exactamente L0, . . . , Lt−1. Para ver que Li es isomorfo a H2m es suficiente notar que tiene
orden 2m+2 y que xiy y xt generan Li y satisfacen

(xt)2m(xiy)−2 = 1 y (xiy)xt(xiy)−1xt = 1.

Ejemplo 6.18. Consideremos un grupo simétrico Sp, con p primo. Como | Sp | = p! y p es
coprimo con (p−1)!, cada p-subgrupo de Sylow de Sp es ćıclico de orden p y aśı está generado
por un p-ćıclo. Como la cantidad de los p-ćıclos de Sp es (p − 1)! y cada subgrupo ćıclico de
orden p de Sp tiene p− 1 de estos p-ćıclos, la cantidad de p-subgrupos de Sylow de Sp es

(p− 2)! =
(p− 1)!

p− 1
.

En consecuencia, por el item (1) del teorema de Sylow

(p− 2)! ≡ 1 (mód p),

que es lo que dice el famoso teorema de Wilson.

Ejemplo 6.19. Supongamos que k es un cuerpo de pm elementos con p primo (más ade-
lante veremos que el cardinal de un cuerpo finito siempre es una potencia de un primo). Por
la Proposición 5.14 sabemos que, cualquiera sea n, el orden de GL(n, k) es

pmn(n−1)/2(pmn − 1)(pm(n−1) − 1) · · · (pm − 1).

En consecuencia, como p es coprimo con (pmn − 1)(pm(n−1) − 1) · · · (pm − 1), los p-subgrupos

de Sylow de GL(n, k) tienen pmn(n−1)/2 elementos. Puesto que este es el orden del subgrupo
UT(n, k) de GL(n, k), formado por las matrices triangulares superiores que tienen 1 en la
diagonal principal, UT(n, k) es un p-subgrupo de Sylow de GL(n, k).

Teorema 6.20 (Frattini). Si H es un subgrupo normal de un grupo finito G y P es un
p-subgrupo de Sylow de H, entonces G = H NG(P ). En particular, P es un subgrupo normal
de H si y sólo si es un subgrupo normal de G.
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Demostración. Tomemos g ∈ G. Como H es normal, gPg−1 ⊆ gHg−1 = H. En con-
secuencia, por el item 2) del teorema de Sylow, existe h ∈ H tal que hgPg−1h−1 = P . Aśı,
g = h−1hg ∈ H NG(P ). �

Corolario 6.21. Si un subgrupo H de un grupo finito G contiene al normalizador de un
subgrupo de Sylow P de G, entonces NG(H) = H.

Demostración. Debido al Teorema 6.20, como H es normal en NG(H),

NG(H) = H NNG(H)(P ) ⊆ H NG(P ) = H,

como queremos. �

6.2. Algunas aplicaciones

En esta subsección establecemos algunos resultados que son consecuencia más o menos
directa del teorema de Cauchy, los Teoremas de Sylow y sus corolarios. El primero es la
clasificación de los grupos finitos cuyo orden es producto de dos primos distintos. La prueba
que damos usa de manera escencial el teorema de Cauchy.

Teorema 6.22 (Caracterización de grupos de orden pq). Supongamos que G es un grupo
de orden pq con p y q primos y q < p.

- Si G es abeliano, entonces G ' Zpq.
- Si G no es abeliano, entonces q divide a p− 1, el conjunto

R = {r ∈ N : 1 < r < p y rq ≡ 1 (mód p)}
no es vaćıo y G está generado por elementos g y h, de órdenes p y q respectivamente,
que satisfacen hgh−1 = gr0, donde r0 es el mı́nimo elemento de R. En particular, G
es producto semidirecto interno de los subgrupos 〈g〉 y 〈h〉.

Demostración. Por el teorema de Cauchy, existen g, k ∈ G con |〈g〉| = p y |〈k〉| = q.
Además, por el Corolario 2.15, el primero es normal. Si 〈k〉 también lo es, entonces

[g, k] = gkg−1k−1 ∈ 〈g〉 ∩ 〈k〉 = 1

y aśı G = 〈g〉 × 〈k〉 ' Zpq. Supongamos ahora que 〈k〉 no es normal. Como 〈g〉 si lo es, existe

0 ≤ r < p tal que kgk−1 = gr. Un argumento inductivo muestra ahora que kigk−i = gr
i

para
todo i > 1, por lo que

gr
q

= kqgk−q = g,

lo cual implica que rq ≡ 1 (mód p). Por otra parte, dado que la igualdad kgk−1 = 1 es
imposible y que G no es conmutativo, debe ser r > 1. Por lo tanto, como q es primo, q es
el orden de r en Z∗p. En consecuencia, por el teorema de Lagrange, q divide a |Z∗p| = p − 1.
Como la ecuación Xq = 1 no puede tener más de q ráıces en Z∗p, y cada potencia de r es una
ráız, existe α < q tal que rα ≡ r0 (mód p), donde r0 es el mı́nimo de los enteros s tales que

1 < s < p y sq ≡ 1 (mód p).

Tomemos h = kα 6= 1. Puesto que k = hβ, donde β ∈ Zq es el inverso multiplicativo de α, el
grupo G está generado por g y h. Finalmente, como

hq = (kα)q = (kq)α = 1 y hgh−1 = kαgk−α = gr
α

= gr0 ,

los elementos g y h satisfacen las relaciones requeridas en el enunciado. �
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Supongamos que p y q son primos y que q divide a p − 1. Por el teorema de Cauchy Z∗p
tiene un elemento r de orden q. Por el Ejemplo 16.9 del Caṕıtulo 1, sabemos que para cada
uno de estos r hay un grupo de orden pq generado por elementos g y h, de órdenes p y q
respectivamente, que satisfacen hgh−1 = gr.

En el resto de esta subsección denotaremos con np a la cantidad de p-subgrupos de Sylow
de un grupo finito G.

Proposición 6.23. Ningún grupo de orden p2q, donde p y q son dos números primos
distintos, es simple. Más precisamente, todo grupo G de este orden tiene un subgrupo normal
de orden p2 o un subgrupo normal de orden q.

Demostración. Por el Corolario 6.6, forzosamente nq = 1, nq = p o nq = p2. En el
primer caso el único q-subgrupo de Sylow de G es normal debido al Corolario 6.7 . Por el
item 1) del teorema de Sylow, en el segundo p ≡ 1 (mód q), por lo que p > q. Puesto que,
nuevamente por el Corolario 6.6 y el item 1) del teorema de Sylow, np | q y np ≡ 1 (mód p),
esto implica que np = 1, y aśı G tiene un único p-subgrupo de Sylow, el cual es normal,
nuevamente por el Corolario 6.7. Por último en el tercer caso el grupo G tiene p2(q − 1)
elementos de orden q y los restantes p2 elementos de G sólo pueden formar un p-subgrupo de
Sylow de G, el cual es normal por la misma razón que antes. �

Nota 6.24. Supongamos que H sartisface la hipótesis de la proposición anterior y tome-
mos subgrupos P y Q de Sylow de H de ordenes p2 y q respectivamente. Como |P ∩Q| divide a
p2 y a q, necesariamente P ∩Q = 1 y aśı |PQ| = p2q (por ejemplo debido a la Proposición 8.2
del Caṕıtulo 1). En consecuencia H es el producto semidirecto interno de P y Q. Por último,
si P y Q son normales, entonces este es un producto directo.

Proposición 6.25. Ningún grupo de orden 2pq, donde p < q son dos números primos
impares, es simple. Más precisamente, si G es un grupo de ese orden, entonces G tiene un
subgrupo normal de orden p o un subgrupo normal de orden q.

Demostración. Por el item 1) del teorema de Sylow, existen enteros no negativos hp y
hq tales que np = hpp+1 y nq = hqq+1. Denotemos con S a la unión de todos los p-subgrupos
de Sylow de G y todos los q-subgrupos de Sylow de G. Si el resultado es falso, entonces por
el Corolario 6.7 necesariamente hp, hq ≥ 1 y, en consecuencia,

|(G \ S) ∪ 1| = 2pq −
(
(hpp+ 1)(p− 1) + (hqq + 1)(q − 1)

)
≤ 2pq −

(
(p+ 1)(p− 1) + (q + 1)(q − 1)

)
= 2pq − (p2 − 1 + q2 − 1)

= −(q − p)2 + 2 ≤ −2,

lo que es absurdo. �

Nota 6.26. Por el Corolario 2.8 sabemos que si un grupo G tiene orden 2m com m impar,
entonces G tiene un subgrupo de ı́ndice 2 y, por lo tanto, normal. Si m > 1, entonces este
grupo no seŕıa trivial y, por lo tanto, G no seŕıa simple. Esto da una demostración alternativa
de que ningún grupo de orden 2pq, donde p < q son dos números primos impares, es simple.

Aplicaciones a grupos de orden pequeño En este parágrafo aplicamos los Teoremas
de Sylow para determinar salvo isomorfismos todos los grupos simples de un orden fijo dado.
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En todos los casos considerados el orden es menor que 100 y, salvo en uno, lo que se prueba
es la no existencia de grupos simples del orden requerido.

No existen subgrupos simples G de orden 36: Tomemos un 3-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 2.13 sabemos que P contiene un subgrupo P ′, que es normal
en G y cuyo ı́ndice en G es 4h, con h un divisor de (3! : 32) = 3. En particular, P ′ es
un subgrupo no trivial de G.

No existen subgrupos simples G de orden 48: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 2.13, sabemos que P contiene un subgrupo normal P ′, cuyo
ı́ndice en G es 3h, con h un divisor de (2! : 24) = 2. En particular, P ′ es un subgrupo
no trivial de G.

No existen grupos simples G de orden 56: En efecto, como n7 ≡ 1 (mód 7) y
n7 | 8, debe ser n7 = 1 u n7 = 8. En el primer caso G tiene un único 7-subgrupo
de Sylow que, justamente por eso, es normal, y, en el segundo, G tiene 8 × 6 = 48
elementos de orden 7 y los restantes 8 sólo pueden formar un 2-subgrupo de Sylow de
G, el cual es normal por la misma razón.

No existen subgrupos simples G de orden 80: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 2.13, sabemos que P contiene un subgrupo normal P ′, cuyo
ı́ndice en G es 5h, con h un divisor de (4! : 24) = 8. En particular, P ′ es un subgrupo
no trivial de G. También se puede proceder de la siguiente manera: Como n5 ≡ 1
(mód 5) y n5 | 24 debe ser n5 = 1 o n5 = 16. En el primer caso G tiene un único
5-subgrupo de Sylow que, por lo tanto, es normal, y, en el segundo, G tiene 16×4 = 64
elementos de orden 5 y los restantes 16 elementos sólo pueden formar un 2-subgrupo
de Sylow de G, el cual necesariamente es normal.

No existen grupos simples G de orden 84: En efecto, como n7 ≡ 1 (mód 7) y
n7 | 12, forzosamente n7 = 1. Aśı, G tiene un único 7-subgrupo de Sylow que, por lo
tanto, es normal.

No existen subgrupos simples G de orden 96: Tomemos un 2-subgrupo de Sylow
P de G. Por el Corolario 2.13, sabemos que P contiene un subgrupo normal P ′, cuyo
ı́ndice en G es 3h, con h un divisor de (2! : 25) = 2. En particular, P ′ es un subgrupo
no trivial de G.

Todo grupo simple de orden 60 es isomorfo a A5: Por la Proposición 3.7 del
Caṕıtulo 2 y el Corolario 2.11 para probar esto será suficiente ver que si G es un grupo
simple de orden 60, entonces G tiene un subgrupo H de ı́ndice 5. Por el item 1) del
teorema de Sylow y el Corolario 6.6, sabemos que n2 ∈ {1, 3, 5, 15} y n5 ∈ {1, 6}. Por el
Corolario 6.7, como G es simple, no puede ser n2 = 1 ni n5 = 1. En particular G tiene
24 elementos de orden 5. Además, por el Corolario 6.5, sabemos que si n2 = 3, entonces
G tiene un subgrupo de ı́ndice 3. Pero esto es imposible, porque por el Teorema 2.9,
en tal caso G tendŕıa un subgrupo normal propio. Aśı que tampoco puede ser n2 = 3.
Si n2 = 5, entonces por el Corolario 6.5, podemos tomar H = NG(P ) dónde P es un
2-subgrupo de Sylow arbitrario. Supongamos por último que n2 = 15. Si cada par de
2-subgrupos de Sylow deG tuviera intersección trivial,G tendŕıa 15×3 = 45 elementos
de orden par, que sumados a los 24 de orden 5, da 69, lo que es absurdo. Aśı que existen
dos 2-subgrupos de Sylow P1 y P2 tales que K = P1 ∩ P2 no es trivial. Claramente
K es un subgrupo normal de P1 y P2 y, por lo tanto, de 〈P1, P2〉. En consecuencia,
como G es simple, 〈P1, P2〉 6= G. Como 4 = |P1| divide propiamente a |〈P1, P2〉| y
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|〈P1, P2〉| divide propiamente a |G|, forzosamente |〈P1, P2〉| = 12 o |〈P1, P2〉| = 20.
Pero lo último es imposible, por el Teorema 2.9. Aśı pues, el ı́ndice de 〈P1, P2〉 en G
es 5 y podemos tomar H = 〈P1, P2〉.

7. p-Grupos finitos

En esta sección p denota a un primo positivo y, en ella, establecemos algunas propiedades
básicas de los p-grupos finitos.

Teorema 7.1. Si G es un p-grupo finito, H / G y H 6= 1, entonces H ∩ ZG 6= 1. En
particular, ZG no es trivial.

Demostración. Consideremos la ecuación

|H| = |H ∩ ZG|+
∑

h∈X′\(H∩ZG)

|G : CG(h)|,

donde X ′ es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de G que están
inclúıdas en H (vease el segundo ejemplo debajo de la igualdad (31)). Dado que tanto |H|
como cada |G : CG(h)| son divisibles por p, también lo es |H∩ZG|, de manera de que H∩ZG
no es trivial. �

Corolario 7.2. Todo subgrupo normal de orden p de un p-grupo G está inclúıdo en el
centro de G.

Corolario 7.3. Si |G| = pn, entonces toda cadena

1 = G0 ⊆ Gi1 ⊆ Gi2 ⊆ · · · ⊆ Gir ⊆ Gn = G,

de subgrupos normales de G con 0 < i1 < i2 < · · · < ir < n y |Gij | = pij , se puede completar
a una cadena

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn−1 ⊆ Gn = G,

de subgrupos normales de G con |Gj | = pj. En particular G tiene un subgrupo normal de
orden pj para cada j ≤ n.

Demostración. Para grupos de orden p el resultado es trivial. Supongamos que n > 1 y
que es cierto para p-grupos de orden menor que pn. Por el Teorema 7.1 existe g ∈ Z(G)∩Gi1
tal que G1 := 〈g〉 es un subgrupo normal de orden p de G inclúıdo en Gi1 . Por lo tanto
podemos suponer sin pérdida de generalidad que i1 = 1. Consideremos la proyección canónica
π : G→ G/G1. Por hipótesis inductiva la cadena

1 = G0 ⊆ Gi2−1 ⊆ Gi3−1 ⊆ · · · ⊆ Gir−1 ⊆ Gn−1 = G/G1,

donde Gij−1 denota a π(Gij ), se puede extender a una cadena

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn−1 ⊆ Gn−1,

de subgrupos normales de Gn−1, tal que |Gj | = pj para 1 ≤ j ≤ n− 1. Es claro que la cadena

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn−1 ⊆ Gn = G

obtenida tomando G0 = 1 y Gj = π−1(Gj−1) para 1 ≤ j ≤ n, satisface las condiciones
requeridas en el enunciado. �

Corolario 7.4. Todo grupo G de orden p2 es abeliano. Además son equivalentes:
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1. G no es ćıclico.

2. G tiene p+ 1 subgrupos de orden p.

3. G tiene al menos dos subgrupos de orden p.

4. G es isomorfo a Zp ×Zp.

Demostración. Supongamos que G no es abeliano, entonces por el Teorema 7.1 los
grupos ZG y G/ZG tienen orden p y, por eso mismo son ćıclicos, lo que contradice la Propo-
sición 18.9 del Caṕıtulo 1. Ahora consideremos las equivalencias. Si G no es ćıclico, entonces
cada uno de los p2 − 1 elementos no nulos de G genera un subgrupo de orden p. Como estos
subgrupos se intersecan trivialmente, G tiene p+1 = (p2−1)/(p−1) subgrupos de este orden.
En consecuencia 1) ⇒ 2). Es evidente que 2) ⇒ 3) y 4) ⇒ 1). Resta comprobar que 3) ⇒ 4).
Para ello, debido a la Proposición 15.14 del Caṕıtulo 1, será suficiente ver que G es el producto
directo interno de dos cualesquiera de sus subgrupos de orden p. Pero como la intersección
de dos de estos subgrupos es claramente 1, esto se sigue de la Proposición 8.2 del Caṕıtulo 1
y el Teorema 15.1 del Caṕıtulo 1. �

Corolario 7.5. Si G es un grupo no conmutativo de orden p3, entonces el centro de G
coincide con el subgrupo conmutador, tiene orden p, y es el único subgrupo invariante de G
de ese orden. Además, G/ZG es abeliano y no es ćıclico.

Demostración. Por el Teorema 7.1 sabemos que ZG 6= 1 y, como G no es abeliano,
ZG 6= G. Además, por la Proposición 18.9 del Caṕıtulo1, el cociente G/ZG no es ćıclico. Por
lo tanto |G/ZG| = p2 y |ZG| = p. Por otra parte, dado que por el corolario anterior G/ZG
es abeliano,

[G,G] ⊆ ZG.

Pero la inclusión no puede ser propia, porque eso significaŕıa que G es abeliano. Finalmente,
por el Corolario 7.2, el único subgrupo normal de orden p de G es ZG. �

Teorema 7.6. Si H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G, entonces H ( NG(H).

Demostración. Si H es normal, entonces H  G = NG(H). Supongamos que H no es
normal. Bajo esta hipótesis, el cardinal |G : NG(H)|, del conjunto X de los subgrupos de G
conjugados a H, es una potencia de p mayor que 1. El grupo H actúa sobre X por conjugación
y, como H es un p-grupo, el cardinal de cada una de las órbitas de X bajo esta acción es una
potencia de p. En consecuencia, como H es un punto fijo, X tiene al menos otros p−1 puntos
fijos. Tomemos uno de ellos gHg−1, distinto de H. Entonces hgHg−1h−1 = gHg−1 para cada
h ∈ H, por lo que g−1Hg ⊆ NG(H). Esto termina la prueba porque g−1Hg 6= H. �

Corolario 7.7. Si H es un subgrupo propio maximal de un p-grupo finito G, entonces
H es normal y su ı́ndice es p.

Demostración. Por el teorema anterior H/G. Además, por el Corolario 13.15 del Ca-
ṕıtulo 1, el cociente G/H no tiene subgrupos no triviales y, en consecuencia, debido al Coro-
lario 7.3, su cardinal es p. �

Observación 7.8. Supongamos que H es un subgrupo propio de un p-grupo finito G. Por
el Teorema 7.6, en la cadena de subgrupos

H /N1
G(H) /N2

G(H) / · · · /Ni−1
G (H)) /Ni

G(H) = G,
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donde Nj+1
G (H) = NG(Nj

G(H)) para todo j < i, cada grupo es un subgrupo propio del siguiente.
Como G es un p-grupo, los órdenes de los grupos que constituyen la cadena anterior forman
una sucesión estrictamente creciente

pα0 < pα1 < · · · < pαi ,

de potencias de p. Por el Corolario 7.3, para cada j < i hay una cadena

Nj
G(H) = Gαj ⊆ Gαj+1 ⊆ · · · ⊆ Gαj+1−1 ⊆ Gαj+1 = Nj+1

G (H),

en la cual Gαj+l es un subgrupo normal de orden pαj+l de Nj+1
G (H). En particular H está

inclúıdo en un subgrupo de ı́ndice p de G.

Teorema 7.9. Consideremos un subgrupo arbitrario H de un grupo finito G. Si |H| divide
a pm y pm divide al orden de G, entonces la cantidad de p-subgrupos de G de orden pm que
incluyen a H es congruente a 1 módulo p.

Demostración. Podemos suponer que |H| < pm ya que en otro caso el resultado es
trivial. Escribamos |G| = pmr. Haremos la demostración por inducción en el máximo entero
no negativo n tal que pn divide a r. Cuando n = 0 el enunciado se reduce al item 3) del
Teorema 6.4. Supongamos que n > 0 y que el teorema vale para subgrupos de G de orden
pm+1. Designemos con

P1, . . . , Pu y Q1, . . . , Qv

a los subgrupos de G, de orden pm+1 y pm respectivamente, que contienen a H. Por hipótesis
inductiva la cantidad aj de los Pi’s que contienen a un Qj fijo, es congruente a 1 módulo p.
Para concluir la demostración será suficiente mostrar que la cantidad bi de los Qj ’s que están
contenidos en un Pi fijado, también es congruente a 1 módulo p, ya que entonces de la igualdad

u∑
i=1

bi =
v∑
j=1

aj ,

válida pues las dos sumas cuentan a cada Pi con multiplicidad igual a la cantidad de Qj ’s que
contiene, se seguirá que u ≡ v (mód p). Con esto en mente fijemos Pi y supongamos que

Qj1 , . . . , Qjv′

son los Qj ’s contenidos en Pi. Debemos mostrar que v′ ≡ 1 (mód p). Por el Corolario 7.3
aplicado al grupo Pi y a la cadena trivial 1 ⊆ Pi sabemos que v′ ≥ 1. Si v′ = 1, entonces es
obvio que v′ ≡ 1 (mód p). Analizemos que ocurre cuando v′ > 1. Por el Corolario 7.7, cada
Qjl es un subgrupo normal de Pi. Por consiguiente Qj1Qj2 = Pi. Por la Proposición 8.2 del
Caṕıtulo 1, esto implica que D1 := Qj1 ∩ Qj2 tiene orden pm−1. Además D1 / Pi porque es
la intersección de dos subgrupos normales de Pi. Por el Corolario 7.4, el cociente Pi/D1 es
abeliano y tiene p+ 1 subgrupos de orden p. En consecuencia, en el conjunto

{Qj1 , . . . , Qjv′}

hay p+1 elementos que incluyen a D1. Si v′ = p+1 esto termina la demostración. Supongamos
que v′ > p+1 y tomemos Qjl3 tal que D1 no esté inclúıdo en Qjl3 . Escribamos D2 := Qj1∩Qjl3 .
Razonando como antes, vemos que p+ 1 de los elementos del conjunto

{Qj1 , . . . , Qjv′},
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incluyen a D2. De estos, Qj1 es el único que contiene a la vez a D1 y a D2, ya que si hubiera
otro, digamos Qjl , entonces Qj1 ∩Qjl contendŕıa a D1 y a D2, lo que es absurdo porque

|D1| = |D2| = |Qj1 ∩Qjl | = pm−1

y D1 6= D2. Aśı, en {Qj1 , . . . , Qjv′} hay 2p + 1 elementos que incluyen a D1 o a D2. Si
v′ = 2p+ 1 la demostración se termina aqúı. Supongamos que v′ > 2p+ 1, tomemos Qjl4 tal

que ni D1 ni D2 estén inclúıdos en Qjl4 y escribamos D3 := Qj1 ∩ Qjl4 . En {Qj1 , . . . , Qjv′}
hay p + 1 elementos que contienen a D3. Nuevamente Qj1 es el único que contiene a D1

y a D3, y también es el único que contiene a D2 y a D3. Aśı, hay 3p + 1 elementos en
{Qj1 , . . . , Qjv′} que contienen a D1, D2 o D3. Si v′ = 3p+1 esto termina la demostración, y si
no podemos continuar con este procedimiento hasta que todos los elementos de {Qj1 , . . . , Qjv′}
estén listados. �

Corolario 7.10. Si pm divide al orden de un grupo finito G, entonces la cantidad de
subgrupos de G de orden pm es congruente a 1 módulo p.

Demostración. Tómese H := 1 en el teorema anterior. �

Observación 7.11. Supongamos que N es un subgrupo normal de un p-grupo finito G.
Fijemos m < n tales que pm ≤ |N | y pn ≤ |G| y designemos con X al conjunto de los
subgrupos de orden pn de G que intersecan a N en un subgrupo de orden pm (X puede ser
vaćıo). Como N es normal, G actúa sobre X por conjugación. Los puntos fijos de X bajo esta
acción son los subgrupos normales de G que pertenecen a X. Además |XG| ≡ |X| (mód p),
puesto que X \XG es una unión disjunta de órbitas no triviales, y por el Corolario 5.13 el
cardinal de cada una de esta órbitas es una potencia positiva de p. En consecuencia,

|{P ∈ X : P es un subgrupo normal de G}| ≡ |X| (mód p).

Por ejemplo, por el Teorema 7.9, si N un subgrupo normal de un p-grupo finito G y

|N | ≤ pn ≤ |G|,
entonces la cantidad de subgrupos normales de G de orden pn que contienen a N es congruente
a 1 módulo p y, por el Teorema 7.1, la cantidad de subgrupos de orden pn de un p-grupo finito
G cuya intersección con ZG es 1, es un múltiplo de p.

Lema 7.12. El grupo

G1 := 〈g, h|gp2 , hp, hgh−1g−p−1〉
tiene p3 elementos.

Demostración. Es claro que el subgrupo 〈g〉 de G1 es normal, |g| ≤ p2 y |G1/〈g〉| ≤ p.
Por lo tanto, |G1| ≤ p3. Para probar que vale la desigualdad opuesta será suficiente exhibir
un morfimo sobreyectivo de G1 en un grupo de orden p3. Tomemos grupos ćıclicos Cp2 = 〈x〉
y Cp = 〈y〉 de orden p2 y p, respectivamente. Como (1 + p)p ≡ 1 (mód p2) la aplicación

Cp2
ψ // Cp2

xi � // xi(p+1)

,

es un automorfismo de orden p y, por consiguiente, la correspondencia

Cp
ς // Aut(Cp2)

yj � // ψj
,
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es un morfismo de grupos. Consideremos el producto semidirecto Cp2 oς Cp y escribamos
x̂ := (x, 1) e ŷ := (1, y). Puesto que

x̂p
2

= ŷp = 1 e ŷx̂ŷ−1 = x̂p+1,

hay un morfismo ξ : G1 → Cp2 oς Cp tal que ξ(g) = x̂ y ξ(h) = ŷ. Como ξ es sobreyectivo y

|Cp2 oς Cp| = p3, esto termina la demostración. �

Lema 7.13. El grupo

G2 := 〈g, h, k|gp, hp, kp, hgh−1g−1, kgk−1g−1, khk−1h−1g〉
tiene p3 elementos.

Demostración. Notemos que el subgrupo 〈g〉 de G2 es normal, |g| ≤ p y |G2/〈g〉| = p2.
Por lo tanto, |G2| ≤ p3. Tal como hicimos en el lema anterior, para probar que vale la
desigualdad opuesta construiremos un morfismo sobreyectivo de G2 en un grupo de orden p3.
Un cálculo sencillo muestra que la aplicación

Cp × Cp
ψ // Cp × Cp

(yi, yj) � // (yi−j , yj)

,

donde Cp = 〈y〉 es un grupo ćıclico con p elementos, es un automorfismo de orden p, por lo
que la correspondencia

Cp
ς // Aut(Cp × Cp)

yk � // ψk

es un morfismo de grupos. Consideremos el producto semidirecto (Cp×Cp)oςCp y escribamos
ŷ1 = (y, 0, 0), ŷ2 = (0, y, 0) y ŷ3 = (0, 0, y). Puesto que

ŷp1 = ŷp2 = ŷp3 = 1, ŷ2ŷ1 = ŷ1ŷ2, ŷ3ŷ1 = ŷ1ŷ3 y ŷ3ŷ2 = ŷ−1
1 ŷ2ŷ3,

hay un morfismo ξ : G2 → (Cp × Cp)oς Cp tal que ξ(g) = ŷ1, ξ(h) = ŷ2 y ξ(k) = ŷ3. Como ξ
es sobreyectivo y |(Cp × Cp)oς Cp| = p3, esto termina la demostración. �

Nota 7.14. En las demostraciones de los Lemas 7.12 y 7.13 se probó más que lo estable-
cido en los enunciados. Espećıficamente, en la del primero se probó que G1 es producto semi-
directo interno de los subgrupos 〈g〉, de orden p2, y 〈h〉, de orden p; mientras que, en la del
segundo se probó que G2 es producto semidirecto interno de los subgrupos 〈g, h〉, de orden p2,
y 〈k〉, de orden p.

Teorema 7.15 (Caracterización de los grupos de orden p3). Para cada grupo G de or-
den p3, vale que:

1. Si G es abeliano, entonces G es isomorfo a Zp3, Zp2 ×Zp o Zp ×Zp ×Zp.
2. Si G no es abeliano y p = 2, entonces G es isomorfo al grupo diedral D4 o al grupo

cuaterniónico H2.

3. Si G no es abeliano y p > 2, entonces G es isomorfo al grupo G1 presentado en el
Lema 7.12, o al grupo G2 presentado en el Lema 7.13.

Demostración. Sabemos que G es ćıclico si y sólo si tiene elementos de orden p3. Su-
pongamos que no lo es, pero que tiene un elemento g de orden p2. Tomemos h ∈ G \ 〈g〉. Es
evidente que G = 〈g, h〉. Además, por el Corolario 2.15 el subgrupo de G generado por g es
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normal. En consecuencia hp ∈ 〈g〉 y existe 1 ≤ r < p2 tal que hgh−1 = gr. Consideramos por
separado los casos r = 1 (i. e. G conmutativo) y r > 1

r = 1: Escribamos hp = gj con 0 ≤ j < p2. Debido a que 1 = hp
2

= gpj , existe 0 ≤ t < p tal
que j = pt. Reemplazando h por hg−t podemos suponer que hp = 1, lo cual implica que
〈g〉 ∩ 〈h〉 = 1. Pero entonces, por el Teorema 15.1 del Caṕıtuo 1 y la Proposición 15.14 de
Caṕıtulo 1,

G ' 〈g〉 × 〈h〉 ' Zp2 ×Zp.

r > 1: Un argumento inductivo prueba que high−i = gr
i

para todo i ≥ 1. En particular
g = hpgh−p = gr

p
, por lo que rp ≡ 1 (mód p2). Puesto que (1 + p)p ≡ 1 (mód p2) y Z×

p2

tiene un único subgrupo de orden p (pues es ćıclico de orden (p−1)p), existe 0 < α < p tal
que 1 + p ≡ rα (mód p2). Notemos que hα ∈ G \ 〈g〉 porque p no divide a α. Cambiando
h por hα podemos suponer que r = 1 + p, ya que

hαgh−α = gr
α

= g1+p.

Como en el caso r = 1, existe 0 ≤ t < p tal que hp = gtp. Ahora dividimos la demostración
en dos partes, considerando por separado los subcasos p = 2 y p > 2.

p = 2: Las únicas posibilidades para h2 son 1 o g2. Si h2 = 1, entonces G está generado
por dos elementos g y h que satisfacen

g4 = h2 = 1 y hgh−1 = g3

y, por lo tanto, G ' D4, mientras que si h2 = g2, entonces G está generado por dos
elementos g y h que satisfacen

g4 = 1, h2 = g2 y hgh−1 = g3

y, por lo tanto, G ' H2.

p > 2: Haciendo inducción primero en j y luego en i se verifica que higj = gj(1+p)ihi.
Usando esto es fácil comprobar por inducción en l que

(g−t(1+p)h)l = g−t(1+p)(1+···+(1+p)l−1)hl = g
−t(1+p)

(1+p)l−1
p hl.

En consecuencia

(g−t(1+p)h)p = g
−t(1+p)

(1+p)p−1
p hp = g−t(1+p)php = g−tphp = 1,

donde en la segunda igualdad hemos usado que gp
2

= 1 y que, debido a que p > 2,
sabemos que (1 + p)p ≡ 1 + p2 (mód p3). Como

(g−t(1+p)h)g(g−t(1+p)h)−1 = g−t(1+p)hgh−1gt(1+p) = g−t(1+p)g1+pgt(1+p) = g1+p,

reemplazando h por g−t(1+p)h, vemos que G está generado por dos elementos g y h
que satisfacen

gp
2

= hp = 1 e hgh−1 = g1+p

y, por lo tanto, G ' G1.

Resta ver que sucede cuando todos los elementos no nulos de G tienen orden p. Nuevamente
consideramos por separado los casos G conmutativo y G no conmutativo.
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G es conmutativo: Tomemos g ∈ G \ {1} arbitrario y h, k ∈ G tales que sus clases en
G/〈g〉 generan G/〈g〉. Como 〈h, k〉〈g〉 = G y 〈h〉 ∩ 〈k〉 = 1 se sigue de la Proposición 8.2
del Caṕıtulo 1 y el Teorema 15.1 del Caṕıtulo 1, que G es producto directo interno de los
subgrupos 〈g〉, 〈h〉 y 〈k〉, y, en consecuencia, isomorfo a Zp ×Zp ×Zp.

G no es conmutativo: Por el Ejercicio 4.9 del Caṕıtulo 1 y los Corolarios 7.4 y 7.5 sa-
bemos que p > 2, que ZG = [G,G] es un subgrupo invariante de orden p de G, y que
G/ZG ' Zp × Zp. Tomemos h, k ∈ G tales que sus clases en G/ZG generen G/ZG.
Entonces el conmutador

g = [h, k] = hkh−1k−1 ∈ ZG

es distinto de 1, porque de lo contrario G = 〈h, k,ZG〉 seŕıa conmutativo. Por consiguiente
G está generado por los elementos g, h y k, los cuales satisfacen las relaciones

gp = hp = kp = hgh−1g−1 = kgk−1g−1 = khk−1h−1g = 1,

y en consecuencia es isomorfo a G2.

No habiendo más casos para considerar, la prueba está terminada. �

7.1. Grupos de orden 12

En esta pequeña subsección clasificamos los quepos de orden 12. Esto junto con los resul-
tados que hemos obtenido anteriormente da una clasificación completa de los grpou de orden
menor que 16. Ponemos este resultado al final de la sección de p-grupos finitos porque usamos
en su prueba el Corolario 7.4.

Proposición 7.16. Hay 5 grupos no isomorfos de orden 12, dos de ellos son los grupos
abelianos Z4 ×Z3 y Z2 ×Z2 ×Z3, otros dos son el grupo alternado A4 y el grupo diedral D6

y hay finalmente otro grupo que tiene la presentación 〈g, k|k6, g2k−3, gkg−1k〉.

Demostración. Consideremos un grupo G de orden 12. Por el item 1) del teorema
de Sylow y el Corolario 6.6, sabemos que n2 ∈ {1, 3} y n3 ∈ {1, 4}, mientras que de la
Proposición 6.23 se sigue que necesariamente n2 = 1 o n3 = 1. Si n1 = n3 = 1, entonces
debido al la Nota 6.24, sabemos que G es el producto directo interno de sus subgrupos de
sylow de orden 3 y 4 y, por lo tanto, G es abeliano. Por el Corolario 7.4, en este caso

G ' Z4 ×Z3 o G ' Z2 ×Z2 ×Z3.

Supongamos ahora que G no es abeliano y que n3 = 4. Tomemos un 3-subgrupo de Sylow
Q de G. Como Q no es normal y Q es ćıclico de orden 3 se sigue del Corolario 2.10, que
hay un morfismo inyectivo de G en S4. Aśı, por la Proposición 5.7 del Caṕıtulo 2, en este
caso, G es isomorfo a A4. Supongamos ahora que n2 = 3 y denotemos con P1, P2 y P3 a los
2-subgrupo de Sylow de G y con Q al único 3-subgrupo de Sylow de G. Por el corolario 6.7
sabemos que Q es un subgrupo normal de G y que P1, P2 y P3 no lo son. Denotemos con H al
máximo subgrupo de P1 que es normal en G. Afirmamos que H tiene orden 2. Ya vimos que
H ( P1. Afirmamos que H tampoco es 1. En efecto, en este caso, por Corolario 2.10, el grupo
G seŕıa isomorfo a un subgrupo de S4, lo cual, debido a la Proposición 5.7 del Caṕıtulo 2 y el
Ejemplo 6.14, es imposible. Además, por la Nota 6.8, la intersección de los Pi’s coincide con H
y, por el Corolario 15.2 del Caṕıtulo 1, los subgrupos H y Q de G están en producto directo.
Tomemos generadores h de H y q de Q. Es evidente que k := hq genera HQ y tiene orden
6. Dado que H y Q son subgrupos normales de G, también HQ lo es (esto también ocurre
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porque HQ tiene ı́ndice 2 en G). Además P1 * HQ pues P1Q = G. Tomemos g ∈ P1 \HQ
arbitrario. Entonces

G = HQ〈g〉 = {1, k, k2, k3, k4, k5, g, kg, k2g, k3g, k4g, k5g},
donde la última igualdad se sigue de que 1, k, k2, k3, k4, k5, g, kg, k2g, k3g, k4g y k5g
son todos distintos. Como g2 ∈ P1 ∩ HQ (pues HQ tiene ı́ndice 2) y tiene orden 1 o 2, y
gkg−1 ∈ HQ tiene orden 6 y es diferente de k (pues G no es conmutativo), necesariamente

g2 ∈ {1, k3} y gkg−1 = k−1.

Por lo tanto

(32) G = 〈g, k|k6, g2, gkg−1k〉 o G = 〈g, k|k6, g2k−3, gkg−1k〉.
Notemos que el primero de estos grupos es isomorfo al grupo diedral D6 y que ninguno de
ellos es isomorfo a A4 (por el item 1) de la Proposición 5.7 y por que en ellos k genera un
subgrupo de orden 6). Finalmente los grupos que aparecen en (32) no pueden ser isomorfos
porque tienen 2-subgrupos de Sylow no isomorfos. En efecto como vimos en el Ejemplo 6.16
los del primero son isomorfos a D2 = Z2 × Z2, mientras que en el segundo son ćıclicos de
orden 4 (pues de g2 = k3 se sigue que g tiene orden 4). �

Nota 7.17. Tal vez el lector no esté convencido de la existencia del segundo de los grupos
que aparenen en (32). Si es aśı tiene razón en no estarlo ya que no hemos dado ninguna cons-
trucción expĺıcita del mismo. Hay una técnica para constrúır este grupo (y muchos otros) que
consiste en una generalización del producto semidirecto externo llamado producto cruzado.
También se puede probar por cálculo directo que el conjunto

{1, k, k2, k3, k4, k5, g, kg, k2g, k3g, k4g, k5g},
provisto de la operación dada por

kikj = ki+j , kikjg = ki+jg, kigkj = ki−jg y kigkjg = ki−j+3

donde 0 ≤ i, j < 6 y las operaciones en los exponentes son realizadas en Z6, es un grupo.
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Caṕıtulo 4

Grupos resolubles y nilpotentes

Una serie normal de longitud m de un grupo G es una sucesión de subgrupos

G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gm,

de G, tales que G0 = 1, Gm = G y Gi / Gi+1 para todo i < m. Los grupos factores son los
cocientes Gi+1/Gi. Notemos que la longitud es la cantidad de grupos factores o, lo que es
igual, la cantidad de inclusiones. Consideremos dos series normales

G0 / G1 / · · · / Gm y H0 / H1 / · · · / Nn

de G. Decimos que la primera refina a la segunda si existen ı́ndices 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ m tales
que Gij = Hj para todo j, y que ambas son equivalentes si m = n y existe una permutación

σ ∈ Sm tal que Gi
Gi−1

' Gσ(i)
Gσ(i)−1

, para todo i entre 1 y m (esto es, si tienen los mismos grupos

factores y cada uno aparece la misma cantidad de veces en ambas).

Una serie de composición de un grupo G es una serie normal de G cuyos factores son
simples. Es evidente que cada grupo finito tiene una serie de composición.

Lema 0.1 (Lema de la Mariposa). Si H1 / H2 y G1 / G2 son subgrupos de un grupo G,
entonces

H1(H2 ∩G1) / H1(H2 ∩G2), (H1 ∩G2)(H2 ∩G1) / H2 ∩G2, G1(H1 ∩G2) / G1(H2 ∩G2),

y hay isomorfismos canónicos

H1(H2 ∩G2)

H1(H2 ∩G1)
' H2 ∩G2

(H1 ∩G2)(H2 ∩G1)
' G1(H2 ∩G2)

G1(H1 ∩G2)
.

Demostración. Escribamos

K = H1(H2 ∩G1) y N = H2 ∩G2.

Como H1 / H2, sabemos que K es un subgrupo de G. Además, N ⊆ NG(K) y, por consi-
guiente, KN es un subgrupo de G y K / KN . En consecuencia (N ∩K) / N y N/(N ∩K)
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es canónicamente isomorfo a KN/K. Como KN =H1(H2∩G2) y, por el item 1) de la Pro-
posición 8.1 del Caṕıtulo 1,

N ∩K = (H1 ∩G2)(H2 ∩G1),

conclúımos que

(H1 ∩G2)(H2 ∩G1) / H2 ∩G2, H1(H2 ∩G1) / H1(H2 ∩G2)

y que el primer isomorfismo existe. El resto sale por simetŕıa. �

Teorema 0.2 (Schreier). Dos series normales de un grupo G siempre se pueden refinar
a series equivalentes.

Demostración. Consideremos dos series normales

G0 / G1 / G2 / · · · / Gm y H0 / H1 / H2 / · · · / Hn

de G. Escribamos

Gij = Gj−1(Hi ∩Gj) y Hij = Hi−1(Hi ∩Gj),
dónde en cada caso los sub́ındices recorren todos los valores para los cuales la expresión a la
derecha del signo igual tiene sentido. Intercalando los Gij en la primer serie y los Hij en la
segunda, obtenemos cadenas

G0 = G01 ⊆ G11 ⊆ · · · ⊆ Gn1 = G1 = G02 ⊆ · · · ⊆ Gnm = Gm

y

H0 = H10 ⊆ H11 ⊆ · · · ⊆ H1m = H1 = H20 ⊆ · · · ⊆ Hnm = Hn,

donde no necesariamente las inclusiones son propias. Por el lema de la Mariposa cada uno de
los subgrupos que aparecen en estas cadenas es normal en el que le sigue y

Gij
Gi−1,j

' Hij

Hi,j−1
para 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

El resultado es consecuencia inmediata de esto. �

Teorema 0.3 (Jordan-Hölder). Si G tiene una serie de composición, entonces toda serie
normal y estrictamente creciente de G se puede refinar a una serie de composición. Además
todas las series de composición de G son equivalentes y, en particular, tienen la misma lon-
gitud.

Demostración. Es un corolario inmediato del teorema de Schreier. �

A los grupos factores de una serie de composición de G se los denomina factores de
composición de G.

Definimos la longitud `(G) de un grupo G, por

`(G) :=


0 si G = 1,

n si G tiene una serie de composición de longitud n,

∞ en otro caso.

Por el teorema de Jordan Hölder, esta definición no es ambigua.

Teorema 0.4. Si N es un subgrupo normal de G, entonces G tiene una serie de compo-
sición si y sólo si N y G/N la tienen. Además, `(G) = `(N) + `(G/N).
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Demostración. Evidentemente podemos suponer que N es un subgrupo no trivial de G.
Es claro que si G tiene una serie de composición, entonces refinando la serie normal 1 /N /G
a una serie de composición

(33) 1 = N0 / · · · / Ni = N / · · · / Nm = G,

obtenemos series de composición

(34) 1 = N0 / · · · / Ni = N y 1 =
Ni

N
/ · · · / Nm

N
=
G

N
,

de N y G/N , respectivamente. Notemos que además

`(G) = m = i+ (m− i) = `(N) + `(G/N).

Rećıprocamente, si G tiene un subgrupo normal N tal que N y G/N tienen series de compo-
sición como (34), combinándolas se obtiene una serie de composición como (33). �

Teorema 0.5 (Teorema de la dimensión). Supongamos que H1 y H2 son subgrupos de un
grupo G y que H1 normaliza a H2 o H2 normaliza a H1. Entonces `(H1) y `(H2) son finitos
si y sólo si `(H1H2) y `(H1 ∩H2) lo son y, además,

`(H1H2) + `(H1 ∩H2) = `(H1) + `(H2).

Demostración. Por simetŕıa podemos suponer que H1 normaliza a H2. En este caso
basta aplicar el teorema anterior a los subgrupos y grupos cocientes que aparecen en las
sucesiones exactas cortas

1 // H1 ∩H2
// H1

// H1

H1 ∩H2

// 1

y

1 // H2
// H1H2

// H1H2

H2

// 1 ,

y usar que H1
H1∩H2

' H1H2
H2

. �

Del teorema de Jorden-Hölder se sigue la parte de la unicidad del Teorema fundamental
de la aritmética. En efecto si n = p1 . . . pn es una factorización de un número natural n y 〈g〉
es un grupo ćıclico de orden n, entonces

1 / 〈gp2...pn〉 / 〈gp3...pn〉 / · · · / 〈gpn−1pn〉 / 〈gpn〉 / 〈g〉
es una serie de composición de 〈g〉. Como los grupos factores de esta serie tienen ordenes
p1, . . . , pn, estos números dependen sólo de n.

1. Grupos resolubles

Una serie resoluble de un grupo G es una serie normal

1 = G0 / G1 / · · · / Gm = G

tal que sus grupos factores son conmutativos. Un grupo G es resoluble si tiene una serie
resoluble. Es evidente que todo grupo abeliano es resoluble.

Proposición 1.1. Un grupo resoluble tiene una serie de composición si y sólo si es finito.
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Demostración. Por el teorema de Schreier los grupos factores de una serie de compo-
sición de un grupo resoluble son grupos abelianos simples, los cuales son los grupos ćıclicos
finitos de orden primo. En consecuencia, todo grupo resoluble con una serie de composición
es finito. La afirmación rećıproca es obvia. �

El siguiente es un ejemplo no trivial de grupo resoluble.

Ejemplo 1.2. Consideremos un K-espacio vectorial de dimensión finita V . Fijemos una
sucesión de subespacios

V = V0 ) V1 ) · · · ) Vn−1 ) Vn = {0}

tal que codimk Vi = i. Escribamos

G = {f ∈ Autk(V ) : f(Vi) = Vi para todo i}.

Es evidente que G es un grupo v́ıa la composición. Vamos a probar que es resoluble. Con este
objetivo definimos una sucesión (Hi)0≤i≤n de subgrupos de G, por

Hi = {f ∈ G : (f − id)(Vj) ⊆ Vi+j para todo j ≤ n− i }.

Por ejemplo H0 = G y Hn = id. Para ver que los Hi son en verdad subgrupos de G basta
observar que:

- id ∈ Hi para todo i,

- Si f ∈ Hi, entonces f−1 ∈ Hi para todo f ∈ G porque

(f−1 − id)(Vj) = f−1(id−f)(Vj) ⊆ f−1(Vi+1) = Vi+1

para todo j ≤ n− i,
- Si f, g ∈ Hi, entonces f ◦ g ∈ Hi, porque

(f ◦ g − id)(Vj) = (f ◦ g − g + g − id)(Vj)

⊆ (f − id) ◦ g(Vj) + (g − id)(Vj)

⊆ Vi+j
para todo j ≤ n− i.

Afirmamos que [Hj , Hk] ⊆ Hj+k para todos los j, k ≤ n con 0 ≤ j + k ≤ n. En efecto, para
cada f ∈ Hj, g ∈ Hk y x ∈ Vi, existen uij ∈ Vi+j, vik ∈ Vi+k y wijk, w

′
ijk ∈ Vi+j+k tales que

f(x) = x+ uij , g(x) = x+ vik, f(vik) = vik + w′ijk y g(uij) = uij + wijk.

Entonces

g(f(x)) = x+ vik + uij + wijk y f(g(x)) = x+ uij + vik + w′ijk.

En consecuencia g(f(x)) = f(g(x)) (mód Vi+j+k) y, por lo tanto,

g−1 ◦ f−1 ◦ g ◦ f(x) (mód Vi+j+k).

En particular

1. [H0, Hi] ⊆ Hi para 0 ≤ i ≤ n, por lo que cada Hi es normal en H0 = G.

2. [Hi, Hi] ⊆ H2i ⊆ Hi+1 para 1 ≤ i < n, por lo que Hi/Hi+1 es abeliano para 1 ≤ i < n.
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Para terminar la demostración debemos ver que H0/H1 es abeliano, para lo cual es suficiente
probar que [H0, H0] ⊆ H1. Tomemos f, g ∈ H0 y x ∈ Vi \ Vi+1. Como Vi = Kx ⊕ Vi+1,
f(Vi) ⊆ Vi y G(Vi) ⊆ Vi, existen α, β ∈ K tales que

f(x) ∈ α · x+ Vi+1 y g(x) ∈ β · x+ Vi+1.

Dado que además f(Vi+1) ⊆ Vi+1 y G(Vi+1) ⊆ Vi+1,

g ◦ f ◦ g−1 ◦ f−1(x) ∈ αβα−1β−1 · x+ Vi+1 = x+ Vi+1

y, por consiguiente, [g, f ] ∈ H1

Teorema 1.3. Cada subgrupo H de un grupo resoluble G es resoluble.

Demostración. Tomemos una serie resoluble

1 = G0 / G1 / · · · / Gn = G

de G, y consideremos la serie

1 = H0 ⊆ H ∩G1 ⊆ · · · ⊆ H ∩Gn = H.

Para probar el teorema es suficiente observar que H ∩Gi / H ∩Gi+1 y

H ∩Gi+1

H ∩Gi
=

H ∩Gi+1

(H ∩Gi+1) ∩Gi
' Gi(H ∩Gi+1)

Gi
⊆ Gi+1

Gi
,

para todo i. �

Teorema 1.4. El grupo de permutaciones Sn no es resoluble para ningún n ≥ 5.

Demostración. Como el grupo alternado An es simple y no conmutativo, no es resoluble.
En consecuencia, por el Teorema 1.3, tampoco lo es Sn. �

Teorema 1.5. Dada una sucesión exacta corta de grupos

1 // H
ι // G

π // L // 1 ,

el grupo G es resoluble si y sólo si H y L lo son.

Demostración. Supongamos que G es resoluble. Por el teorema anterior sabemos que
H es resoluble. Para comprobar que L también lo es basta observar que si

1 = G0 / G1 / · · · / Gn = G

es una serie resoluble de G, entonces π(Gi) / π(Gi+1) y

π(Gi+1)

π(Gi)
' ι(H)Gi+1

ι(H)Gi
=
ι(H)GiGi+1

ι(H)Gi
' Gi+1

ι(H)Gi ∩Gi+1
' Gi+1/Gi

(ι(H)Gi ∩Gi+1)/Gi

es conmutativo, para todo i < n. Rećıprocamente, si

1 = H0 / H1 / · · · / Hn = H

es una serie resoluble de H y

1 = L0 / L1 / · · · / Lm = L

es una serie resoluble de L, entonces

1 = ι(H0) / ι(H1) / · · · / ι(Hn) = H = π−1(L0) / π−1(L1) / · · · / π−1(Lm) = G

es una serie resoluble de G. �
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Corolario 1.6. Si H y K son grupos resolubles, entonces también lo es cada producto
semidirecto de H con K. En particular los grupos diedrales son resolubles.

Decimos que una clase C de grupos es cerrada bajo extensiones si para cada sucesión
exacta corta

1 // H
ι // G

π // L // 1 ,

con H,L ∈ C, el grupo G pertenece a C. Se comprueba sin dificultad que toda clase C cerrada
bajo extensiones es cerrada bajo isomorfismos. En otras palabras si G ∈ C y H ' G, entonces
H ∈ C. El Teorema 1.5 dice en particular que la clase de los grupos resolubles es cerrada
bajo extensiones 1. Enseguida veremos que es la más pequeña de estas clases que contiene a
todos los grupos abelianos. Para probar esto introducimos primero una noción importante,
que da una medida de cuanto se aleja un grupo resoluble de ser abeliano, y que permite hacer
demostraciones por inducción. La clase de resolubilidad de un grupo resoluble G es el mı́nimo
n tal que G tiene una serie resoluble

1 = G0 / G1 / · · · / Gn−1 / Gn = G

de longitud n, pero no tiene ninguna serie resoluble de longitud menor. Por ejemplo, un grupo
G es abeliano si y sólo si su clase de resolubilidad es menor o igual que 1 (el único grupo con
clase de resolubilidad 0 es el trivial).

Teorema 1.7. Si una clase C de grupos es cerrada bajo extensiones y contiene a todos
los grupos abelianos, entonces contiene a todos los grupos resolubles.

Demostración. Tomemos un grupo resoluble G. Si G tiene clase de resolubilidad menor
o igual que 1, entonces es abeliano y, por lo tanto, pertenece a C. Supongamos que G tiene
clase de resolubilidad n > 1 y que C contine a todos los grupos con clase de resolubilidad
menor que n. Consideremos una serie resoluble

1 = G0 / G1 / · · · / Gn−1 / Gn = G

de G. Por hipótesis inductiva Gn−1 y G/Gn−1 pertenecen a C, pero entonces, como la sucesión

1 // Gn−1
ι // G

π // G/Gn−1
// 1 ,

donde ι es la inclusión canónica y π es proyección al cociente, es exacta, también G ∈ C. �

Teorema 1.8. Supongamos que H y L son subgrupos de un grupo G y que H normaliza
a L. Entonces H y L son resolubles si y sólo si HL y H ∩ L lo son.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 1.5 a las sucesiones exactas

1 // H ∩ L // H // H

H ∩ L
// 1

y

1 // L // HL // HL

L
// 1,

y usar que H/(H ∩ L) ' HL/L. �

1Lo que dice exáctamente, es que es cerrada bajo las operaciones de tomar subgrupos, cociente y sucesiones
exactas cortas.
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Observación 1.9. Por el Teorema 1.8, todo grupo finito G tiene un máximo subgrupo
normal y resoluble N . Además, por el Teorema 1.5, ningún subgrupo no trivial de G/N es
normal y resoluble.

La serie derivada de un grupo G es la serie de subgrupos

G(0) . G(1) . G(2) . · · · ,
definida recursivamente por G(0) = G y G(n+1) = [G(n), G(n)] para todo n ≥ 0. Por la

Proposición 18.18 del Caṕıtulo 1, cada uno de los grupos derivados G(n) no sólo es un subgrupo
normal del anterior, sino que es un subgrupo completamente normal de G. Notemos además
que todos los cocientes G(n)/G(n+1) son abelianos.

Ejemplo 1.10. Por el Teorema 5.1 del Caṕıtulo 2 y la Observación 5.2 del Caṕıtulo 2,
las series derivadas de S2, S3, S4 y Sn con n ≥ 5 son

S2 .1, S3 .A3 .1, S4 .A4 .H . 1 y Sn .An .An . · · · si n ≥ 5,

donde H = {(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3), id}.

Ejemplo 1.11. Recordemos que Dn es el grupo generado por dos elementos x, y sujetos a
las relaciones xn = 1, y2 = 1 e yxy−1x = 1, y que Hn es el grupo generado por dos elementos
x, y sujetos a las relaciones xny−2 = 1 y yxy−1x = 1. Por el Ejemplo 18.17 del Caṕıtulo 1,
las series derivadas de Dn (para n > 2) y Hn son

Dn . 〈x2〉 . 1 y Hn . 〈x2〉 . 1,

respectivamente.

Proposición 1.12. Si los grupos factores de una sucesión

G = G0 . G1 . G2 . · · ·
son abelianos, entonces G(n) ⊆ Gn para todo n.

Demostración. Por inducción en n. El caso n = 0 es trivial. Supongamos que el re-
sultado es cierto para n, de manera de que G(n) ⊆ Gi. Como Gn/Gn+1 es comutativo

[Gn, Gn] ⊆ Gn+1 y, en consecuencia, G(i+1) = [G(i), G(i)] ⊆ [Gi, Gi] ⊆ Gi+1. �

Teorema 1.13. Un grupo G es resoluble si y sólo si G(n) = 1 para algún n ≥ 0.

Demostración. Si G(n) = 1, entonces la serie derivada de G es una serie resoluble.
Rećıprocamente, si G tiene una serie resoluble

G = G0 . G1v . · · · . Gn = 1,

entonces G(n) = 1, por la Proposición 1.12 anterior. �

Es evidente que la clase de resolubilidad de un grupo resoluble es el mı́nimo n tal que
G(n) = 1. Los cálculos hechos en los Ejemplos 1.10 y 1.11 muestran que la clase de resolubilidad
de los grupos S2, A3, S3, A4 y S4 es 1, 1, 2, 2 y 3 respectivamente (los primeros dos son
abelianos) y la de los grupos diedral Dn y cuaterniónico generalizado Hn es 2.

Observación 1.14. Usando el Teorema 1.13 es posible dar demostraciones alternativas
de los Teoremas 1.3 y 1.5. Para el primero basta observar que si H es un subgrupo de G,
entonces H(n) ⊆ G(n) para todo i ≥ 0. Además es fácil probar por inducción que si π : G→ L
es un epimorfismo de grupos, entonces L(n) = π(G(n)) para todo n ≥ 0. La primera parte
del Teorema 1.5 es consecuencia inmediata de esto. Para probar la segunda notemos que si
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H(m) = 1, L(n) = 1 y G es una extensión de H por L, entonces G(n) ⊆ H debido a que
π(G(n)) = L(n) = 1 y, por lo tanto, G(n+m) = (G(n))(m) ⊆ H(m) = 1.

En realidad las demostraciones de los Teoremas 1.3 y 1.5 dadas en la observación anterior
prueban que valen las siguientes versiones más precisas de los resultados establecidos en los
enunciados de los mismos: todo subgrupo y todo cociente de un grupo resoluble de clase n es
resoluble de clase menor o igual que n y si G es una extensión de un grupo resoluble H por otro L,
entonces G es resoluble de clase menor o igual que la suma de las clases de H y L.

Teorema 1.15. Para todo grupo G son equivalentes:

1. G es resoluble de clase menor o igual que n.

2. G(n) = 1.

3. G tiene un subgrupo normal y abeliano H tal que G/H es resoluble de clase menor o
igual que n− 1.

Demostración. 1) ⇔ 2) Es trivial.

2) ⇒ 3) Es claro que se puede tomar H = G(n−1).

3) ⇒ 1) Por el comentario que precede a este teorema, y porque la clase de resolubilidad de
H es menor o igual que 1. �

Ejercicio 1.16. Pruebe que si G tiene un subgrupo H 6=1 que satisface H(1) =H, enton-
ces G no es resoluble. Pruebe también que si G es finito y no resoluble, entonces G tiene un
subgrupo completamente normal H 6= 1 que satisface H(1) = H.

Grupos hiperresolubles Una serie superresoluble de un grupo G es una cadena

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gm = G

de subgrupos normales de G tal que los grupos factores son ćıclicos. Un grupo G es super-
resoluble si tiene una serie superresoluble. Es evidente que si un grupo G es superresoluble,
entonces G tiene un subgrupo ćıclico normal no nulo. Como toda serie superresoluble es
resoluble, todo grupo superresoluble es resoluble. La rećıproca no vale. Por ejemplo, S4 es
resoluble, pero no es superresoluble, porque ninguno de sus subgrupos ćıclicos no triviales es
normal, como se comprueba fácilmente.

Teorema 1.17. La clase de los grupos superresolubles tiene las siguientes propiedades:

1. Cada subgrupo H de un grupo superresoluble G es superresoluble.

2. Si π : G→ L es un epimorfismo y G es superresoluble, entonces L también lo es.

3. Supongamos que

1 // H
ι // G

π // L // 1

es una sucesión exacta corta y que H es un subgrupo caracteŕıstico de G. Si H y L
son superresolubles, entonces G también lo es.

Demostración. 1) Tomemos una serie superresoluble

1 = G0 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

de G y consideremos la serie

1 = H0 ⊆ H ∩G1 ⊆ · · · ⊆ H ∩Gn = H.
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Para concluir que vale el item 1) es suficiente observar que H ∩Gi / H ∩G = H y

H ∩Gi+1

H ∩Gi
=

H ∩Gi+1

(H ∩Gi+1) ∩Gi
' Gi(H ∩Gi+1)

Gi
⊆ Gi+1

Gi
,

para todo i.

Basta observar que para cada serie superresoluble

1 = G0 ⊆ · · · ⊆ Gn = G

de G, la cadena

1 = π(G0) ⊆ π(G1) ⊆ · · · ⊆ π(Gn) = L

es una serie superresoluble de L porque π(Gi) / L y

π(Gi+1)

π(Gi)
' HGi+1

HGi
=
HGiGi+1

HGi
' Gi+1

HGi ∩Gi+1
' Gi+1/Gi

(HGi ∩Gi+1)/Gi
,

donde H denota a el núcleo de π, para todo i < n.

3) por la Observación 18.14 del Caṕıtulo 1, si

1 = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn = H

es una serie superresoluble de H y

1 = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Lm = L

es una serie superresoluble de L, entonces

1 = ι(H0) ⊆ · · · ⊆ ι(Hn) = H = π−1(L0) ⊆ π−1(L1) ⊆ · · · ⊆ π−1(Lm) = G

es una serie superresoluble de G. �

2. Grupos nilpotentes

La serie central descendente de un grupo G es la serie de subgrupos

G0 ⊇ G1 ⊇ G2 ⊇ · · · ,

definida recursivamente por G0 = G y Gn+1 = [G,Gn] para todo n ≥ 0. Por la Proposi-
ción 18.18 del Caṕıtulo 1, Gn es un subgrupo completamente normal de G, para cada n ≥ 0.
Notemos además que por la Observación 18.19 del Caṕıtulo 1,

Gi

Gi+1
⊆ Z

(
G

Gi+1

)
para todo i ≥ 0.

Decimos que G es nilpotente si existe n ≥ 0 tal que Gn = 1. Al mı́nimo n que satisface esta
igualdad se lo llama la clase de nilpotencia de G. Por ejemplo G es abeliano si y sólo su clase
de nilpotencia es menor o igual que 1 (el único grupo que tiene clase de nilpotencia 0 es el

trivial). Un argumento inductivo muestra que G(i) ⊆ Gi para todo i ≥ 0, de modo que todo
grupo nilpotente es resoluble y su clase de resolubilidad es menor o igual que su clase de
nilpotencia.

Proposición 2.1. La clase de grupos nilpotentes es cerrada bajo las operaciones de tomar
subgrupos, cocientes y productos directos finitos.
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Demostración. Consideremos un grupo G, un subgrupo H de G y un par de grupos K
y L. Denotemos con π : G → G/H a la proyección canónica. Es fácil probar por inducción
en i que H i ≤ Gi, (K ×L)i = Ki×H i y π(G)i = π(Gi) para todo i. Las afirmaciones hechas
en el enunciado son consecuencia inmediata de estas propiedades. �

De la demostración se sigue que las clases de nilpotencia de un subgrupo y de un cociente
de un grupo son menores o igual que la del grupo, y que la clase de nilpotencia de en producto
de dos grupos nilpotentes es el máximo de las clases de nilpotencia de sus factores.

Una sucesión descendente
G = G0 . G1 . G2 . · · ·

de subgrupos de un grupo G es central si Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1) para todo i.

Proposición 2.2. Si
G = G1 . G2 . G3 . · · ·

es una sucesión central de subgrupos de G, entonces Gi ⊆ Gi para todo i.

Demostración. Lo probaremos por inducción en i. Para i = 0 es trivial. Supongamos
que es cierto para un i ≥ 0, y veamos que lo es para i + 1. Por la Observación 18.19 del
Caṕıtulo 1, como Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1), el subgrupo [G,Gi] de G está inclúıdo en Gi+1 y,
en consecuencia,

Gi+1 = [G,Gi] ⊆ [G,Gi] ⊆ Gi+1.

como queremos. �

Teorema 2.3. Para cada grupo G son equivalentes:

1. G es nilpotente de clase menor o igual que n.

2. Existe una serie normal

G = G0 . G1 . G2 . · · · . Gn−1 . Gn = 1,

que es central.

3. G tiene un subgrupo N ⊆ ZG tal que G/N es nilpotente de clase menor o igual
que n− 1.

4. G tiene un subgrupo K que contiene a [G,G] y que es nilpotente de clase menor o
igual que n− 1.

Demostración. 1) ⇔ 2) Como es evidente que 1) ⇒ 2), basta probar que 2) ⇒ 1), lo
que se sigue de inmediato de la Proposición 2.2.

1) ⇒ 3) Es fácil ver que se puede tomar N = Gn−1.

3) ⇒ 1) Consideremos la proyección canónica π : G→ G/N . Usando que ϕ[H,L] = [ϕH,ϕL]
para cada par de subgrupos H,L de G y cada morfismo ϕ : G → G′, es fácil probar por
inducción que (

G

N

)i
= (πG)i = π(Gi) =

GiN

N

para todo i. Como, por hipótesis, (G/N)n−1 = 1, esto implica que Gn−1N = N . Pero entonces
Gn−1 ⊆ ZN y, por lo tanto, Gn = 1.

1) ⇒ 4) Es evidente ver que se puede tomar K = [G,G].

4) ⇒ 1) Por el comentario que sigue a la Proposición 2.1, sabemos que G2 ⊆ K es nilpotente
de clase menor o igual que n−1. Por lo tanto G es nilpotente de clase menor o igual que n. �
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Nuestro siguiente objetivo es probar que [Gi, Gj ] ⊆ Gi+j para todo i, j ≥ 1. Para ello
daremos dos versiones de un lema conocido como lema de los tres subgrupos. Ambas sirven
para nuestro proposito.

Lema 2.4 (Lema de los tres subgrupos). Supongamos que K, H, L y G′ son subgrupos
de un grupo G.

1. Si K, H y L son normales en G y G′ incluye a [K, [H,L]][H, [L,K]], entonces también
incluye a [L, [K,H]].

2. Si G′ es normal en G e incluye a [K, [H,L]][H, [L,K]], entonces también incluye
a [L, [K,H]].

Demostración. El item 1) se sigue inmediatamente de la identidad de Hall

[lkl−1, [h, l]][hlh−1, [k, h]][khk−1, [l, k]] = 1,

que se demuestra por cálculo directo y el 2) de identidad de Jacobi

h[k, [h−1, l]]h−1l[h, [l−1, k]]l−1k[l, [k−1, h]]k−1 = 1,

que también se demuestra por cálculo directo. �

Proposición 2.5. [Gi, Gj ] ⊆ Gi+j+1 para todo i, j ≥ 0.

Demostración. Lo probamos por inducción en i. Cuando i = 0 el resultado es cierto
por la misma definición de Gi y Gi+1. Supongamos que lo es para un i fijo y todo j. Entonces

[G, [Gi, Gj ]] ⊆ [G,Gi+j+1] = Gi+j+2 y [Gi, [Gj , G]] = [Gi, Gj+1] ⊆ Gi+j+2.

En consecuencia, por el Lema de los tres subgrupos

[Gi+1, Gj ] = [[G,Gi], Gj ] = [Gj , [G,Gi]] ⊆ Gi+j+2,

como deseamos �

Corolario 2.6. G(i) ⊆ G2i−1 para todo i ≥ 0.

Demostración. Para i = 0 esto es trivial. Supongamos que es cierto para un i ≥ 0 fijo.
Entonces por la Proposición 2.5,

G(i+1) = [G(i), G(i)] ⊆ [G2i−1, G2i−1] ⊆ G2i+1−1,

como deseamos. �

La serie central ascendente de un grupo G es la serie de subgrupos

Z0G ⊆ Z1G ⊆ Z2G ⊆ · · · ,
definida recursivamente por Z0G = 1 y

Zn+1G = π−1

(
Z

(
G

ZnG

))
,

donde π : G→ G/Gn es la proyección canónica, para todo n ≥ 0.
Una sucesión ascendente

G = G0 / G1 / G2 / · · ·
de subgrupos de un grupo G es central si Gi/Gi+1 ⊆ Z(G/Gi+1) para todo i. Por ejemplo, la
serie central ascendente de G es central.
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Proposición 2.7. Si

1 = G0 / G1 / G2 / . . .

es una sucesión central de subgrupos de G, entonces Gi ⊆ ZiG para todo i.

Demostración. Para i = 0 esto es trivial. Supongamos que es cierto para i. Como
Gi+1/Gi ⊆ Z(G/Gi) y Gi ⊆ ZiG se sigue que

Gi+1 ZiG

ZiG
⊆ Z

(
G

ZiG

)
=

Zi+1G

ZiG
,

por lo que Gi+1 ⊆ Gi+1 ZiG ⊆ Zi+1G. �

Teorema 2.8. Para cada grupo G,

Gn = 1 si y sólo si ZnG = G.

Además, en este caso Gi ⊆ Zn−iG para todo i ≤ n.

Demostración. Supongamos primero que ZnG = G. Por la Proposición 2.2, sabemos
que

Gi ⊆ Zn−iG para 0 ≤ i ≤ n.

En particular Gn ⊆ Z0G = 1. Supongamos ahora que Gn = 1. Entonces, por la Proposi-
ción 2.7,

Gi ⊆ Zn−iG para 0 ≤ i ≤ n.

En particular G = G0 ⊆ ZnG. �

Corolario 2.9. Un grupo G es nilpotente si y sólo si existe n ≥ 0 tal que ZnG = G. El
mı́nimo n con esta propiedad es la clase de nilpotencia de G.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema2.8. �

Proposición 2.10. Si N es un subgrupo normal no nulo de un grupo nilpotente G, en-
tonces N ∩ ZG 6= 1.

Demostración. Como G es nilpotente el conjunto de los i ≥ 0 tales que N ∩ Gi 6= 1
tiene un elemento máximo n0. Puesto que N es normal,

[G,N ∩Gn0 ] ⊆ N ∩ [G,Gn0 ] = N ∩Gn0+1 = 1,

o, lo que es igual, N ∩Gn0 ⊆ ZG. �

Proposición 2.11. Si N es un subgrupo abeliano y normal maximal de un grupo nilpo-
tente G, entonces N = CG(N).

Demostración. Como es conmutativo, N ⊆ CG(N). Veamos que también vale la in-
clusión rećıproca. Por los comentarios hechos al comienzo de la Subsección 18.7, sabemos
que CG(N) / NG(N) = G, donde la última igualdad es cierta por hipótesis. En consecuencia
CG(N)/N es un subgrupo normal del grupo nilpotente G/N . Por la Proposición 2.10, si N
está inclúıdo propiamente en CG(N), entonces existe g ∈ CG(N) \N cuya clase en G/N per-
tenece a Z(G/N), pero esto es imposible, porque implica que 〈N, g〉 es un subgrupo normal y
abeliano de G, lo que contradice la maximalidad de N . �

Teorema 2.12. Todo subgrupo propio de un grupo nilpotente está inclúıdo propiamente
en su normalizador.
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Demostración. Tomemos un subgrupo H de G y consideremos la serie central ascen-
dente

1 = Z0G ( Z1G ( · · · ( ZnG = G,

de G. Afirmamos que si i es el máximo ı́ndice tal que ZiG ⊆ H, entonces Zi+1G ⊆ NG(H).
En efecto, como Zi+1G/ZiG es el centro de G/ZiG,

[ghg−1] = [g][h][g]−1 = [h] en G/ZiG,

para todo h ∈ H y g ∈ Zi+1G. Aśı gHg−1 ⊆ H. �

Corolario 2.13. Si G es un grupo nilpotente finito, entonces:

1. Para cada subgrupo propio H de G existe una cadena

H = G1 / G2 / · · · / Gm = G

de subgrupos de G tales que |Gi+1 : Gi| es primo para todo i < m.

2. Para cada subgrupo propio H de G, existe un subgrupo normal N de G tal que H ≤ N
y |G : N | es primo.

3. Todo subgrupo maximal de G es normal y tiene ı́ndice primo.

Demostración. 1) Cuando |G : H| = 2 esto es trivial. Supongamos que es cierto siempre
que |G : H| ≤ n y que |G : H| = n + 1. Si hay un subgrupo propio L de G que contiene
propiamente a H, entonces por hipótesis inductiva existen cadenas

H = G1 / G2 / · · · / Gi = L y L = Gi / G2 / · · · / Gm = G

tales que |Gi+1 : Gi| es primo para 1 ≤ i < m, usando lo cual el resultado se sigue inmediata-
mente. En caso contrario, por el Teorema 2.12 sabemos que H es un subgrupo normal de G.
Entonces, por el teorema de Jordan Hölder, la serie normal

1 / H / G

se puede refinar a una serie de composición, y el resultado de sigue de que G es resoluble y
de que cada factor de composición de un grupo resoluble finito es isomorfo a un grupo simple
Zp, con p primo.

2) Es consecuencia inmediata del item 1).

3) Es consecuencia inmediata del item 2).
�

Lema 2.14. Todo p-grupo finito es nilpotente.

Demostración. Supongamos que P es un grupo de orden pr y que el resultado vale para
grupos de orden pk con k < r. Entonces la serie central ascendente de P/ZP es

Z1 P

Z1 P
(

Z2 P

Z1 P
( · · · ( Zn P

Z1 P
=

P

Z1 P

y, en consecuencia,
1 = Z0 P ( Z1 P ( · · · ( Zn P = P

es la serie central ascendente de P . �

Teorema 2.15. Para cada grupo finito G son equivalentes:

1. G es un producto directo de p-grupos.

2. G es nilpotente.
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3. Todo subgrupo propio de G está inclúıdo propiamente en su normalizador.

4. Todo subgrupo maximal de G es normal.

5. Todos los subgrupos de Sylow de G son normales.

6. G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow.

7. Dos elementos de G de ordenes coprimos entre si conmutan.

8. Si P es un p-subgrupo de Sylow de G y q 6= p es un primo que divide a |G|, entonces
existe un q-subgrupo de Sylow de G que normaliza a P .

Demostración. 1) ⇒ 2) Por el Lema 2.14 y la Proposición 2.1.

2) ⇒ 3) Por el Teorema 2.12.

3) ⇒ 4) Es trivial.

4) ⇒ 5) Si un subgrupo de Sylow P de G no fuera normal, entonces NG(P ) estaŕıa inclúıdo
en un subgrupo maximal H de G. Por el Corolario 6.21 del Caṕıtulo 3 esto implica que
H = NG(H), lo que contradice la hipótesis.

5) ⇒ 6) Es una consecuencia inmediata del Corolario 15.15 del Caṕıtulo 1.

6) ⇒ 1) Es trivial.

1) ⇒ 7) Es trivial.

7) ⇒ 8) Es trivial.

8) ⇒ 1) Tomemos un subgrupo de Sylow P de G. Es claro que P ⊆ NG(P ) y por hipótesis
para cada primo q 6= p que divide a G hay un q-subgrupo de Sylow de G inclúıdo en NG(P ).
En consecuencia, por la Proposición 6.9, necesariamente NG(P ) = G. �

Es obvio que un grupo es conmutativo si y sólo si lo son todos sus subgrupos generados
por dos elementos. La proposición que sigue da una caracterización de este tipo de los grupos
nilpotentes finitos.

Proposición 2.16. Un grupo finito es nilpotente si y sólo si todos sus subgrupos generados
por dos elementos lo son.

Demostración. Por la Proposición 2.1, si un grupo finito es nilpotente, entonces también
lo son todos sus subgrupos generados por dos elementos. La rećıproca es un corolario inmediato
de la equivalencia entre los items 2) y 7) del Teorema 2.15. �

Teorema 2.17. Cada grupo finito G contiene un máximo subgrupo normal nilpotente
F(G). Además F(G) es un subgrupo caracteŕıstico de G.

Demostración. Vamos a verificar que la primera afirmación es verdadera mostrando
que si N y H son subgrupos normales y nilpotentes de G, entonces también lo es NH. Por
la Observación 10.6 del Caṕıtulo 1, sabemos que NH / G. Con el objetivo de probar que
NH es nilpotente, consideremos el conjunto {p1, . . . , pn} de los primos positivos que dividen
a |N ||H|, y escribamos

Pi =

{
El único pi-subgrupo de Sylow de N si pi divide a |N |,
1 si pi no divide a |N |

y

Qi =

{
El único pi-subgrupo de Sylow de H si pi divide a |H|,
1 si pi no divide a |H|
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(una consecuencia del item 5) del Teorema 2.15 y el Corolario 6.7 del Caṕıtulo 3 es que
tanto N como H tienen un único p-subgrupo de Sylow para cada uno de sus divisores primos
p). Por el Teorema 6.20 del Caṕıtulo 3, los Pi’s y los Qi’s son subgrupos normales de G. En
consecuencia

NH = P1 . . . PnQ1 . . . Qn = P1Q1 . . . PnQn.

Como |PiQi| es una potencia de pi, cada |PiQi| es coprimo con |PjQj | para j 6= i. Además,
nuevamente por la Observación 10.6 del Caṕıtulo 1, los PiQi’s son subgrupos normales de G
y, por lo tanto, también de NH. En consecuencia, por Corolario 15.15 del Caṕıtulo 1,

NH ' P1Q1 × · · · × PnQn,
por lo que NH es nilpotente, debido a la equivalencia entre los items 1) y 2) del Teorema 2.15.

La segunda afirmación se sigue inmediatamente de que, por la Proposición 2.1, el subgrupo
normal ϕ(F(G)) de G es nilpotente para cada automorfismo ϕ de G. �

El grupo F(G), cuya existencia acabamos de demostrar es llamado el subgrupo de Fitting
de G.
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Parte 2

Anillos y módulos
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Caṕıtulo 5

Teoŕıa elemental de anillos

1. Anillos

Un anillo A es un conjunto provisto de dos operaciones binarias, llamadas suma o adición
y producto o multiplicación, tales que

1. A es un grupo abeliano v́ıa la suma,

2. A es un monoide v́ıa el producto,

3. El producto es distributivo a izquierda y a derecha con respecto a la suma.

Como es usual, denotaremos con a+b a la suma de dos elementos a, b ∈ A, con ab al producto,
con 0 al elemento neutro de A respecto de la suma, con −a al opuesto aditivo de un elemento
a y con 1 a la unidad o neutro respecto del producto. Con estas notaciones el último item de
la definición anterior se escribe

a(b+ c) = ab+ ac y (b+ c)a = ba+ ca.

Puede ocurrir que 1 = 0, pero en este caso, como veremos enseguida, A es el anillo nulo {0}, al
que denotaremos 0. Son bien conocidos e importantes los anillos Z, Q, R y C de los números
enteros, racionales, reales y complejos. También son muy importantes los anillos de polinomios
en una y varias variables sobre estos y los de congruencias Z/nZ. Un anillo es conmutativo
si su producto lo es. El anillo Mn(A), de matrices cuadradas de n× n con coeficientes en un
anillo A (cuando A es una anillo arbitrario la definición es la misma que cuando es un cuerpo),
no es conmutativo si n > 1 y A no es el anillo nulo. Tampoco lo es el anillo de endomorfismos
Endk(V ) de un k-espacio vectorial V , si dimk(V ) > 1. Como el lector atento habrá notado,
algunos de los ejemplos mencionados aqúı, entre ellos el último, ya fueron considerados en la
primera parte de estas notas.

Proposición 1.1. La multiplicación de A tiene las siguientes propiedades:

1. a0 = 0a = 0 para todo a ∈ A.

2. (−a)b = a(−b) = −ab para todo a, b ∈ A.
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Demostración. 1) Sumando −a0 a ambos miembros de la igualdad

a0 = a(0 + 0) = a0 + a0,

obtenemos que 0 = a0. De la misma manera se ve que 0 = 0a.

2) Basta observar que, por el item anterior,

ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0.

La otra afirmación es similar. �

Corolario 1.2. Si 1 = 0, entonces A = 0.

Demostración. Por la proposición anterior a = a1 = a0 = 0 para cada a ∈ A. �

El anillo opuesto de A es el anillo Aop, que tiene los mismos conjunto subyacente y suma
que A, pero cuya multiplicación µAop : Aop × Aop → Aop está definida por µAop(a, b) := ba.
Es evidente que A es conmutativo si y sólo si A = Aop.

Un elemento a de A es un divisor de cero a izquierda si existe b ∈ A \ {0} tal que ab = 0,
un divisor de cero a derecha si existe b ∈ A \ {0} tal que ba = 0. Finalmente a es un divisor
de cero si lo es a izquierda o a derecha. Por ejemplo, el operador de derivación

d

dX
: R[X]→ R[X]

es un divisor de cero a izquierda del anillo EndR(R[X]), porque componiendolo a derecha con
la evaluación en cero

ev0 : R[X]→ R[X],

se obtiene la función nula. Este operador no es un divisor de cero a derecha porque es so-
breyectivo. En cambio ev0 lo es a ambos lados porque ev0 ◦(id− ev0) = 0. Notemos que a es
divisor de cero a un lado en A si y sólo si lo es al otro en Aopy que, salvo en el caso en que
A es el anillo nulo, 0 es divisor de cero.

Tal como para magmas, monoides y grupos, muchas propiedades predicables sobre ele-
mentos y subconjuntos de A tienen una versión a izquierda y otra a derecha (que es la misma,
pero predicada en Aop). También en esta parte del apunte a veces daremos sólo una de ellas,
dejando como ejercicio la tarea de enunciar la otra.

Recordemos que un elemento a ∈ A es cancelable a izquierda si ab = ac ⇒ b = c y
cancelable a derecha si ba = ca ⇒ b = c. Decimos que a es cancelable si lo es a izquierda y
a derecha. Como vimos en la Sección 1 del Caṕıtulo 1, los elementos cancelables a izquierda
forman un submonoide multiplicativo de A y si ab es cancelable a izquierda, entonces b también
lo es.

Proposición 1.3. Un elemento a ∈ A es un divisor de cero a izquierda si y sólo si no es
cancelable a izquierda.

Demostración. Si ab = 0 para algún b ∈ A no nulo, entonces ab = a0, y aśı a no es
cancelable a izquierda. Rećıprocamente, si ab = ac con b, c ∈ A distintos, entonces a es un
divisor de cero a izquierda, pues a(b− c) = 0 y b− c 6= 0. �

Proposición 1.4. Para todo anillo A las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A no tiene divisores de cero a izquierda no nulos.

2. A no tiene divisores de cero a derecha no nulos.
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3. Todo elemento no nulo de A es cancelable a izquierda.

4. Todo elemento no nulo de A es cancelable a derecha.

Demostración. Por la Proposición 1.3 sabemos que 1) es equivalente a 3). Similarmen-
te, 2) es equivalente a 4). Veamos que 1) implica 2). Supongamos que ab = 0 y que b 6= 0.
Entonces a es un divisor de cero a izquierda, por lo que a = 0. Esto muestra que vale 2). Por
simetŕıa 2) implica 1). �

Un dominio o anillo cancelativo es un anillo no nulo que tiene las propiedades equivalentes
listadas en la proposición anterior.

Ejemplo 1.5. Los anillos Z, Q, R y C son dominios conmutativos.

Ejemplo 1.6. Fijemos q ∈ C×. El anillo Cq[X,Y ] es el grupo aditivo C[X,Y ], con el
producto definido por

(aXmY n)(bXm′Xn′) := qm
′nabXm+m′Y n+n′

sobre monomios, y extendido a los polinomios mediante la propiedad distributiva. Es fácil
ver que Cq[X,Y ] es en verdad un anillo. Como la estructura aditiva es la estandar, basta
verificar que 1 es el neutro (lo que es obvio), que vale la propiedad distributiva (lo que no es
muy dif́ıcil) y que el producto es asociativo. Este parece el punto más molesto, pero una vez
que uno se convence de que es suficiente comprobarlo sobre monomios se vuelve casi trivial.
Cuando q 6= 1, este anillo es un dominio no conmutativo. La demostración usual en el caso
conmutativo, funciona también en el caso general.

Un elemento a de A es inversible a izquierda si existe b ∈ A tal que ba = 1 y es inversible
a derecha si existe b ∈ A tal que ab = 1. En el primer caso decimos que b es una inversa a
izquierda de a, y en el segundo, que es una inversa a derecha. Diremos que a es una unidad o
que es inversible, si lo es a ambos lados. En este caso su inversa es única y la denotamos a−1.
El conjunto A× de los elementos inversibles de A es un grupo v́ıa el producto, llamado grupo
de unidades de A. Por los comentarios que preceden a la Proposición 1.1 del Caṕıtulo 1, todo
elemento de A que es inversible a izquierda es cancelable a izquierda. Además, por dicha
proposición también sabemos que si a ∈ A es inversible a izquierda y cancelable a derecha
o inversible a derecha y cancelable a izquierda, entonces es inversible. Por último, debido a
la Proposición 1.2 del Caṕıtulo 1, si A es finito, entonces cada a ∈ A que es cancelable a
izquierda o a derecha, es inversible.

Ejercicio 1.7. Pruebe que si a ∈ A es inversible a izquierda pero no a derecha, entonces
tiene infinitas inversas a izquierda.

Sugerencia: Tome b0 ∈ I, donde I es el conjunto de las inversas a izquierda de a, y pruebe
que la aplicación θ : I → I, dada por θ(b) := ab+ b0 − 1, es inyectiva pero no sobreyectiva.

En el siguiente ejercicio se muestra que un anillo puede tener elementos que son inversibles
a izquierda pero no a derecha.

Ejercicio 1.8. Pruebe que si V es un k-espacio vectorial con base numerable, entonces
Endk(V ) tiene elementos inversibles a izquierda que son divisores de cero a derecha.

Ejercicio 1.9. Pruebe que si V es un k-espacio vectorial de dimensión finita, entonces
para cada ϕ ∈ Endk(V ) son equivalentes:

1. ϕ es inversible.
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2. ϕ no es divisor de cero a izquierda.

3. ϕ no es divisor de cero a derecha.

Un anillo de división es un anillo no nulo en el cual todo elemento distinto de cero es inver-
sible. Todo anillo de división es un dominio. Un cuerpo es un anillo de división conmutativo.
Los anillos Q, R y C, de los números racionales, reales y complejos, son cuerpos. También
lo es Z/pZ, si p es primo. Después veremos ejemplos de anillos de división no conmutativos.
Por el comentario que precede al Ejercicio 1.7, todo dominio finito es un anillo de división.
Sin embargo, como veremos más adelante, estos son necesariamente conmutativos.

Un elemento a de un anillo es nilpotente si an = 0 para algún n ∈ N.

Proposición 1.10. Para cada par de elementos a y b de un anillo no nulo A, vale lo
siguiente:

1. Si a es nilpotente y b conmuta con a, entonces ab y ba son nilpotentes.

2. Si a y b son nilpotentes y conmutan entre śı, entonces a+ b también es nilpotente.

3. Si a es nilpotente, entonces a es un divisor de cero a izquierda y a derecha.

4. Si a es inversible y b es nilpotente, entonces a− b es inversible.

Demostración. 1) Si an = 0, entonces (ab)n = anbn = 0 = bnan = (ba)n.

2) Si an = bm = 0, entonces (a+ b)m+n−1 =
∑m+n−1

i=0

(
m+n−1

i

)
aibm+n−i−1 = 0.

3) Podemos suponer que a 6= 0. La igualdad aan−1 = an−1a = 0, en la cual n es el mı́nimo
número natural tal que an = 0, muestra que a es un divisor de cero a izquierda y a derecha.

4) Si bn = 0, entonces (a− b)(a−1 + a−2b+ · · ·+ a−nbn−1) = 1. �

Nota 1.11. Para cada anillo A denotamos con A× al grupo de unidades de A.

2. Subanillos

Un subconjunto B de un anillo A es un subanillo de A si es cerrado para la resta y el
producto y 1 ∈ B. Entonces B es un anillo en forma natural. Dado que la intersección de
una familia de subanillos de A es un subanillo de A, para cada subconjunto S de A existe un
mı́nimo subanillo Z{S} de A que contiene a S, el cual es llamado el subanillo de A generado
por S. Siguiendo la práctica usual, si S = {x1, . . . , xs}, escribiremos Z{x1, . . . , xs} en lugar
de Z{{x1, . . . , xs}}. Dejamos a cargo del lector comprobar que Z{S} es el conjunto de las
sumas algebraicas finitas de las expresiones de la forma

x1 · · ·xn con n ≥ 0 y xi ∈ S,

con la convención usual de que el producto vaćıo da 1. Decimos que S genera a A como anillo si
Z{S} = A. El conjunto de los subanillos de A es un reticulado completo con el orden definido
por la inclusión. El mı́nimo es el subanillo Z{1A}, llamado anillo primo de A, el máximo es A,
el ı́nfimo de una familia es la intersección de sus elementos, y el supremo, el subanillo de A
generado por la unión de sus elementos. Cuando A es conmutativo se usan las notaciones Z[S]
en lugar de Z{S} y Z[x1, . . . , xs] en lugar de Z{x1, . . . , xs}. Para cada subanillo B de A y
cada subconjunto S de A, denotamos con B{S} al subanillo de A generado por B ∪ S. Por
supuesto que si S = {x1, . . . , xs}, escribiremos B{x1, . . . , xs} en lugar de B{{x1, . . . , xs}} y
que si A es conmutativo usaremos las notaciones B[S] y B[x1, . . . , xs] en lugar de B{S} y
B{x1, . . . , xs} respectivamente.
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Ejemplo 2.1. Cada uno de los tres primeros de los anillos Z, Q, R y C se identifica
canónicamente con un subanillo del siguiente.

Ejemplo 2.2. Los anillos de matrices Mn(Q) y Mn(R) son subanillos de Mn(C).

Ejemplo 2.3. Una matriz cuadrada

A =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann


con coeficientes en un anillo A es triangular superior si aij = 0 siempre que i > j, diagonal si
aij = 0 siempre que i 6= j y escalar si es diagonal y a11 = · · · = ann. Los conjuntos Escn(A) de
las matrices escalares, Dn(A) de las matrices diagonales y Tn(A) de las matrices triangulares
superiores de n× n con coeficientes en A, son subanillos de Mn(A).

Ejemplo 2.4. El anillo de los enteros de Gauss es el subanillo Z[i] de C. Es inmediato
que Z[i] son los números complejos con parte real e imaginaria enteras.

Ejemplo 2.5. El subanillo Z[
√

3] de R está formado por los elementos de la forma a+b
√

3,
con a, b ∈ Z. Es fácil ver que si a+ b

√
3 = a′ + b′

√
3, entonces a = a′ y b = b′, de modo que

esta escritura es única.

Ejemplo 2.6. Todo anillo A es un subanillo de A[X1, . . . , Xn].

2.1. El centro de un anillo

Por definición, el centro de una anillo A es el conjunto

ZA := {a ∈ A : ab = ba para todo b ∈ A}.

Un elemento a de A es central si pertenece al centro de A. Es evidente que ZA es un subani-
llo conmutativo de A. Además, no es dif́ıcil probar que si a ∈ ZA es inversible, entonces
a−1 ∈ ZA. En efecto,

ab = ba⇔ b = a−1ba⇔ ba−1 = a−1b.

En particular, si A es un anillo de división, entonces ZA es un cuerpo.

Proposición 2.7. Para cada anillo A, el centro de Mn(A), es el anillo Escn(ZA), de las
matrices escalares con coeficientes en el centro de A.

Demostración. Como es usual denotamos con Ers a la matriz que tiene un 1 en la
coordenada (r, s) y 0 en las demás. Tomemos B = (aij) ∈ Z Mn(A). Como ErsB es la matriz
cuya única fila no nula es la r-ésima, que coincide con la s-ésima fila de B y BErs es la
matriz cuya única columna no nula es la s-ésima, que coincide con la r-ésima columna de B,
la matriz B es diagonal y ass = arr para todo r y s. Aśı, Z Mn(A) ⊆ Escn(ZA). Como la
inclusión rećıproca es trivial, Z Mn(A) = Escn(ZA). �

Notemos que en la demostración anterior podŕıamos haber supuesto que r ≤ s. Por lo
tanto el mismo argumento muestra que ZTn(A) = Escn(ZA).

Consideremos ahora un subconjunto T de un anillo A. El centralizador de T en A es

ZT A := {a : ab = ba para todo b ∈ T}.
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De la definición se sigue inmediatamente que ZAA es el centro de A. Argumentando del mismo
modo que para ZA, se comprueba que ZT A es un subanillo de A cualquiera sea T , y, que si
a ∈ ZT A es inversible, entonces a−1 ∈ ZT A. En particular, si A anillo de división, entonces
ZT A también lo es. Evidentemente un subanillo B de A es commutativo si y sólo si B ⊆ ZB A.
Además, en este caso, B{a} es conmutativo para cada a ∈ ZB A. En consecuencia, si B es
un subanillo conmutativo maximal de A, entonces B = ZB A. También vale la rećıproca,
puesto que si B = ZB A y C es un subanillo conmutativo de A que incluye a B, entonces
C ⊆ ZB A = B.

Supongamos ahora que A es un anillo de división. Entonces es natural considerar el
conjunto de los subanillos de división de A, el cual claramente es cerrado bajo intersecciones.
En consecuencia, para cada subconjunto S de A existe un mı́nimo subanillo de división Z(S)
de A que contiene a S, el cual es llamado el subanillo de división de A generado por S. De
la misma manera que para subanillos, cuando Z(S) = A decimos que S genera a A como
anillo de división. El conjunto de los subanillos de división de A también es un reticulado
completo con el orden definido por la inclusión. El mı́nimo es el cuerpo Z(1A), llamado el
cuerpo primo de A, el máximo es A, el ı́nfimo de una familia es la intersección de sus elementos
y el supremo, el subanillo de división de A generado por la unión de sus elementos. Para cada
subanillo de división B de A y cada subconjunto S de A denotamos con B(S) al mı́nimo
subanillo de división de A que contiene a B y a S. Este seŕıa el lugar apropiado para dar
ejemplos de subanillos de división, y en particular de subcuerpos, pero de hecho sólo daremos
ejemplos de estos últimos. Esto se debe simplemente a que en realidad todav́ıa no hemos dado
ningún ejemplo de anillo de división no conmutativo. Más adelante, cuando introduzcamos
los cuaterniones, solucionaremos esta falencia.

Ejemplo 2.8. Dos de los subanillos del Ejemplo 2.1 son subcuerpos.

Terminamos esta subsección probando un famoso teorema de Wedderburn que dice que
todo anillo de división finito es conmutativo. En la demostración, además de la ecuación de
las clases usaremos propiedades básicas de los polinomios ciclotómicos. Por definición para
cada n ∈ N el n-ésimo polinomio ciclotómico es

φn(X) :=
∏
w∈Ωn

(X − w),

donde Ωn ⊆ C denota al conjunto de las ráıces n-ésimas primitivas de la unidad. Es evidente
que

Xn − 1 =
∏
d|n

φd(X).

Un argumento inductivo, usando este hecho, muestra que φn(X) es un polinomio mónico con
coeficientes en Z.

También usaremos implicitamente el siguiente resultado elemental.

Lema 2.9. Si k ⊆ K son anillos de división y V es un K-espacio vectorial, entonces

dimk(V ) = dimk(K) dimK(V ).

Demostración. Es suficiente ver que si (ui)i∈I es una base de K como k-espacio vecto-
rial a izquierda y (wj)j∈J es una base de V como K-espacio vectorial a izquierda, entonces
(uiwj)i∈I,j∈J es una base de V como k-espacio vectorial a izquierda. Veamos primero que esta
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última es una famila de generadores de V . Para ello tomemos v ∈ V arbitrario. Por hipótesis
existe una familia (λj)j∈J , de elementos de K, con soporte finito, tal que

(35) v =
∑
j∈J

λjwj .

Dado que, nuevamente por hipótesis, para cada λj 6= 0 existe una familia (αij)i∈I , de elementos
de K, con soporte finito, tal que

λj =
∑
i∈I

αijui,

reemplazando cada λj por la suma que aparece en el lado derecho de esta igualdad y poniendo
αij = 0 para todo i y todo j tal que λj = 0, obtenemos que

v =
∑
j∈J

(∑
i∈I

αijui

)
wj =

∑
i∈I,j∈J

αijuiwj .

Veamos ahora que la familia (uiwj)i∈I,j∈J es linealmente independiente sobre k. Supongamos
que (αij)i∈I,j∈J es una familia de elementos de k, con soporte finito, tal que∑

j∈J

(∑
i∈I

αijui

)
wj =

∑
i∈I,j∈J

αijuiwj = 0.

Como (wj)j∈J es linealmente independiente sobre K,∑
i∈I

αijui = 0 para todo j ∈ J ,

y aśı, dado que (ui)i∈I es linealmente independiente sobre k, cada αij es cero. �

Teorema 2.10. Todo anillo de división finito D es un cuerpo.

Demostración. Denotemos con Z el centro de D y con Zx al centralizador en D de
cada elemento x ∈ D. Sabemos que Z es un cuerpo y que cada Zx es un anillo de división.
Además es evidente que si q := #(Z), nx := dimZ(Zx), mx := dimZx(D) y n := dimZ(D),
entonces n = mxnx, #(Zx) = qnx y #(D) = qn = (qnx)mx . Es claro también que Z× es el
centro de D× y que Z×x es el centralizador en D× de cada elemento x ∈ D×. Tomemos un
conjunto R de representantes de cada una de las clases de conjugación de D× que tienen más
de un elemento. La ecuación de las clases de D× queda

(36) qn − 1 = #(D×) = #(Z×) +
∑
x∈R

#(D×)

#(Z×x )
= q − 1 +

∑
x∈R

qn − 1

qnx − 1
.

Dado que x /∈ Z para ningún x ∈ R, sabemos que nx divide propiamente a n para todo
x ∈ R. En consecuencia, tanto Xn − 1 como cada uno de los cocientes Xn−1

Xnx−1 son polinomios

divisibles por φn(X) en Z[X]. De esto se sigue inmediatamente que φn(q) divide en Z, tanto

a qn − 1 como a cada uno de los enteros qn−1
qnx−1 . Debido a la igualdad (36) tenemos entonces

que φn(q) | q − 1, lo que implica que∏
w∈Ωn

|q − w| = |φn(q)| | q − 1,

donde Ωn es el conjunto de las ráıces n-ésimas primitivas de la unidad. Dado que si n > 1,
entonces |q − w| > q − 1 para cada w ∈ Ωn, se deduce de aqúı que n = 1 y, aśı, D = Z. �
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3 Ideales Teoŕıa elemental de anillos

3. Ideales

Un subconjunto I 6= ∅ de A es un ideal a izquierda si es cerrado para la suma y ax ∈ I
para todo a ∈ A y x ∈ I, y es un ideal a derecha si es cerrado para la suma y xa ∈ I para
todo a ∈ A y x ∈ I o, equivalentemente, si es un ideal a izquierda de Aop. Si I es un ideal
a izquierda y a derecha, entonces decimos que es un ideal bilátero de A. Frecuentemente nos
referiremos a estos últimos simplemente como ideales. Evidentemente 0 y A son ideales de A.
Estos son los llamados ideales triviales. Un ideal a izquierda, a derecha o bilátero de A es
propio si es distinto de A. Es claro que la intersección de una familia arbitraria de ideales
a izquierda, derecha o biláteros de A es un ideal del mismo tipo. Por ejemplo, para cada
subconjunto S de A, la intersección de los ideales a izquierda de A que incluyen a S es el
mı́nimo ideal a izquierda AS de A que contiene a S. Este es llamado el ideal a izquierda de A
generado por S. Como es usual, para cada x ∈ A, escribimos Ax en lugar de A{x}. Los ideales
a derecha y bilátero de A generados por S (las definiciones son evidentes) serán denotados SA
y ASA o 〈S〉, respectivamente. Por supuesto, escribimos xA en lugar de {x}A y AxA en lugar
de A{x}A. Es fácil ver que AS es el conjunto de todas las sumas finitas de elementos de la
forma as, con s ∈ S y a ∈ A. Similarmente, SA consiste de las sumas finitas de elementos de
la forma sa, con s ∈ S y a ∈ A, y ASA, de las sumas finitas de productos asb, con a, b ∈ A y
s ∈ S. En general {axb : a, b ∈ A}, donde x es un elemento fijo de A, no es un ideal bilátero
de A. Por ejemplo, en M2(Q) el conjunto formado por los productos

(37)

(
a11 a12

a21 a22

)(
1 0
0 0

)(
b11 b12

b21 b22

)
=

(
a11b11 a11b12

a21b11 a21b12

)
,

no es un ideal bilátero, porque M2(Q) no tiene ideales biláteros no triviales (vease la Propo-
sición 3.5) y la expresión (37) nunca es la matriz identidad (debido a que a11b11 = a21b12 = 1
implica a11b12 6= 0). Un ideal a izquierda I de A es finitamente generado si existe un sub-
conjunto finito S de A tal que I = AS y es principal o ćıclico si I = Ax para algún x ∈ A.
Dejamos al lector formular las variantes obvias de estas definiciones para los otros dos tipos
de ideales. Un ideal a izquierda, derecha o bilátero de un anillo es maximal si es propio y no
está inclúıdo en ningún otro ideal propio del mismo tipo.

Proposición 3.1. Un ideal a izquierda, derecha o bilátero propio de un anillo A está
inclúıdo en un ideal maximal del mismo tipo de A.

Demostración. Supongamos por ejemplo que I ( A es un ideal a izquierda de A y con-
sideremos el conjunto P de los ideales a izquierda propios de A que contienen a I. Notemos
que P no es vaćıo pues I ∈ P. Por el lema de Zermelo podemos tomar una cadena maximal
(Ii)i∈I de elementos de P. Es evidente que ningún ideal a izquierda propio, J de A, puede con-
tener estrictamente a

⋃
Ii, ya que en ese caso, agregando J a la cadena (Ii)i∈I , obtendŕıamos

una cadena estrictamente más grande que (Ii)i∈I , de elementos de P. Por lo tanto el teorema
quedará probado si podemos ver que

⋃
Ii es propio. Pero esto es claramente aśı, pues si 1

estuviera en esta unión, entonces estaŕıa en Ii para algún i ∈ I, lo que se contradeciŕıa con
que Ii es propio. �

La suma de una familia arbitraria de ideales a izquierda (Ij)j∈J de A, es el ideal a izquierda∑
j∈J Ij generado por la unión

⋃
j∈J Ij , de los miembros de la familia. Claramente

∑
j∈J Ij es

el conjunto de todas las sumas
∑

j∈J aj , tales que aj ∈ Ij y (aj)j∈J tiene soporte finito. Una

familia (Ij)j∈J de ideales a izquierda de A está en suma directa si cada elemento de
∑

j∈J Ij
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se escribe de manera única como una suma con soporte finito
∑

j∈J aj de elementos aj ∈ Ij .
En este caso escribimos

⊕
j∈J Ij en lugar de

∑
j∈J Ij . Dejamos como ejercicio probar que son

equivalentes:

1. (Ij)j∈J está en suma directa.

2. Si 0 =
∑

j∈J aj , donde (aj)j∈J es una familia con soporte finito de elementos aj ∈ Ij ,
entonces aj = 0 para todo j ∈ J .

3. Ii
⋂∑

j∈J\{i} Ij = 0 para cada i ∈ J .

Decimos que un ideal a izquierda I de un anillo A es un sumando directo de otro ideal a
izquierda J de A que lo contiene, si existe un ideal a izquierda I ′ de A tal que J = I ⊕ I ′.
Usualmente I ′ no es único.

Para los ideales a derecha y biláteros se pueden dar definiciones similares y probar resul-
tados análogos. Dejamos los detalles al lector.

Como ocurre con el conjunto de los subanillos, los conjuntos de los ideales a izquierda, a
derecha y biláteros de un anillo A son reticulados completos v́ıa el orden dado por la inclusión.
En los tres casos el mı́nimo es el ideal nulo, el máximo es A, el ı́nfimo de una familia es la
intersección de sus elementos y el supremo es la suma. En general estos reticulados no son
distributivos, pero siempre son modulares. En otras palabras,

I ∩ (J +K) = J + I ∩K,
para cada terna de ideales a izquierda, derecha o biláteros (pero, por supuesto, todos del mismo
tipo) I, J y K de A tales que J ⊆ I. En efecto, es inmediato que I ∩ (J +K) ⊇ J + I ∩K.
Para probar que vale la inclusión rećıproca, basta observar que si una suma a = b + c, de
elementos b ∈ J y c ∈ K, está en I, entonces c = a− b ∈ I ∩K.

Ejemplo 3.2. Es evidente que cada ideal no nulo I de Z tiene un mı́nimo número natural
n0. Afirmamos que I = 〈n0〉. En efecto, por el algoritmo de división, para cada a ∈ I existen
q, r ∈ Z con 0 ≤ r < n0 tales que a = qn0+r. Por la minimalidad de n0, como r = a−qn0 ∈ I,
debe ser r = 0. Esto muestra que todo ideal de Z es ćıclico. Un argumento similar muestra
que el anillo k[X], de polinomios con coeficientes en un cuerpo k, tiene la misma propiedad.

Ejercicio 3.3. Pruebe que la suma e intersección de ideales en Z están dadas por

〈m〉+ 〈n〉 = 〈(m;n)〉 y 〈m〉 ∩ 〈n〉 = 〈[m;n]〉,
donde (m;n) y [m;n] denotan al máximo divisor común y al mı́nimo múltiplo común de m y
n, respectivamente. Pruebe que esto también es cierto para el anillo k[X], de polinomios con
coeficientes en un cuerpo k.

Proposición 3.4. Para cada anillo no nulo A son equivalentes:

1. A es un anillo de división.

2. Los únicos ideales a izquierda de A son los triviales.

3. Los únicos ideales a derecha de A son los triviales.

Demostración. Vamos a probar que 1) ⇔ 2). La equivalencia entre los items 1) y 3) se
sigue por un argumento similar (o bien, utilizando que los items 1) y 2) son equivalentes para
el anillo Aop).

1) ⇒ 2) Si I es un ideal a izquierda no nulo de A, entonces I tiene un elemento inversible y,
por consiguiente, I = A.
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2) ⇒ 1) Debemos mostrar que todo a ∈ A \ {0} es inversible. Pero como Aa = A, existe
b ∈ A tal que ba = 1. Por la misma razón b es inversible a izquierda y, por lo tanto, a es
inversible. �

Proposición 3.5. Si D es un anillo de división, entonces los únicos ideales biláteros de
Mn(D) son los triviales.

Demostración. Para cada 1 ≤ i, j ≤ n, llamemos Eij a la matriz de n × n cuya único
coeficiente no nulo es el (i, j)-ésimo, que vale 1. Basta observar que si un ideal I de Mn(D)
tiene un elemento no nulo

A =

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 ,

y aij 6= 0, entonces id =
∑n

l=1 a
−1
ij EliAEjl ∈ I. �

4. Morfismos de anillos

Un morfismo de anillos f : A → B es una terna (A, f,B), donde f es una función del
conjunto subyacente de A en el de B, que satisface:

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) y f(1) = 1.

El anillo A es el dominio de f : A → B, y B es el codominio. Por ejemplo, la identidad
idA : A→ A y, más generalmente, la inclusión canónica i : B → A, de un subanillo B de A en
A, es un morfismo de anillos. También lo es la composición g ◦ f : A→ A′′ de dos morfismos
f : A→ A′ y g : A′ → A′′.

Muchas de las propiedades básicas de los morfismos de anillos son análogas a las estable-
cidas para los de monoides y grupos. Las definiciones de endomorfismo, isomorfismo, auto-
morfismo, monomorfismo, epimorfismo, sección y retracción son las mismas. Un argumento
sencillo prueba que un morfismo es un isomorfismo si y sólo si es biyectivo. Mantenemos la
notación A ' A′ para señalar que los anillos A y A′ son isomorfos. Es fácil ver que los mono-
morfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo la composición, que toda
retracción es sobreyectiva, toda sección, inyectiva, todo morfismo inyectivo, un monomorfis-
mo, y todo morfismo sobreyectivo, un epimorfismo. También que un morfismo f : A→ A′ es
un isomorfismo si y sólo si es una sección y un epimorfismo, y que esto ocurre si y sólo si es
una retracción y un monomorfismo. Sigue siendo cierto que todo monomorfismo f : A → A′

es inyectivo. En efecto, si f(a) = f(a′), entonces f ◦ g = f ◦ g′, donde g, g′ : Z[X]→ A son los
morfismos definidos por

g(P ) := P (a) y g′(P ) := P (a′) para todo polinomio P .

Por lo tanto g = g′ y entonces a = a′. Pero, como lo muestra el primero de los ejemplos dados
abajo, es falso que un epimorfismo deba ser sobreyectivo.

Fijemos morfismos f : A → A′ y g : A′ → A′′. De la misma manera que en la teoŕıa de
monoides y grupos, vale que:

1. Si g ◦f es una sección, un monomorfismo, o un morfismo inyectivo, entonces también
lo es f .
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2. Si g ◦ f es una retracción, un epimorfismo, o un morfismo sobreyectivo, entonces
también lo es g.

Los śımbolos Hom(A,A′), Iso(A,A′), End(A) y Aut(A) denotan respectivamente a los
conjuntos de morfismos de A en A′, isomorfismos de A en A′, endomorfismos de A y auto-
morfismos de A. Es inmediato que End(A) es un monoide (cuyo elemento neutro es la función
identidad) v́ıa la composición y que Aut(A) es su grupo de unidades.

Ejemplos 4.1. Hay epimorfismos inyectivos que no son sobreyectivos y morfismos sobre-
yectivos que no son retracciones. En efecto:

1. La inclusión canónica ı : Z → Q es un epimorfismo porque si g, h : Q → C son mor-
fismos de anillos tales que g ◦ i = h ◦ i, entonces

g(m/n) = g(m)g(n)−1 = h(m)h(n)−1 = h(m/n)

para todo m/n ∈ Q. Por otra parte no existe ningún morfismo π : Q→ Z pues π(1/2)
debeŕıa satisfacer 2π(1/2) = π(1) = 1, lo cual es imposible. En particular ı no es una
sección.

2. La aplicación π : Z/4Z → Z/2Z, definida por π(0) := π(2) := 0 y π(1) := π(3) := 1,
es sobreyectiva, pero no es una retracción.

Ejemplo 4.2. Para cada anillo A hay un único morfismo ι : Z → A. Es fácil ver que la
imagen de ι es el anillo primo Z{1A} de A. También es fácil ver que

Z{1A} '

{
Z si n1A 6= 0 para todo n ∈ N,

Z/nZ si no, donde n ∈ N es el mı́nimo natural tal que n1A = 0.

En el primer caso decimos que la caracteŕıstica de A es cero y en el segundo que es n. Es
inmediato que un subanillo de un dominio es un dominio. En consecuencia, como Z/nZ tie-
ne divisores de cero si n no es primo, la caracteŕıstica de un dominio es necesariamente un
número primo o cero.

Ejemplo 4.3. Como f(1) = 1, un morfismo f : Z[i]→ A, del anillo de enteros de Gauss
en un anillo A, queda completamente determinado por la imagen de i. Puesto que i2 = −1,
debe ser f(i)2 = f(−1) = −1. Además este es el único requisito que debe satisfacer f(i). De
modo que hay una correspondencia biuńıvoca entre Hom(Z[i], A) y {a ∈ A : a2 = −1}. Cuando
A = Z[i], este conjunto es {i,−i}. Como los endomorfismos obtenidos, son los automorfismos
identidad y conjugación, Aut(Z[i]) = End(Z[i]) es un grupo ćıclico de orden 2.

Ejemplo 4.4. Para cada n,m ∈ N la aplicación

Mn×m(Aop)→ Mm×n(A),

que a cada matriz B le asigna su transpuesta tB, satisface

t(B + C) = tB + tC para todo B,C ∈ Mn×m(Aop)

y

t(BC) = tCtB para todo B ∈ Mn×m(Aop) y C ∈ Mm×l(A
op).

En particular Mn(Aop) ' Mn(A)op.
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Ejemplo 4.5. Para cada morfismo de anillos f : A→ B y cada n ∈ N, la aplicación

Mn(f) : Mn(A)→Mn(B),

definida por Mn(f)
(
(aij)

)
:=
(
f(a)ij

)
, es un morfismo de anillos.

Ejemplo 4.6. La aplicación θ : C→ M2(R), dada por

θ(a+ bi) :=

(
a b
−b a

)
,

es un monomorfismo de anillos. Por lo tanto C es isomorfo a un subanillo de M2(R). Notemos
que det(θ(z)) = |z|2 para todo z ∈ C y que si S1 := {z ∈ C : |z| = 1}, entonces θ(S1) = SO(2),
donde SO(2) := SO(R2), es el grupo ortogonal del espacio euclideano usual R2.

5. Núcleo e imagen

El núcleo ker f de un morfismo de anillos f : A → B es la preimagen de 0 por f . Es
evidente que ker f es un ideal de A e Im f es un subanillo de B. Más aún, es fácil verificar
que:

1. La imagen de un subanillo de A es un subanillo de B.

2. La preimagen de un subanillo de B es un subanillo de A.

3. La imagen de un ideal a izquierda, a derecha o bilátero de A, es un ideal del mismo
tipo de f(A).

4. La preimagen de un ideal a izquierda, a derecha o bilátero de B, es un ideal del mismo
tipo de A.

Usando las igualdades

f−1(f(I)) = I + ker f y f(f−1(J)) = J ∩ Im f,

válidas para cada subgrupo aditivo I de A y cada subconjunto J de B, se comprueba fácil-
mente que si f es sobreyectivo, entonces:

1. Las correspondencias definidas en los items 1) y 2) inducen por restricción y co-
rrestricción un isomorfismo entre el reticulado de los subanillos de A que contienen a
ker f y el de los subanillos de B.

2. Las correspondencias definidas en los items 3) y 4) inducen por restricción y co-
rrestricción un isomorfismo entre los reticulados de los ideales a izquierda, a derecha
o biláteros de A que contienen a ker f y el de los ideales del mismo tipo de B.

Observación 5.1. Un morfismo de anillos f : A → B, manda a, a′ ∈ A al mismo ele-
mento de B si y sólo si a− a′ ∈ ker f . En particular, f es inyectiva si y sólo si ker f = 0.

6. Cociente de anillos por ideales

Fijados un anillo A y un subgrupo aditivo I de A, consideremos el grupo cociente A/I
de A por I. Recordemos que para cada a ∈ A, el śımbolo [a] denota a la clase de a en A/I y
que la proyección canónica π : A→ A/I es un morfismo de grupos. Afirmamos que A/I tiene
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un producto tal que π es un morfismo de anillos si y sólo si I es un ideal de A. Para que π
respete el producto, forzosamente la multiplicación de A/I deberá estár dada por

(38) [a][a′] = [aa′].

Aśı, si esta definición es correcta, entonces

a, a′′ ∈ A y a′ ∈ I ⇒ [a][a′][a′′] = [a][0][a′′] = [a0a′′] = [0] = [aa′a′′]⇒ aa′a′′ ∈ I,

y, por lo tanto, I es un ideal bilátero. Rećıprocamente, si este es el caso, entonces para todo
a, a′ ∈ A y todo y, y′ ∈ I,

[a+ y][a′ + y′] = [(a+ y)(a′ + y′)] = [aa′ + ay′ + ya′ + y′y′] = [aa′] = [a][a′],

de modo que la definición (38) es correcta. Las igualdades

([a][a′])[a′′] = [aa′][a′′] = [(aa′)a′′] = [a(a′a′′)] = [a][a′a′′] = [a]([a′][a′′]),

[a]([a′]+[a′′]) = [a]([a′+a′′]) = [a(a′+a′′)] = [aa′+aa′′] = [aa′]+[aa′′] = [a][a′]+[a][a′′]

y

([a]+[a′])[a′′] = ([a+a′])[a′′] = [(a+a′)a′′] = [aa′′+a′a′′] = [aa′′]+[a′a′′] = [a][a′′]+[a′][a′′],

muestran que la multiplicación de A/I es asociativa y distribuye con respecto a la suma.
Además La identidad de A/I es la clase [1] del 1. Como kerπ = I, todo ideal de A es
el núcleo de un morfismo. Finalmente π : A → A/I tiene la siguiente propiedad, llamada
propiedad universal del cociente:

- Para cada morfismo de anillos f : A→ B tal que I ⊆ ker f existe un único morfismo
de anillos f : A/I → B tal que el triángulo

A
f //

π
��

B

A/I
f

==||||||||

conmuta.

Una forma cómoda de comprobar esto, es recordar que, por la correspondiente propiedad
universal del cociente de grupos, si f es un morfismo del grupo aditivo subyacente a A en el
subyacente a B, entonces existe un único morfismo de grupos f tal que f ◦ π = f , y notar
que, si f es un morfismo de anillos, entonces

f([a])f([a′]) = f(a)f(a′) = f(aa′) = f([a][a′]) y f([1]) = f(1) = 1B.

Por la Observación 13.2 del Caṕıtulo 1 sabemos que ker f = π(ker f) e Im f = Im f . En
particular, A/ ker f es isomorfo a Im f . Además, como grupo aditivo, π(ker f) = ker f/I.

Observación 6.1. Una manera equivalente de formular la propiedad universal del co-
ciente es decir que la correspondencia

Hom(A/I,B) // Hom(A,B)

f � // f ◦ π

es inyectiva y su imagen es {f ∈ Hom(A,B) : f(I) = 0}.
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Observación 6.2. Por la propiedad universal del cociente, si I y J son ideales de un
anillo A tales que I ⊆ J , entonces existe un único morfismo πJ : A/I → A/J tal que el
triángulo

A
πJ //

πI
��

A/J

A/I

πJ

<<yyyyyyyy
,

donde πI y πJ son las proyecciones canónicas, conmuta. Además πJ es sobreyectivo, el sub-
grupo J/I de A/I es un ideal bilátero de A/I y ker(πJ)=πI(J)=J/I. Por lo tanto πJ induce
un isomorfismo (A/I)/(J/I) ' A/J .

Observación 6.3. Supongamos que f : A→ B es un morfismo de anillos y que J es un
ideal de B. Denotemos con f̃ : A → B/J a la composición de f con la proyección canónica

π : B → B/J . Es evidente que Im f̃ = (f(A) + J)/J y ker f̃ = f−1(J). En consecuencia, por

la propiedad universal del cociente, f̃ induce un isomorfismo f : A/f−1(J) → (f(A) + J)/J .
En particular, si A es un subanillo de B, entonces A/(A ∩ J) ' (A+ J)/J .

Ejercicio 6.4. Pruebe que si f : A → B es un morfismo sobreyectivo de anillos e I es
un ideal de A, entonces A/(I + ker f) ' B/f(I).

Observación 6.5. Consideremos un ideal I de un anillo A. Del isomorfismo que hay
entre el reticulado de los ideales de A que contienen a I y el de los ideales de A/I se sigue
que I es maximal si y sólo si A/I 6= 0 y no tiene ideales no triviales. En particular, debido a
la Proposición 3.4, si A es conmutatico, entonces I es maximal si y sólo si A/I es un cuerpo.

Corolario 6.6. Para cada anillo conmutativo A, hay un morfismo sobreyectivo de A en
un cuerpo.

Demostración. Para cada ideal maximal I de A, el cociente A/I es un anillo conmuta-
tivo sin ideales no triviales. En consecuencia, por la Proposición 3.4, es un cuerpo. Es evidente
que podemos tomar como el morfismo en cuestión, la proyección canónica de A en A/I. �

Proposición 6.7. Consideremos un morfismo de anillos f : A→ B. Si I y J son ideales
de A y B tales que f(I) ⊆ J , entonces existe un único morfismo de anillos f : A/I → B/J
tal que el diagrama

A
f //

πI
��

B

πJ
��

A/I
f // B/J,

donde πI : A → A/I y πJ : B → B/J son las proyecciones canónicas, conmuta. Además,
Im f = (J + Im f)/J y ker f = f−1(J)/I.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la propiedad universal de πI y de
que Im(πJ ◦ f) = πJ(Im f) y ker(πJ ◦ f) = f−1(J). �

Observación 6.8. La correspondencia introducida en la proposición anterior tiene las
siguientes propiedades:

1. idA : A/I → A/I es la aplicación identidad de A/I.
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2. Si f : A→ B y g : B → C son morfismos de anillos, e I, J y K son ideales de A, B
y C respectivamente, tales que f(I) ⊆ J y g(J) ⊆ K, entonces

g(f(I)) ⊆ K y g ◦ f = g ◦ f.

Ejercicio 6.9. Pruebe que si f : A→ B es un morfismo de anillos y J es un ideal de B,
entonces existe un único morfismo inyectivo f : A/I → B/J , donde I = f−1(J), tal que el
diagrama

A
f //

πI
��

B

πJ
��

A/I
f // B/J,

en el cual πI : A → A/I y πJ : B → B/J son las proyecciones canónicas, conmuta. Pruebe
además que Im f = (f(A) + J)/J .

7. Producto de anillos

El producto directo
∏
i∈I Ai, de una familia de anillos (Ai)i∈I , es un anillo, llamado produc-

to directo de (Ai)i∈I , v́ıa la suma y multiplicación coordenada a coordenada. Las proyecciones
canónicas πj :

∏
i∈I Ai → Aj son morfismos de anillos, y las definiciones de suma y producto

están forzadas por este requisito. Tal como cuando trabajamos con grupos, si no hay posibi-
lidad de confusión escribiremos

∏
Ai en lugar de

∏
i∈I Ai, y haremos otras simplificaciones

similares siempre que, como consecuencia de las mismas, no se pierda claridad en la exposi-
ción. Además, escribiremos A1 × · · · ×An en lugar de

∏
i∈In An, donde In denota al conjunto

de los primeros n números naturales.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada familia (fi : A→ Ai)i∈I de morfismos de anillos, existe un único morfismo
de anillos f : A→

∏
Ai tal que, para cada j ∈ I, el diagrama

A

f

��

fj

$$IIIIIIIIIIIIII

∏
Ai

πj // Aj

conmuta. Claramente f(a) = (fi(a))i∈I y ker f =
⋂

ker(fi).

Ejercicio 7.1. Muestre que si A =
∏
Ai, entonces A× =

∏
A×i .

Proposición 7.2. Para cada familia de morfismos de anillos (fj : Aj → Bj)j∈J , existe
un único morfismo de anillos ∏

fj :
∏

Aj →
∏

Bj ,

tal que los diagramas ∏
Aj

∏
fj //

πi

��

∏
Bj

πi

��
Ai

fi // Bi
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conmutan.

Demostración. Se sigue de la propiedad universal del producto
∏
Bj . �

Es fácil ver que
∏
fj aplica (aj)j∈J en

(
fj(aj)

)
j∈J y, usando esto, que

ker
(∏

fj

)
=
∏

ker(fj) y Im
(∏

fj

)
=
∏

Im(fj).

Por ejemplo para cada familia (Ai)i∈I de anillos y cada familia (Ii)i∈I con Ii un ideal bilátero
de Ai para cada i ∈ I, las proyecciones canónicas πi : Ai → Ai/Ii inducen un isomorfismo∏

Ai∏
Ii
−→

∏ Ai
Ii
.

Observación 7.3. La correspondencia introducida en la Proposición 7.2 tiene las siguien-
tes propiedades:

1.
∏

idAj = id∏
Aj .

2. Para cada par (fj : Aj → Bj)j∈J y (gj : Bj → Cj)j∈J de familias de morfismos de
anillos, ∏

gj ◦
∏

fj =
∏

(gj ◦ fj).

Para cada i ∈ I consideremos un ideal a izquierda Ji de Ai. Es evidente que
∏
Ji es un

ideal a izquierda de
∏
Ai. Por supuesto que si cada Ji es un ideal a derecha de Ai, entonces∏

Ji es un ideal a izquierda de
∏
Ai. Supongamos ahora que J ⊆

∏
Ai es un ideal a izquierda,

derecha o bilátero de
∏
Ai y, para todo i ∈ I, escribamos Ji := πi(J). Evidentemente cada Ji

es un ideal de Ai del mismo tipo que J e J ⊆
∏
Ji. Afirmamos que

(39)
⊕

Ii ⊆ J ⊆
∏

Ji,

donde
⊕
Ii denota al subconjunto de

∏
Ji, formado por las uplas que tienen soporte finito.

Es claro que para probar que en (39) vale la inclusión de la izquierda, será suficiente ver que,
para cada j ∈ I,

(40) Ij = {aj ∈ Aj : (ajδij)i∈I ∈ J},

donde δij denota a la delta de Kronecker definida por δij = 1 si i = j y δij = 0 si i 6= j.
Veamos ahora que la igualdad (40) se satisface. Para ello fijemos j ∈ I y tomemos aj ∈ Ij .
Por la definición de Ij , para cada i 6= j, existe ai ∈ Ai, tales que (ai)i∈I ∈ J . Denotemos con
ej al elemento de

∏
Ai que tiene 1 en la j-ésima coordenada y cero en las demás. Como

(ajδij)i∈I = ej(ai)i∈I = (ai)i∈Iej ,

en (40) vale la inclusión ⊆. Dado que la otra inclusión es obvia, esto prueba que en (40) vale
la igualdad. Notemos que cuando I es finito, entonces (40) dice que J =

∏
Ji. Aśı, en este

caso, todo ideal de
∏
Ai es un producto de ideales.
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7.1. El teorema chino del resto

El producto de dos ideales I y J de un anillo A es el ideal IJ de A generado por los
productos xy, con x ∈ I e y ∈ J . Claramente IJ es el conjunto de las sumas finitas de
elementos de la forma xy con x ∈ I e y ∈ J . El producto es siempre asociativo, tiene neutro
A y es distributivo respecto de la suma. En consecuencia

(I + J)(I ∩ J) ⊆ IJ + JI ⊆ I ∩ J.

Dos ideales I y J de A son coprimos si I +J = A. Claramente, en este caso, IJ +JI = I ∩J .
Supongamos que I es coprimo con J y K. Entonces existen x, y ∈ I tales que 1 − x ∈ J y
1− y ∈ K. Multiplicando obtenemos

1− x− y + xy = (1− x)(1− y) ∈ JK.

Como x+ y − xy ∈ I, esto muestra que I también es coprimo con JK.
Para cada familia I1, . . . , In de ideales de A, las projecciones canónicas πi : A → A/Ii

inducen un morfismo

π : A→
n∏
j=1

A

Ij
.

Se comprueba inmediatamente que kerπ = I1∩ · · ·∩ In. En particular, π es inyectivo si y sólo
si I1 ∩ · · · ∩ In = 0. El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que sea
sobreyectivo.

Teorema 7.4 (Teorema chino del resto). El morfismo π es sobreyectivo si y sólo si los
ideales I1, . . . , In son coprimos dos a dos.

Demostración. Supongamos que π es sobreyectivo. Tomemos a ∈ A tal que π(a) es la n-
upla cuyas coordenadas son todas cero, salvo la i-ésima, que vale 1. Por definición esto dice que
1−a ∈ Ii y a ∈ Ij para todo j 6= i. Aśı, Ii es coprimo con Ij para todo j 6= i. Rećıprocamente,

si Ii es coprimo con Ij para todo j 6= i, entonces Ii es coprimo con I1 · · · Îi · · · In y, por lo

tanto, existe a(i) ∈ I1 ∩ · · · ∩ Îi ∩ · · · ∩ In tal que 1− a(i) ∈ Ii, lo cual implica que

π

(
n∑
i=1

aia(i)

)
=
(
[a1], . . . , [an]

)
para cada n-upla (a1, . . . , an) de elementos de A. �

8. Ideales primos en anillos conmutativos

En esta sección A denota a un anillo conmutativo. Un ideal propio I de A es primo si
ab ∈ I implica a ∈ I o b ∈ I.

Observación 8.1. Un ideal principal 〈p〉 de A es primo si y sólo si p no es una unidad
de A y p | ab implica p | a o p | b. En este caso nos referiremos a p como un elemento primo
de A.

Proposición 8.2. Para cada ideal I de A son equivalentes:

1. I es primo,
2. A/I es un dominio.
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Demostración. 1)⇒ 2). Como I es propio, A/I 6= 0. Supongamos ahora que [a][a′] = 0,
donde como venimos haciendo denotamos con [a] y [a′] a la clase en A/I de dos elementos a
y a′ de A. Como [aa′] = [a][a′] se sigue de esto que aa′ ∈ I y, en consecuencia a ∈ I o a′ ∈ I.
Pero entonces [a] = 0 o [a′] = 0, de donde A/I es un dominio.
2)⇒ 1). Dado que A/I 6= 0 el ideal I es propio. Supongamos que a, a′ ∈ A satisfacen aa′ ∈ I .
Entonces [a][a′] = [aa′] = 0 en A/I y, en consecuencia, debido a la hipótesis [a] = 0 o [a′] = 0.
Pero esto significa que a ∈ I o a′ ∈ I y, por lo tanto, I es primo. �

Corolario 8.3. Todo ideal maximal de un anillo conmutativo es primo.

Demostración. Como todo cuerpo es un dominio esto se sigue de la proposición anterior
y de la Observación 6.5. �

Proposición 8.4. Si f:A→B es un morfismo de anillos conmutativos y J (B es un
ideal primo de B, entonces f−1(J) es un ideal primo de A.

Demostración. Como un subanillo de un dominio es un dominio, esto se sigue de la
Proposición 8.2 y de que A/f−1(J) es un subanillo de B/J . �

Notemos que la proposición anterior no se satisface para ideales maximales. Por ejemplo
el ideal 0 de Q es maximal, pero su preimagen por la inclusión canónica ι : Z → Q sigue
siendo 0, que no es un ideal maximal de Z.

Proposición 8.5. Si f : A→ B es un morfismo sobreyectivo de anillos conmutativos e I
es un ideal primo de A que contiene al núcleo de f , entonces f(I) es un ideal primo de B.

Demostración. Dado que, debido a las hipótesis A/I es isomorfo a B/f(I), esto se sigue
inmediatamente de la Proposición 8.2. �

Observación 8.6. Consideremos un anillo de polinomios A[X1, . . . , Xn] y tomemos un
polinomio no nulo

P =
∑

ai1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n ∈ A[X1, . . . , Xn].

El grado total de P es por definición

grt(P ) := máx{i1 + · · ·+ in : ai1,...,in 6= 0}.

Recordemos que un monomio es un polinomio de la forma ai1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n con ai1,...,in 6= 0
y que un polinomio es homogeneo si es cero o si todos sus monomios tiene el mismo grado
total. Notemos que hay monomios distintos que tienen el mismo coeficiente y el mismo grado
total. A continuación vamos a subsanar esto. Para empezar definimos un orden total sobre Nn

por (i1, . . . , in) < (j1, . . . , jn) si i1 + · · ·+ in < j1 + · · ·+ jn o si i1 + · · ·+ in = j1 + · · ·+ jn y
existe 1 ≤ j ≤ n tal que ii = ji para i < j y ij < jj. El grado de P es por definición

gr(P ) := máx{(i1, . . . , in) : ai1,...,in 6= 0}.
Aśı el grado de P es el máximo de los grados de sus monomios. El coeficiente principal cpal(P )
de P es el coeficiente de su monomio de grado máximo. Aśı si gr(P ) = (r1, . . . , rn), entonces

P = cpal(P )Xr1
1 . . . Xrn

n + suma de monomios de grado menor.

Es fácil ver que si Q ∈ A[X1, . . . , Xn] es otro polinomio no nulo y gr(Q) = (s1, . . . , sn),
entonces

(41) PQ = cpal(P ) cpal(Q)Xr1+s1
1 . . . Xrn+sn

n + suma de monomios de grado menor.
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Por lo tanto

(42) PQ = 0 o gr(PQ) ≤ gr(P ) + gr(P )

y

(43) PQ 6= 0 y gr(PQ) = gr(P ) + gr(P )⇐⇒ cpal(P ) cpal(Q) 6= 0.

Un argumento inductivo usando (41) muestra que, para todo m ∈ N,

(44) Pm = cpal(P )mXmr1
1 . . . Xmrn

n + suma de monomios de grado menor.

Aśı

(45) Pm 6= 0 y gr(Pm) = m gr(P )⇐⇒ cpal(P )m 6= 0.

Proposición 8.7. Para cada anillo conmutativo A y cada n ∈ N son equivalentes:

1. A es un dominio.

2. A[X1, . . . , Xn] es un dominio.

Demostración. 1) ⇒ 2) Por la equivalencia (43).

2) ⇒ 1) Porque evidentemente todo subanillo de un dominio es un dominio. �

Observación 8.8. Consideremos el anillo de polinomios A[X1, . . . , Xn] en varias varia-
bles, un ideal I de A y el morfismo

θ : A[X1, . . . , Xn] −→ A

I
[X1, . . . , Xn],

definido por

θ
(∑

ai1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n

)
=
∑

[ai1,...,in ]Xi1
1 . . . Xin

n ,

donde para cada a ∈ A, denotamos con [a] a la clase de a en A/I. Es evidente que el núcleo
de θ es

I[X1, . . . , Xn] := {P ∈ A[X1, . . . , Xn] : los coeficientes de P están en I}.
Por lo tanto

(46)
A

I
[X1, . . . , Xn] ' A[X1, . . . , Xn]

I[X1, . . . , Xn]
‘.

Notemos que I[X1, . . . , Xn] es el ideal IA[X1, . . . , Xn], de A[X1, . . . , Xn], generado por I.

Proposición 8.9. Un ideal I de A es primo si y sólo si I[X1, . . . , Xn] lo es.

Demostración. En efecto, como un anillo de polinomios es un dominio si y sólo si su
anillo de coeficientes lo es, se sigue de (46) y de la Proposición 8.2, que

I es primo⇐⇒ A

I
es un dominio

⇐⇒ A[X1, . . . , Xn]

I[X1, . . . , Xn]
es un dominio

⇐⇒ I[X1, . . . , Xn] es primo,

como queremos. �

Corolario 8.10. Si p∈A es primo, entonces p es primo como elemento de A[X1, . . . , Xn].

151



9 Ideales radicales en anillos conmutativos Teoŕıa elemental de anillos

9. Ideales radicales en anillos conmutativos

En esta sección A denota a un anillo conmutativo. Un ideal I de A es radical si an ∈ I
implica a ∈ I (donde n es un número natural cualquiera). Es obvio que que todo ideal primo
es radical.

Observación 9.1. Es evidente que la intersección de una familia de ideales radicales de A
es un ideal radical. Para cada ideal I de A, denotaremos con r(I), y llamaremos radical de I,
al mı́nimo ideal radical de A que contiene a I. Debido a la Proposición 3.1 y el Corolario 8.3,
si I es un ideal propio de A, entonces r(I) también lo es.

A Nil(A) := r(0) se lo llama el nilradical de A. Decimos que A es reducido si A 6= 0 y su
nilradical es cero.

Proposición 9.2. Para todo ideal I de A,

r(I) = {a ∈ A : existe n ∈ N, tal que an ∈ I}.

Demostración. Denotemos con J al conjunto de la derecha de esta igualdad. Es evidente
que I ⊆ J ⊆ r(I). Por lo tanto, para demostrar la proposición será suficiente ver que J es un
ideal radical de A. Tomemos a, b ∈ A tales que existen n y m en N tal que an ∈ I y bm ∈ I.
Evidentemente

(a+ b)m+n−1 =
m+n−1∑
i=0

(
m+ n− 1

i

)
aibm+n−i−1 ∈ I.

Aśı, J es un grupo aditivo. Dado que si an ∈ I, entonces (ab)n = anbn ∈ I, también es un
ideal. Para terminar la demostración resta ver que si an ∈ J , entonces a ∈ J . Pero si an ∈ J ,
entonces por definición existe m ∈ N tal que anm = (an)m ∈ I y, por lo tanto, a ∈ J . �

Proposición 9.3. Para cada par de ideales I y J de A vale lo siguiente:

1. Si I ⊆ J , entonces r(I) ⊆ r(J).
2. r(I) es un ideal radical (es decir r(r(I)) = r(I)).
3. Si r(IJ) = r(I ∩ J) = r(I) ∩ r(J).
4. r(I + J) = r(r(I) + r(J)).
5. I y J son coprimos si y sólo si r(I) y r(J) lo son.

Demostración. 1) Es trivial.

2) Es trivial.

3) Del item 1) se sigue que r(IJ) ⊆ r(I∩J) ⊆ r(I)∩r(J). Tomemos ahora a ∈ r(I)∩r(J). Por
la Proposición 9.2 existen n,m ∈ N tales que an ∈ I y am ∈ J . Por lo tanto an+m = anam ∈ IJ
y, aśı, a ∈ r(IJ).

4) Es evidente que r(I) + r(J) ⊆ r(I + J) ⊆ r(r(I) + r(J)). Aśı, dado que r(I + J) es radical,
necesariamente vale la igualdad del enunciado.

5) Es obvio que si I y J son coprimos, entonces r(I) y r(J) también lo son. Supongamos ahora
que esto último ocurre. Por el item 4) sabemos que r(I + J) = A. Pero entonces I + J = A,
ya que el radical de un ideal propio también lo es. �

Teorema 9.4. Para cada ideal propio I de A,

r(I) =
⋂

{P primo tal que I ⊆ P}

P.
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Demostración. Es evidente que vale la inclusión ⊆. Debemos ver que si a /∈ r(I),
entonces existe un ideal primo P de A que contiene a I y tal que a /∈ P . Por la Proposición 9.2
el conjunto {an : n ∈ N} no corta a I. Consideremos el conjunto P de los ideales a izquierda
propios de A que contienen a I y no cortan a {an : n ∈ N}. Notemos que P no es vaćıo pues
I ∈ P. Por el lema de Zermelo podemos tomar una cadena maximal (Ij)j∈J de elementos
de P. Es evidente que P :=

⋃
Ij no contiene a a. Aśı, para terminar la demostración bastará

ver que P es primo. Supongamos que x, y ∈ A \ P y que xy ∈ P . Como (Ij)j∈J es maximal
y P ( P + 〈x〉, existe n ∈ N tal que an ∈ P + 〈x〉. Similarmente existe m ∈ N tal que
am ∈ P + 〈y〉. Pero entonces an+m ∈ (P + 〈x〉)(P + 〈y〉) ⊆ P , lo que es imposible, pues,
debido a la definición de P , esto implica que an+m ∈ Ij para algún j ∈ J . �

Proposición 9.5. Para cada ideal I de A son equivalentes:

1. I es propio y radical,
2. A/I es reducido.

Demostración. 1) ⇒ 2). Como I es propio, A/I 6= 0. Supongamos ahora que [a]n = 0,
donde como venimos haciendo denotamos con [a] a la clase en A/I de un elemento a de A.
Como [an] = [a]n se sigue de esto que an ∈ I y, en consecuencia a ∈ I. Pero entonces [a] = 0,
de donde A/I es reducido.
2) ⇒ 1). Dado que A/I 6= 0 el ideal I es propio. Supongamos que a ∈ A satisfacen an ∈ I .
Entonces [a]n = [an] = 0 en A/I y, en consecuencia, debido a la hipótesis [a] = 0. Pero esto
significa que a ∈ I, y que por lo tanto, I es radical. �

Proposición 9.6. Si f : A→ B es un morfismo de anillos conmutativos y J es un ideal
propio y radical de B, entonces f−1(J) es un ideal propio y radical de A.

Demostración. Como un subanillo de un anillo reducido es un anillo reducido, esto se
sigue de la Proposición 8.2 y de que A/f−1(J) es un subanillo de B/J . �

Proposición 9.7. Si f : A→ B es un morfismo sobreyectivo de anillos conmutativos e I
es un ideal propio y radical de A que contiene al núcleo de f , entonces f(I) es un ideal propio
y radical de B.

Demostración. Dado que, debido a las hipótesis, A/I es isomorfo a B/f(I), esto se
sigue inmediatamente de la Proposición 9.5. �

Proposición 9.8. Para cada anillo conmutativo A y cada n ∈ N son equivalentes:

1. A es reducido.

2. A[X1, . . . , Xn] es reducido.

Demostración. 1) ⇒ 2) Por la equivalencia (45).

2) ⇒ 1) Porque evidentemente todo subanillo de un anillo reducido es reducido. �

Proposición 9.9. Un ideal I de A es propio y radical si y sólo si I[X1, . . . , Xn] lo es.

Demostración. En efecto, como un anillo de polinomios es reducido si y sólo si su anillo
de coeficientes lo es, se sigue de (46) y de la Proposición 9.5, que

I es radical⇐⇒ A

I
es reducido

⇐⇒ A[X1, . . . , Xn]

I[X1, . . . , Xn]
es reducido

⇐⇒ I[X1, . . . , Xn] es radical,

153



10 El cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo Teoŕıa elemental de anillos

como queremos. �

Proposición 9.10. El nilradical de A[X1, . . . , Xn] es Nil(A)[X1, . . . , Xn].

Demostración. Como Nil(A)[X1, . . . , Xn] es el ideal de A[X1, . . . , Xn] generado por
Nil(A) y el nilradical de A[X1, . . . , Xn] es un ideal que contiene a Nil(A), es evidente que

Nil(A)[X1, . . . , Xn] ⊆ Nil(A[X1, . . . , Xn]).

Dado que, debido a la proposición anterior, Nil(A)[X1, . . . , Xn] es un ideal radical, necesaria-
mente Nil(A)[X1, . . . , Xn] = Nil(A[X1, . . . , Xn]). �

Proposición 9.11. Consideremos un polinomio

P =
∑

ai1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n ∈ A[X1, . . . , Xn].

Son equivalentes:

1. P es inversible.

2. El término independiente a0,...,0 de P es inversible, y los demás coeficientes ai1,...,in
con (i1, . . . , in) 6= (0, . . . , 0), son nilpotentes.

Demostración. 1) ⇒ 2) Para cada ideal primo I de A, consideremos el morfismo θ
definido en la Observación 8.8. Como

θ(P ) =
∑

[ai1,...,in ]Xi1
1 . . . Xin

n ∈
A

I
[X1, . . . , Xn]

es inversible, se sigue de la equivalencia (43), que

[a0,...,0] es inversible y [ai1,...,in ] = 0 para todo (i1, . . . , in) 6= (0, . . . , 0).

Por lo tanto, para cada ideal primo I de A,

a0,...,0 /∈ I y ai1,...,in ∈ I para todo (i1, . . . , in) 6= (0, . . . , 0).

En consecuencia, por la Proposición 3.1, el Corolario 8.3 y el Teorema 9.4

a0,...,0 es inversible y ai1,...,in ∈ Nil(A) para todo (i1, . . . , in) 6= (0, . . . , 0),

como querenos.

2) ⇒ 1) Por las Proposiciones 9.10 y 1.10(4). �

Corolario 9.12. Para cada anillo conmutativo A son equivalentes:

1. A es reducido

2. A 6= 0 y A[X1, . . . , Xn]× = A×.

Demostración. Por la proposición anterior. �

10. El cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo

En esta sección constrúımos el cuerpo de cocientes de un dominio conmutativo y estu-
diamos sus propiedades básicas. La construcción es una generalización directa de la de los
números racionales a partir de los enteros.

Dado un dominio conmutativo A consideremos la relación ∼, definida en A×(A\{0}), por
(p, q) ∼ (r, s) si ps = rq. Un cálculo directo muestra que ∼ es reflexiva, simétrica y transitiva.
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Para cada p ∈ A y q ∈ A \ {0}, la fracción de numerador p y denominador q es la clase p
q de

(p, q) en (A× (A \ {0}))/ ∼. Definimos la suma y el producto de fracciones por

p

q
+
r

s
=
ps+ qr

qs
y

p

q

r

s
=
pr

qs
,

respectivamente. Es fácil ver que estas definiciones son correctas. Esto es, que no dependen
de los representantes (p, q) y (r, s) elegidos. Denotamos con el śımbolo QA, y llamamos cuerpo
de cocientes de A, al conjunto (A× (A \ {0}))/ ∼, provisto de estas operaciones.

Teorema 10.1. El cuerpo de cocientes de A es, efectivamente, un cuerpo. Además, la
aplicación

A
ι // QA

a � // a
1

es un morfismo inyectivo de anillos, que tiene la siguiente propiedad universal: dados un
cuerpo k y un morfismo inyectivo f : A→ k, existe un único morfismo de cuerpos f̃ : QA → k
tal que el triángulo

A
f //

ι
��

k

QA

f̃

>>}}}}}}}}

conmuta.

Demostración. Las igualdades(p
q

+
r

s

)
+
t

u
=
ps+ qr

qs
+
t

u
=
psu+ qru+ qst

qsu
=
p

q
+
ru+ st

su
=
p

q
+
(r
s

+
t

u

)
,

p

q
+
r

s
=
ps+ qr

qs
=
rq + sp

sq
=
r

s
+
p

q
,

p

q
+

0

1
=
p1 + q0

q1
=
p

q
,

p

q
+
−p
q

=
pq − qp
q2

=
0

q2
=

0

1
,(p

q

r

s

) t
u

=
pr

qs

t

u
=
prt

qsu
=
p

q

rt

su
=
p

q

(r
s

t

u

)
,

p

q

r

s
=
pr

qs
=
rp

sq
=
r

s

p

q
,

p

q

1

1
=
p1

q1
=
p

q

y

p

q

(r
s

+
t

u

)
=
p

q

ru+ st

su
=
pru+ pst

qsu
=
prqu+ qspt

qsqu
=
pr

qs
+
pt

qu
=
p

q

r

s
+
p

q

t

u
,

muestran que QA es un anillo conmutativo con neutro aditivo 0
1 y neutro multiplicativo 1

1 .

Además, es obvio que si p 6= 0, entonces p
q es inversible, con inversa q

p . Como 0
q = 0

1 para todo
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q, esto prueba que QA es un cuerpo. Para ver que ι : A → QA es un morfismo inyectivo es
suficiente notar que

p

1
+
r

1
=
p+ r

1
,

p

1

r

1
=
pr

1
y que

p

1
=
r

1
⇒ p = r.

Supongamos ahora que f : A→ k es un morfismo inyectivo de A en un cuerpo. Si f̃ : QA → k
es un morfismo de cuerpos tal que f̃ ◦ ι = f , entonces obligatoriamente

f̃
(p
q

)
= f̃

(p
1

)
f̃
(1

q

)
= f̃

(p
1

)
f̃
(q

1

)−1
= f(p)f(q)−1.

Dejamos como tarea para el lector comprobar que si pq = r
s , entonces f(p)f(q)−1 = f(r)f(s)−1,

y que la fórmula f̃
(p
q

)
= f(p)f(q)−1 define un morfismo de anillos. �

Nota 10.2. Es usual identificar a ∈ A con ι(a) = a
1 .

11. Extensiones cuadráticas de Q

Consideremos un número entero d que no es un cuadrado. El subanillo Q[
√
d] de C está

formado por los elementos de la forma a + b
√
d, con a, b ∈ Q. Como

√
d /∈ Q es claro que si

a+ b
√
d = a′ + b′

√
d, entonces a = a′ y b = b′, de modo que esta escritura es única. Notemos

que Q[
√
d] es un subanillo de R si y sólo si d > 0. Denotamos con Z[

√
d] al subanillo de Q[

√
d]

obtenido considerando los elementos de la forma a+b
√
d, con a, b ∈ Z. Los Ejemplos 2.4 y 2.5

son los casos particulares obtenidos tomando d = −1 y d = 3 respectivamente. Escribamos
d = d′e2 con d′ libre de cuadrados (es decir que ningún primo aparece a una potencia mayor

que uno en la factorización de d). Es evidente que Q[
√
d′] = Q[

√
d], pero que Z[

√
d′] = Z[

√
d],

sólo si d′ = d.

Para cada x = a+b
√
d ∈ Q[

√
d] definimos el conjugado de x por x := a−b

√
d. Es evidente

que

x = x, x = x⇔ x ∈ Q, x = −x⇔ x ∈ Q
√
d y x ∈ Z[

√
d]⇔ x ∈ Z[

√
d].

Además es fácil ver que

x+ y = x+ y y xy = x y para todo x, y ∈ Q[
√
d].

En efecto, la primera igualdad es sencilla y por la Q-bilinealidad es suficiente comprobar la
segunda para x, y ∈ {1,

√
d}, casos en lo que es evidente. Por lo tanto la conjugación es un

automorfismo de Q[
√
d] que induce por restricción y correstricción un automorfismo en Z[

√
d].

En particular x ∈ Z[
√
d] es inversible si y sólo si x lo es.

Definimos la norma N(x) de x ∈ Q[
√
d] por N(x) := xx. Un cálculo directo muestra que

si x = a+ b
√
d con a, b ∈ Q, entonces

N(x) = (a+ b
√
d)(a− b

√
d) = a2 − b2d ∈ Q.

Como d no es un cuadrado, x 6= 0 si y sólo si N(x) 6= 0. En consecuencia, si x 6= 0,

x
1

N(x)
x =

1

N(x)
xx =

1

N(x)
N(x) = 1,

y, aśı, Q[
√
d] es un subcuerpo de C. Notemos ahora que

N(xy) = xyxy = xyy x = xN(y)x = xxN(y) = N(x) N(y) para todo x, y ∈ Q[
√
d].
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Es evidente que la norma define una aplicación multiplicativa de Z[
√
d] sobre Z.

Proposición 11.1. Para cada número entero d que no es un cuadrado,

Z[
√
d]× =

{
x ∈ Z[

√
d] : N(x) ∈ Z×

}
.

Demostración. Tomemos x ∈ Z[
√
d]×. Como 1 = N(1) = N(xx−1) = N(x) N(x−1), es

evidente que

Z[
√
d]× ⊆

{
x ∈ Z[

√
d] : N(x) ∈ Z×

}
.

Tomemos ahora x ∈ Z[
√
d] tal que N(x) ∈ {±1}. Como xx = N(x) es claro que x es inversible

y que x = N(x)−1x. �

Corolario 11.2. Para cada entero d que no es un cuadrado, vale lo siguiente:

1. Si d ≤ −2, entonces Z[
√
d]× = {±1},

2. Z[
√
−1]× = {±1,±

√
−1}.

Demostración. 1) Tomemos x = a+ b
√
d. Por la proposición anterior x es unidad si y

sólo si a2 − b2d = 1. Como a2 − b2d ≥ a2 + 2b2, de esto se sigue que Z[
√
d]× = {±1}.

2) Tomemos x = a+ b
√
−1. Por la proposición anterior x es unidad si y sólo si a2 + b2 = 1.

Aśı Z[
√
−1]× = {±1,±

√
−1}. �

Definimos la traza Tr(x) de x ∈ Q[
√
d] por Tr(x) := x + x. Claramente si x = a + b

√
d,

entonces Tr(x) = 2a. Escribamos

Z[
√
d] :=

{
x ∈ Q[

√
d] : Tr(x) ∈ Z y N(x) ∈ Z

}
.

Es evidente que x ∈ Z[
√
d] si y sólo si x ∈ Z[

√
d].

Proposición 11.3. Supongamos que d ∈ Z es libre de cuadrados. Vale lo siguiente:

1. Si d ≡ 2 (mód 4) o d ≡ 3 (mód 4), entonces Z[
√
d] = Z[

√
d].

2. Si d ≡ 1 (mód 4), entonces

Z[
√
d] =

{ c
2

+
e

2

√
d : c ≡ e (mód 2)

}
.

Demostración. Es evidente que Z[
√
d] ⊆ Z[

√
d]. Supongamos que d ≡ 1 (mód 4) y

tomemos x = c
2 + e

2

√
d con c ≡ e (mód 2). Claramente

Tr(x) = c ∈ Z y N(x) =
c2

4
− e2

4
d =

c2 − e2d

4
∈ Z,

pues de d ≡ 1 (mód 4) se sigue que

c2 − e2d

4
∈ Z⇐⇒ c2 − e2

4
∈ Z,

lo cual es evidente ya que c ≡ e (mód 2). Para terminar la demostración debemos ver que si

x = a+ b
√
d ∈ Z[

√
d], entonces

a, b ∈ Z o 2a, 2b ∈ Z \ 2Z y d ≡ 1 (mód 4).
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Por hipótesis, 2a = Tr(x) ∈ Z y a2 − db2 = N(x) ∈ Z. Claramente

2a es par ⇔ a ∈ Z y 2a es impar ⇔ a− 1

2
∈ Z.

Escribamos b = m/n con m y n coprimos. Supongamos primero que a es un entero. En este
caso

d
m2

n2
= a2 −N(x) ∈ Z,

lo cual implica que b ∈ Z pues d es libre de cuadrados (de n2 | dm2 se sigue que n2 | d).
Supongamos ahora que a = k + 1

2 con k ∈ Z. En este caso

d
m2

n2
− 1

4
= a2 −N(x)− 1

4
= k2 + k +

1

4
−N(x)− 1

4
= k2 + k −N(x) ∈ Z,

y aśı, 4n2 | 4dm2 − n2. Por lo tanto 4 | n2 y n2 | 4dm2, lo cual implica que n = 2 y m es
impar (porque m y n son coprimos y d es libre de cuadrados). Escribamos l := m−1

2 . Entonces

b = l + 1
2 y aśı

d(l2 + l) +
d− 1

4
= db2 − 1

4
∈ Z,

por lo que d ≡ 1 (mód 4). �

Proposición 11.4. Supongamos que d ∈ Z es un entero que es libre de cuadrados. Si d
es congruente a 1 módulo 4, entonces

Z[
√
d] = Z

[
1 +
√
d

2

]
=

{
a+ b

1 +
√
d

2
: a, b ∈ Z

}
.

Demostración. La segunda igualdad se sigue de que si d− 1 = 4k, entonces(
1 +
√
d

2

)2

=
1 + 2

√
d+ d

4
=
d− 1

4
+

1 +
√
d

2
= k +

1 +
√
d

2
.

Veamos la primera igualdad. Tomemos c
2 + e

2

√
d ∈ Z[

√
d]. Sabemos que c ≡ e (mód 2) y que,

por lo tanto, existe k ∈ Z tal que c = e+ 2k. Aśı

c

2
+
e

2

√
d = k + e

(
1 +
√
d

2

)
∈ Z

[
1 +
√
d

2

]
.

Por lo tanto la inclusión ⊆ vale. Dado que

a+ b
1 +
√
d

2
=

2a+ b

2
+
b

2

√
d,

la otra inclusión es evidente. �

Corolario 11.5. Para cada d ∈ Z libre de cuadrados, Z[
√
d] es un subanillo de de Q[

√
d]

que contiene a Z[
√
d].

Demostración. Por las Proposiciones 11.3 y 11.4. �

Proposición 11.6. Para cada entero d que es libre de cuadrados,

Z[
√
d]
×

=
{
x ∈ Z[

√
d] : N(x) ∈ Z×

}
.
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Demostración. Tomemos x ∈ Z[
√
d]
×

. Como 1 = N(1) = N(xx−1) = N(x) N(x−1) y,
tanto N(x) como N(x−1) son enteros, es evidente que

Z[
√
d]
×
⊆
{
x ∈ Z[

√
d] : N(x) ∈ Z×

}
.

Tomemos ahora x ∈ Z[
√
d] tal que N(x) ∈ {±1}. Como xx = N(x) y x ∈ Z[

√
d] es claro que

x es inversible y que x−1 = N(x)−1x. �

Corolario 11.7. Para cada entero d libre de cuadrado, vale lo siguiente:

1. Si d ≤ −2 y d 6= −3, entonces Z[
√
d]
×

= {±1},

2. Z[
√
−3]

×
=
{

1, −1, 1
2 + 1

2

√
−3, 1

2 −
1
2

√
−3, −1

2 + 1
2

√
−3, −1

2 −
1
2

√
−3
}

.

Demostración. Dejada al lector. �

12. Dominios principales y euclideanos

Un anillo es un dominio principal si es un dominio conmutativo y todos sus ideales son
principales. En el Ejemplo 3.2 mostramos que los anillos de enteros y de polinomios en una
variable sobre un cuerpo son dominios principales.

El ejercicio que sigue muestra que la condición de que k sea un cuerpo es necesaria para
que k[X] sea un dominio principal. Por ejemplo, Z[X] no lo es.

Ejercicio 12.1. Pruebe que si A[X] es un dominio principal, entonces A es un cuerpo.

Definición 12.2. Consideremos un dominio conmutativo A. Una función δ : A\{0} → N0

es una función euclidea si satisface

1. Si a, b ∈ A \ {0} y a | b, entonces δ(a) ≤ δ(b),
2. Para cada a, b ∈ A con b 6= 0 existen q, r ∈ D tales que

a = bq + r y r = 0 o δ(r) < δ(b)

Un dominio conmutativo que posee una función euclidea δ : A \ {0}→N0, se denomina do-
minio euclideano.

Ejemplo 12.3. Los teoremas sobre existencia de algoritmo de división en Z y en k[X]
(donde k es un cuerpo) muestran que estos dominios son euclideanos.

Desde aqúı y hasta el Teorema 12.8 inclusive,A es un dominio euclideano y δ : A\{0} → N0

es una función euclidea.

Observación 12.4. No pedimos que haya unicidad en el algoritmo de división, pero si
a = bq, entonces si la hay. En efecto, si a = bq′+r con q′ 6= q o r 6= 0, entonces de r = b(q−q′)
se sigue que q 6= q′, r 6= 0 y δ(r) ≥ δ(b), por lo que el item 2) no se satisface.

Observación 12.5. De la condición 1) se sigue que si a y b son elementos no nulos de
A que se dividen mutuamente, entonces δ(a) = δ(b).

A continuación probamos una rećıproca parcial de la Observación 12.5.

Proposición 12.6. Si a | b son no nulos y δ(b) ≤ δ(a), entonces b | a.
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Demostración. Escribamos a = bq+ r con r = 0 o δ(r) < δ(b). Debemos ver que r = 0.
Supongamos que no. Como a | b existe c tal que b = ac. Aśı r = a − bq = a(1 − qc), lo que
implica que δ(a) ≤ δ(r) < δ(b). Pero por la hipótesis, de esto se sigue que δ(a) < δ(a), lo cual
es imposible. �

Proposición 12.7. Para a ∈ A \ {0} las siguientes condiciones son equivalentes:

1. a es una unidad de A.

2. δ(a) = δ(1).

3. δ(a) ≤ δ(b) para todo b ∈ A \ {0}.
4. δ(a) ≤ δ(1).

Demostración. 1) ⇒ 2) Por la Observación 12.5.

2) ⇒ 3) Como 1 | b se sigue del item 1) de la Definición 12.2, que δ(a) = δ(1) ≤ δ(b).
3) ⇒ 4) Es trivial.

3) ⇒ 4) Como 1 | a se sigue de la hipótesis y de la Proposición 12.6, que a | 1. �

Teorema 12.8. El dominio A es principal.

Demostración. Consideremos un ideal no nulo I de A y tomemos a ∈ I \ {0} tal que
δ(a) es el mı́nimo posible. Afirmamos que I = 〈a〉. Tomemos b ∈ I arbitrario. Como A
es euclideano existen q, r ∈ A tales que b = aq + r con r = 0 o δ(r) < δ(b). Pero como
r = aq − b ∈ I lo último es imposible y aśı a | b. Por lo tanto I ⊆ 〈a〉, como queremos. �

El rećıproco de este teorema es falso, pero no es fácil encontrar un dominio principal que

no sea euclideano. Un ejemplo es Z[
√
−19].

Proposición 12.9. Denotemos con A a un dominio conmutativo y con K a su cuerpo de
fracciones. Consideremos una función multiplicativa δ : K× → Q× tal que δ(A \ {0}) ⊆ N.
La restricción de δ a A \ {0} es una función euclidea si y sólo si para todo x ∈ K \ A existe
q ∈ A tal que δ(x− q) < 1.

Demostración. Supongamos que para todo x ∈ K \A existe q ∈ A tal que δ(x− q) < 1
y tomemos a, b ∈ A con b 6= 0 tal que b - a. Por hipótesis existe q ∈ A tal que δ(a/b− q) < 1.
Escribamos a = bq + r donde r = a− bq. Como

δ(r) = δ(b(a/b− q)) = δ(b)δ(a/b− q) < δ(b),

la restricción de δ a A \ {0} es una función euclidea de A. Supongamos ahora que esto último
se satisface y tomemos x ∈ K \ A. Escribamos x = a/b con a, b ∈ A y b 6= 0. Por hipótesis
existen q, r ∈ A tales que

a = bq + r con r = 0 o δ(r) < δ(b).

Pero necesariamente r 6= 0 pues x /∈ A. Por lo tanto, δ(x− q) = δ(r/b) = δ(r)/δ(b) < 1, como
queremos. �

Ejemplo 12.10. Consideremos un entero negativo d, que no es un cuadrado. Es evidente
que el cuerpo de fracciones de Z[

√
d] es Q[

√
d]. Tomemos como δ : Q[

√
d]× → Q× a la norma

definida en la Subsección 11. Aśı δ(x+ y
√
d) = x2− dy2. Ya sabemos que δ es multiplicativa.

Además para cada x + y
√
d ∈ Q[

√
d] existen a, b ∈ Z tales que |x − a| ≤ 1

2 y |y − b| ≤ 1
2 , de

modo que

δ
(
(x+ y

√
d)− (a+ b

√
d)
)

= (x− a)2 − d(y − b)2 ≤ 1− d
4

,
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que es menor que 1 si d = −1 o d = −2. Por lo tanto Z[
√
−1] y Z[

√
−2] son euclideanos.

Por otro lado, para todo a, b ∈ Z,

δ

((
1

2
+

1

2

√
d

)
−
(
a+ b

√
d
))

=

(
1

2
− a
)2

− d
(

1

2
− b
)2

≥ 1− d
4

,

que es mayor o igual a 1 si d ≤ −3.

Ejemplo 12.11. Consideremos un entero negativo d congruente a 1 módulo 4 y libre de
cuadrados. Tomemos como δ : Q[

√
d]×→Q× a la norma definida en la Subsección 11. Note-

mos que cada z ∈ Q[
√
d] se escribe de manera única en la forma

z = x+ y
1 +
√
d

2
con x, y ∈ Q.

Por definición si z 6= 0,

δ(z) =

(
x+ y

1 +
√
d

2

)(
x+ y

1 +
√
d

2

)

=

(
x+ y

1 +
√
d

2

)(
x+ y

1−
√
d

2

)

= x2 + y2 1− d
4

+ xy

=
(
x+

y

2

)2
− d

4
y2.

Dados x, y ∈ Q existen a, b ∈ Z tales que

|y − b| ≤ 1

2
y

∣∣∣∣x− a+
y − b

2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
,

de modo que

δ

((
x+ y

1 +
√
d

2

)
−

(
a+ b

1 +
√
d

2

))
=

(
x− a+

y − b
2

)2

− d

4
(y − b)2 ≤ 4− d

16
,

que es menor que 1 si d es −3, −7 o −11. Por lo tanto Z[
√
−3], Z[

√
−7] y Z[

√
−11] son

euclideanos. Por otro lado, para todo a, b ∈ Z,

δ

((
1

2
+

1

2

1 +
√
d

2

)
−

(
a+ b

1 +
√
d

2

))
=

(
3− 4a− 2b

4

)2

− d

4

(
1− 2b

2

)2

≥ 1− d
16

,

que es mayor o igual a 1 si d ≤ −15.

Ejemplo 12.12. Consideremos un entero positivo d que no es un cuadrado. Es evidente
que el cuerpo de fracciones de Z[

√
d] es es Q[

√
d]. Tomemos como δ : Q[

√
d]× → Q× al módulo

de la norma N, definida en la Subsección 11. Aśı δ(x + y
√
d) = |x2 − dy2|. Claramente δ es

multiplicativa ya que N lo es. Además para cada x+ y
√
d ∈ Q[

√
d] existen a, b ∈ Z tales que

|x− a| ≤ 1
2 y |y − b| ≤ 1

2 , de modo que

δ
(
(x+ y

√
d)− (a+ b

√
d)
)

= |(x− a)2 − d(y − b)2| ≤ d

4
,

que es menor que 1 si m = 2 o m = 3. Por lo tanto Z[
√

2] y Z[
√

3] son euclideanos.
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13 Los cuaterniones Teoŕıa elemental de anillos

13. Los cuaterniones

En esta subsección F es un cuerpo arbitrario de caracteŕıstica distinta de 2. Presentaremos
aqúı los anillos de cuaterniones. En particular definiremos los cuaterniones de Hamilton que
fueron descubiertos por él en 1843.

Fijemos elementos a, b ∈ F× que pueden coincidir o no y consideremos el F -espacio vec-
torial A de dimensión 4 con base {1, i, j, k}. Supongamos que A tiene un producto F -bilineal
que lo convierte en un anillo asociativo con neutro 1, tal que

(47) i2 := a, j2 := b, ij := k y ji := −k.
Entonces necesariamente

(48) k2 = −ab, ik = −ki = a · j y jk = −kj = −b · i.

Proposición 13.1. El F -espacio vectorial A provisto del producto definido sobre {1, i, j, k}
por la condición de que 1 sea su neutro más las condiciones (47) y (48), y extendido A por
F -bilinealidad, es un anillo asociativo

Demostración. Sólo debemos verificar que el producto es asociativo y distributivo. De-
bido a que el producto esá definido sobre {1, i, j, k} y extendido a A por F -bilinealidad, sólo
debemos comprobar que (xy)z = x(yz) para todo x, y, z ∈ {1, i, j, k}. Dejamos al lector la
realización de esta tarea directa y sencilla. �

Denotamos con
(a,b
F

)
y llamamos anillo de cuaterniones (generalizado) al F -espacio vec-

torial A dotado de la estructura de anillo obtenido en la proposición anterior. Cuando F = R

y a = b = −1 obtenemos el anillo de cuaterniones de Hamilton H.

En el resto de esta sección escribiremos A en lugar de
(a,b
F

)
e identificaremos a F con F1.

Proposición 13.2. El anillo A no tiene ideales biláteros no triviales y su centro es F .

Demostración. Para cada x, y ∈ A denotamos con [x, y] a xy − yx. Un cálculo directo
muestra que si x = c1 · 1 + ci · i+ cj · j + ck · k, entonces

[i, x] = 2ack · j + 2cj · k, [j, x] = −2bck · i− 2ci · k y [k, x] = 2bcj · i− 2aci · j.
En consecuencia el cento de A es F . Supongamos ahora que x 6= 0 y que x ∈ I, donde I es
un ideal bilátero de A. Un cálculo directo muestra que

−4bcj · i = [j, [i, x]] ∈ I, 4abck · j = [k, [j, x]] ∈ I y − 4aci · k = [i, [k, x]] ∈ I.
Por lo tanto si ci 6= 0, cj 6= 0 o ck 6= 0, entonces I contiene a un elemento inversible. Por
otro lado es evidente que si ci = cj = ck = 0, entonces c1 = x 6= 0 es también un elemento
inversible de I. �

Denotemos con A+ a F · i⊕F · j⊕F ·k. Los elementos de A+ se denominan cuaterniones
puros. Cada elemento x ∈ A se escribe de manera única como

x = x1 + x+ con x1 ∈ F1 y x+ ∈ A+.

Definimos el conjugado de este x por x := x1 − x+. Es evidente que

x+ y = x+ y, x = x, x = x⇔ x ∈ F y x = −x⇔ x ∈ A+.

Además es fácil ver que
xy = y x para todo x, y ∈ A.
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En efecto, por la F -bilinealidad es suficiente comprobar esto para x, y ∈ {1, i, j, k}, lo que
dejamos como ejercicio para el lector.

Definimos la norma N(x) de x ∈ A por N(x) := xx. Un cálculo directo muestra que si
x = x1 + x+ con x1 = c1 · 1 ∈ F1 y x+ = ci · i+ cj · j + ck · k ∈ A+ entonces

N(x) = (x1 + x+)(x1 − x+) = x2
1 − x2

+ = c2
1 − ac2

i − bc2
j + abc2

k ∈ F.

Notemos que

N(xy) = xyxy = xyy x = xN(y)x = xxN(y) = N(x) N(y) para todo x, y ∈ A.

Proposición 13.3. Para cada x ∈ A son equivalentes:

1. x es inversible.

2. N(x) 6= 0.

Demostración. 1) ⇒ 2) Porque

N(x) N(x−1) = N(xx−1) = N(1) = 1.

2) ⇒ 1) Porque si N(x) 6= 0, entonces

x
1

N(x)
x =

1

N(x)
xx =

1

N(x)
N(x) = 1,

y, por lo tanto, x es inversible. �

Teorema 13.4. Son equivalentes:

1. A es un anillo de división.

2. Si x ∈ A \ {0}, entonces N(x) 6= 0.

3. Si c1, ci, cj ∈ F satisfacen c2
1 = ac2

i + bc2
j , entonces c1 = ci = cj = 0.

Demostración. 1) ⇔ 2) Por la Proposición 13.3.

2) ⇒ 3) Porque si c2
1 = ac2

i + bc2
j , entonces

N(c1 · 1 + ci · i+ cj · j) = c2
1 − ac2

i − bc2
j = 0.

3) ⇒ 2) Supongamos que x = c1 · 1 + ci · i+ cj · j + ck · k y que N(x) = 0. Entonces

(49) 0 = c2
1 − ac2

i − bc2
j + abc2

k,

lo que implica que

c2
1 − bc2

k = a
(
c2
i − bc2

k

)
.

Por lo tanto

a
(
c2
i − bc2

k

)2
=
(
c2

1 − bc2
j

)(
c2
i − bc2

k

)
=
(
c1ci + cjckb

)2 − b(c1ck + cicj
)2
.

Aśı, por hipótesis, c2
i − bc2

k = 0, lo que, nuevamente por hipótesis, implica que ci = ck = 0.
Pero entonces, debido a la igualdad (49) y, por tercera vez a la hipótesis, c1 = cj = 0. �

Corolario 13.5. El anillo H es de división y no conmutativo.

Observación 13.6. El conjunto de los cuaterniones de Hamilton que tienen cordenadas
racionales forman un subanillo de división de H.
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Observación 13.7. Cada elemento de H se puede escribir de manera única como z1 +z2j
con z1, z2 ∈ C, donde identificamos C con el subanillo de H generado por i. La aplicación

θ : H→ M2(C),

dada por

θ(z1 + z2j) :=

(
z1 z2

−z2 z1

)
,

es un monomorfismo de anillos. Por lo tanto H es isomorfo a un subanillo de M2(C). Notemos
que det(θ(z)) = N(z) para todo z ∈ H.

Observación 13.8. Debido a la Observación 14.12 del Caṕıtulo 1 el subgrupo de H×,
generado por eiπ/n y j, es isomorfo al grupo cuaterniónico generalizado Hn. En particular H2

es isomorfo al subgrupo {±1,±i,±j,±k}. Notemos también que S3 := {z ∈ H : N(z) = 1} es
un subgrupo de H× que contiene a las copias de los Hn mencionadas arriba.

Observación 13.9. Dado que para cada cuaternión puro x := c1 · i + c2 · j + c3 · k ∈ H
de norma 1,

x2 = −N(x) = −1,

en H hay infinitas copias de C.

14. El anillo de un monoide

Para cada anillo A y cada monoide S, el conjunto A(S), de las funciones ϕ : S → A que
tienen soporte finito, es un anillo, llamado el anillo del monoide S con coeficientes en A, y
denotado A[S], v́ıa la suma coordenada a coordenada

(ϕ+ ψ)(s) := ϕ(s) + ψ(s),

y el producto de convolución

(ϕψ)(s) :=
∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)ψ(v).

En efecto, ya sabemos que A(S) es un grupo abeliano v́ıa la suma. Es el producto directo
restringido de |S| copias del grupo aditivo subyacente de A. El producto ϕψ está bien definido
porque la familia (ϕ(u)ψ(v))u,v∈S tiene soporte finito. Las igualdades(

(ϕψ)ϑ
)
(s) =

∑
u,v∈S
uv=s

(ϕψ)(u)ϑ(v)

=
∑
u,v∈S
uv=s

(∑
p,q∈S
pq=u

ϕ(p)ψ(q)
)
ϑ(v)

=
∑

x,y,z∈S
xyz=s

ϕ(x)ψ(y)ϑ(z)

=
∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)

(∑
p,q∈S
pq=v

ψ(p)ϑ(q)
)
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=
∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)(ψϑ)(v)

=
(
ϕ(ψϑ)

)
(s)

muestran que el producto es asociativo; las igualdades(
ϕ(ψ + ϑ)

)
(s) =

∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)(ψ(v) + ϑ(v)) =
∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)ψ(v) +
∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)ϑ(v) = (ϕψ + ϕϑ)(s)

que es distributivo a izquierda respecto de la suma; y las igualdades(
(ϕ+ ψ)ϑ

)
(s) =

∑
u,v∈S
uv=s

(ϕ(u) + ψ(u))ϑ(v) =
∑
u,v∈S
uv=s

ϕ(u)ϑ(v) +
∑
u,v∈S
uv=s

ψ(u))ϑ(v) = (ϕϑ+ ψϑ)(s),

que lo es a derecha. Por último es obvio que la función 1: S → A, definida por

1(s) :=

{
1 si s = 1,

0 en otro caso,

es el neutro multiplicativo de A[S].

Para cada a ∈ A y s ∈ S llamemos as : S → A a la función definida por

(as)(t) :=

{
a si t = s,

0 en otro caso.

Cada elemento de A[S] se escribe de manera única como una suma

(50)
∑
s∈S

ass,

con soporte finito. Una expresión como (50) es lo que se conoce con el nombre de suma formal
de elementos de S con coeficientes en A. En términos de estas, la suma y el producto en A[S]
están dados por∑

s∈S
ass+

∑
s∈S

bss =
∑
s∈S

(as + bs)s y

(∑
s∈S

ass

)(∑
s∈S

bss

)
=
∑
s∈S

(∑
u,v∈S
uv=s

aubv
)
s,

respectivamente.
La función ιA : A → A[S], definida por ιA(a) := a1S es un morfismo inyectivo de anillos,

y la función ιS : S → A[S], definida por ιS(s) := 1As, es un morfismo inyectivo de S en el
monoide multiplicativo de A[S]. Identificaremos a ∈ A con a1S y s ∈ S con 1As. Con estas
identificaciones el anillo A[S] tiene la siguiente propiedad universal:

- Si f : A→ B es un morfismo de anillos y ψ : S → B es un morfismo de S en el monoide
multiplicativo de B, tal que f(a)ψ(s) = ψ(s)f(a) para cada a ∈ A y s ∈ S, entonces

existe un único morfismo de anillos θfψ : A[S]→ B, tal que los triángulos

A
f //

ιA

��

B

A[S]
θfψ

=={{{{{{{{
y

S
ψ //

ιS

��

B

A[S]
θfψ

=={{{{{{{{
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conmutan.

En efecto, por la conmutatividad de los triángulos de arriba, debe ser

θfψ

(∑
s∈S

ass

)
=
∑
s∈S

f(as)ψ(s).

Es evidente que con esta definición, θfψ respeta la suma y preserva la unidad. Un cálculo

sencillo, usando que f(a)ψ(s) = ψ(s)f(a) para cada a ∈ A y s ∈ S, muestra que también lo
hace con el producto.

Ejemplo 14.1. La aplicación trivial ψ : S → A, definida por ψ(s) := 1 para todo s ∈ S,
induce un morfismo ε : A[S] → A, que es llamado el morfismo de aumentación de A[S]. Es
evidente que

ε

(∑
s∈S

ass

)
=
∑
s∈S

as.

Al núcleo I+, de ε, se lo denomina el ideal de aumentación de A[S]. Es fácil ver que

I+ =
∑
s∈S

A
(
s− 1S

)
.

En efecto, es evidente que
∑

s∈S A(s− 1S) ⊆ I+ y, como por otro lado,∑
s∈S

as = 0 =⇒
∑
s∈S

ass =
∑
s∈S

ass−
(∑
s∈S

as

)
1S =

∑
s∈S

as
(
s− 1S

)
,

también vale la inclusión inversa.

Ejemplo 14.2. Para cada grupo G la aplicación ψ : G→ A[G]op, definida por ψ(g) := g−1,
es un morfismo de G en el monoide multiplicativo de A[G]op. Por lo tanto induce el morfismo
de anillos

Aop[G]
f // A[G]op∑

g λgg
� //

∑
g λgg

−1

,

que es biyectivo porque la aplicación antipodal de G, introducida en el Ejemplo 11.4 del Caṕıtu-
lo 1, lo es. En particular, si A es conmutativo, entonces A[G]op es isomorfo a A[G].

Proposición 14.3. Para cada par de anillos A1 y A2 y cada monoides S, hay un iso-
morfismo de anillos

Θ: (A1 ×A2)[S]→ A1[S]×A2[S],

que aplica (a1, a2)s en (a1s, a2s).

Demostración. Consideremos la inclusión canónica ι : A1 × A2 → A1[S] × A2[S] y el
morfismo de monoides ψ : S → (A1[S] × A2[S])×, dado por ψ(s) := (s, s). Por la propiedad
universal de (A1 ×A2)[S] los morfismos ι y ψ se extienden a un morfismo

Θ: (A1 ×A2)[S]→ A1[S]×A2[S],

tal que Θ
(
(a1, a2)s

)
= (a1s, a2s). Es evidente que Θ es inyectivo. Como, para todo a1 ∈ A1,

a2 ∈ A2 y s ∈ S, los pares (a1s, 0) y (0, a2s) están en la imagen de Θ, también es sobreyecti-
vo. �
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Proposición 14.4. Para cada anillo A y cada par de monoides S y T , hay un isomorfismo
de anillos

Θ: A[S][T ]→ A[S × T ],

que aplica (as)t en a(s, t).

Demostración. Por la propiedad universal de A[S] hay un único morfismo

Φ: A[S]→ A[S × T ],

tal que Φ(a) = a y Φ(s) = (s, 1) para todo a ∈ A y s ∈ S. Debido ahora a la propiedad
universal de A[S][T ], la aplicación Φ es extiende al morfismo Θ buscado. Es fácil ver que Θ
es biyectivo. �

Proposición 14.5. Para cada morfismo de anillos f : A→ B y cada morfismo de monoi-
des ψ : S → T , existe un único morfismo de anillos f [ψ] : A[S]→ B[T ], tal que los diagramas

A
f //

ιA
��

B

ιB

��
A[S]

f [ψ] // B[T ]

y

S
ψ //

ιS
��

T

ιT

��
A[S]

f [ψ] // B[T ],

donde

ιA : A→ A[S], ιB : B → B[T ], ιS : S → A[S] e ιT : T → B[T ],

son las aplicaciones canónicas, conmutan. Además

f [ψ]

(∑
s∈S

ass

)
=
∑
s∈S

f(as)ψ(s).

Demostración. Se sigue inmediatamente de la propiedad universal de A[S]. �

Observación 14.6. Es evidente que Im(f [ψ]) = f(A)[ψ(S)] y que el núcleo de f [ψ] es la
suma directa de la familia (Ft)t∈Im(ψ), de subgrupos aditivos de A[S], definida por

Ft :=

 ∑
s∈ψ−1(t)

ass :
∑

s∈ψ−1(t)

f(as) = 0

 .

Notemos ahora que para cada st ∈ ψ−1(t),

(51) Ft = ker(f)st ⊕
⊕

s∈ψ−1(t)\{st}

A(s− st).

En efecto es evidente que

ker(f)st ⊆ Ft y A(s− st) ⊆ Ft para cada s ∈ ψ−1(t) \ {st}.
Reciprocamente, si ∑

s∈ψ−1(t)

ass ∈ Ft,

entonces ∑
s∈ψ−1(t)

ass =

( ∑
s∈ψ−1(t)

as

)
st +

∑
s∈ψ−1(t)\{st}

as(s− st)

está en el lado derecho de la igualdad (51).
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Supongamos ahora que para t ∈ Imψ existe st ∈ ψ−1(t) tal que ψ−1(t) = st kerψ (si S es
un grupo esta condición se satisface para todo t ∈ Imψ y todo st ∈ ψ−1(t)). Entonces⊕

s∈ψ−1(t)\{st}

A(s− st) =
⊕

s∈kerψ\{e}

Ast(s− 1S).

Supongamos ahora que U ⊆ kerψ es tal que kerψ está generado como monoide por U y por
inversos de elementos de U . Dado que para todo sucesión (ui)i=1,...,r, formada por elementos
de U o inversos de elementos de U ,

u1 · · ·ur − 1S =

r∑
i=1

u1 · · ·ui−1(ui − 1S) y u−1 − 1S = −u−1(u− 1S),

obtenemos que

s− 1S ∈
∑
u∈U

ker(ψ)(u− 1S) para todo s ∈ kerψ \ {1S},

y, aśı, ⊕
s∈ψ−1(t)\{st}

A(s− st) =
⊕

s∈kerψ\{1S}

Ast(s− 1S) =
∑
u∈U

Ast ker(ψ)(u− 1S).

Por lo tanto si kerψ está generado como monoide por U y por inversos de elementos de U y,
para cada t ∈ Imψ, existe st ∈ ψ−1(t) tal que ψ−1(t) = st kerψ, entonces

ker
(
f [ψ]

)
=
⊕
t∈Imψ

[
ker(f)st ⊕

(∑
u∈U

Ast ker(ψ)(u− 1S)

)]
=
⊕
t∈Imψ

ker(f)st ⊕
∑
u∈U

A[S](u− 1S).

En particular si f es inyectivo, entonces

ker
(
f [ψ]

)
=
∑
u∈U

A[S](u− 1S)

es el ideal a izquierda de A[S] generado por los elementos u − 1S con u ∈ U . Todo esto se
aplica en particular al ideal de aumentación. En este caso f = idA y ψ : S → 1 es el morfismo
trivial, por lo que

I+ =
∑
u∈U

A[S](u− 1S)

para cada conjunto U de elementos de S tal que S está generado por U y por inversas de
elementos de U .

Observación 14.7. La correspondencia introducida en la proposición anterior tiene las
siguientes propiedades:

1. idA[idS ] = idA[S].

2. Para cada par de morfismos de anillos f : A→ B y g : B → C y cada par de morfismos
de monoides ψ : S → T y ϑ : T → L,

g[ϑ] ◦ f [ψ] = (g ◦ f)[ϑ ◦ψ].
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Teoŕıa elemental de anillos 14 El anillo de un monoide

Ejemplo 14.8. Para cada número natural r, denotemos con Nr
0 al monoide formado por

todas las r-uplas de enteros mayores o iguales que cero, con la suma coordenada a coorde-
nada. Introduciendo variables X1, . . . , Xr e identificando cada r-upla n = (n1, . . . , nr) con el
monomio Xn = Xn1

1 · · ·Xnr
r , podemos considerar a Nr

0 como un monoide multiplicativo v́ıa
el producto

XmXn = Xm+n.

Se comprueba inmediatamente que el anillo de monoide A[Nr
0] y de polinomios A[X1, . . . , Xr]

coinciden.

Proposición 14.9. Los anillos A[X1, . . . , Xr] y A[X1, . . . , Xl][Xl+1, . . . , Xr] son isomor-
fos para cada l < r.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la Proposición 14.4. �

Observación 14.10 (Propiedad universal del anillo de polinomios). Para cada r-upla
de elementos b1, . . . , br de un anillo B que conmutan entre śı, hay un único morfismo de
monoides γ, de Nr

0 en el monoide multiplicativo de B, tal que γ(Xi) = bi para cada ı́ndice i.
En consecuencia, por la propiedad universal del anillo de monoide, si además tenemos fijado
un morfismo de anillos f : A→ B, tal que f(a)bi = bif(a) para todo a ∈ A y todo i, entonces

hay un único morfismo de anillos θfγ : A[X1, . . . , Xr] → B, tal que θfγ (a) = f(a) para cada

a ∈ A y θfγ (Xi) = bi para cada i. Es fácil ver que θγ está dado por

θfγ

(∑
an1,...,nrX

n1
1 · · ·X

nr
r

)
=
∑

f(an1,...,nr)b
n1
1 · · · b

nr
r .

Terminamos esta subsección con el cálculo del centro de un anillo de grupos A[G].

Proposición 14.11. Para cada anillo de grupos A[G],

Z(A[G]) =

{∑
h

ahh : ah ∈ ZA para todo h ∈ G y aghg−1 = ah para todo h, g ∈ G

}
.

Demostración. Por definición ZG(A[G]) es el conjunto de los elementos de A[G] que
conmutan con todos los elementos de G. Es evidente que

∑
h ahh ∈ ZG(A[G]) si y sólo si∑

h

ahghg
−1 =

∑
h

ahh para todo g ∈ G.

Aśı,

ZG(A[G]) =

{∑
h

ahh : aghg−1 = ah para todo h, g ∈ G

}
.

En consecuencia, como Z(A[G]) = ZG(A[G]) ∩ ZA(A[G]),

Z(A[G]) =

{∑
h

ahh : ah ∈ ZA para todo h ∈ G y aghg−1 = ah para todo h, g ∈ G

}
.

como queremos. �
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Caṕıtulo 6

Dominios de factorización única

El Teorema fundamental de la aritmética dice que todo número entero n se escribe de
manera única como un producto

n = upl11 · · · p
lm
m ,

donde los p1 < · · · < pm son números primos positivos, llamados los factores primos o irre-
ducibles de n, el exponente li > 0 es la multiplicidad de pi en la factorización y u = ±1. En
este caṕıtulo estudiaremos una clase de dominios conmutativos, llamados dominios de facto-
rización única o factoriales, en los cuales vale una generalización directa de esta propiedad.
Nuestro objetivo principal será probar que los anillos de polinomios sobre dominios factoriales
son factoriales, el cual es un célebre teorema de Gauss. Las definiciones y propiedades básicas
tienen sentido para monoides conmutativos y cancelativos, y las establecemos en ese contexto.

1. Monoides factoriales

Fijemos un monoide conmutativo S. Recordemos que un elemento s de S es una unidad si
es inversible, y que el conjunto S× de las unidades de S es un grupo. Dados elementos s y t de
S, decimos que s divide a t o que es un divisor de t y que t es divisible por s, y escribimos s | t,
si existe c ∈ S tal que sc = t. Por ejemplo 1 | s para todo s ∈ S. La relación de divisibilidad es
reflexiva y transitiva y, por lo tanto, define una estructura de preorden parcial en S. Decimos
también que dos elementos s y t de S son asociados, y escribimos s ∼ t, si

s | t y t | s.

Es evidente que ∼ es un relación de equivalencia y que el cociente S/∼ es un conjunto
parcialmente ordenado v́ıa el orden inducido por la relación de divisibilidad en S.

Observación 1.1. Para casa s ∈ S vale lo siguiente:

s ∈ S× ⇐⇒ s | 1⇐⇒ s ∼ 1⇐⇒ s | t para todo t ∈ S.

Observación 1.2. Si s ∼ t y s ∈ S×, entonces t ∈ S×.
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1 Monoides factoriales Dominios de factorización única

Observación 1.3. Supongamos que S es cancelativo. En este caso si s, t ∈ S y s | t,
entonces el elemento c ∈ S tal que cs = t es único, y es llamado el cociente de t por s. A este
elemento c se lo suele denotar con t/s o t

s . Afirmamos que s y t son asociados si y sólo existe
una unidad u de S tal que t = su. En efecto, es claro que si u existe, entonces s | t y t | s.
Rećıprocamente, si s y t son asociados, entonces hay elementos u, v ∈ S tales que t = su y
s = tv. Por consiguiente

tvu = su = t,

de lo cual se sigue que vu = 1, debido a que S es cancelativo.

Un máximo divisor común de dos elementos s y t de S es cualquier elemento c ∈ S que
satisface:

- c | s y c | t,
- si d | s y d | t, entonces d | c,

y un mı́nimo múltiplo común de s y t es cualquier elemento e ∈ S que satisface:

- s | e y t | e,
- si s | f y t | f , entonces e | f .

En principio no hay ningún motivo por el cual dos elementos s y t de S deban tener un
máximo divisor común, pero si tienen uno c, entonces por la misma definición es evidente que
un elemento d ∈ S es un máximo divisor común de s y t si y sólo si es asociado a c. Lo mismo
es cierto para los mı́nimos múltiplos comunes de s y t. Por otro lado es evidente también que
si d es un máximo divisor común de s y t, entonces también es un máximo divisor común de
cualquer par de elementos s′ y t′ tales que s′ ∼ s y t′ ∼ t.

Vamos a denotar con mdc(s, t) a cualquier máximo divisor común de s y t. Similarmente
vamos a denotar con mmc(s, t) a cualquier mı́nimo múltiplo común de s y t. Si 1 es un máximo
divisor común de s y t decimos que s y t son coprimos.

Observación 1.4. Vale lo siguiente:

s | t⇐⇒ s = mdc(s, t)⇐⇒ t = mmc(s, t).

Por ejemplo 1 = mdc(1, t) y t = mmc(1, t) para todo t ∈ S.

Proposición 1.5. En cada monoide cancelativo S vale lo siguiente:

1. Si d es un máximo divisor común de s y t, entonces s/d y t/d son coprimos.

2. Si d es un máximo divisor común de s y t y si cs y ct tienen máximo divisor común,
entonces cd es un máximo divisor común de cs y ct.

3. Si s y t tienen un mı́nimo múltiplo común m, entonces tienen un máximo divisor
común d. Además dm y st son asociados.

4. Si cada par de elementos de S tiene un máximo divisor común, entonces cada par de
elementos de S tiene un mı́nimo múltiplo común.

Demostración. 1) Denotemos con s′ y t′ a s/d y t/d respectivamente, y supongamos
que c divide a s′ y a t′. Entonces cd divide a s y a t y, por lo tanto, cd | d. Simplificando d
obtenemos que c | 1.

2) Denotemos con e a un máximo divisor común de cs y ct. Como cd | cs y cd | ct, sabemos
que cd | e, de modo que existe u ∈ S tal que e = cdu. Esto implica que cdu divide a cs y a ct,
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de lo que se sigue que du divide a s y a t y, aśı, du | d. En consecuencia u es una unidad y,
por lo tanto, cd y e son asociados.

3) Como s | st y t | st existe d tal que st = dm. Claramente d | s y d | t. Supongamos que
c | s y c | t, de manera que existen s′ y t′ tales que cs′ = s y ct′ = t. Como s | cs′t′ y t | cs′t′
sabemos que m | cs′t′ y aśı existe z tal que mz = cs′t′. Por lo tanto dm = st = cs′ct′ = mzc,
lo que implica que d = zc y, en consecuencia, c | d.

4) Debemos ver que todo par de números s y t tiene un mı́nimo múltiplo común. Consideremos
primero el caso en que s y t son coprimos. Afirmamos que st es un mı́nimo múltiplo común
de s y t o, en otras palabras, que si s | m y t | m, entonces st | m. Escribamos m = sx = ty.
Como mdc(s, y) | s y mdc(t, x) | t podemos escribir también s = mdc(s, y)y′ y t = mdc(t, x)x′.
Dado que

x′mdc(t, x) mdc(s, y) = tmdc(s, y)

∼ mdc(ts, ty)

∼ mdc(ts,m)

∼ mdc(ts, sx)

∼ smdc(t, x)

∼ y′mdc(s, y) mdc(t, x),

sabemos que x′ ∼ y′. En consecuencia x′ es una unidad (pues s y t son coprimos). Por lo
tanto t | mdc(t, x), lo que implica que

st | smdc(t, x) | sx = m,

como queremos. Consideremos ahora el caso general. Denotemos con d a un máximo divisor
común de s y t y escribamos s = ds′ y t = dt′. Por el item 1) los números s′ y t′ son coprimos.
Tomemos m tal que s | m y t | m (lo que implica que d | m). Es evidente que s′ | m′ y t′ | m′,
donde m′ es tal que m = dm′. Por lo que ya hemos probado, s′t′ | m′ y, aśı, ds′t′ | dm′ = m.
Como s | ds′t′ y t | ds′t′, es claro que ds′t es un mı́nimo múltiplo común de s y t. �

Un elemento p ∈ S \S× es irreducible si todos sus divisores son unidades o asociados a él,
y es primo si cada vez que divide a un producto, divide a uno de los factores. Dicho de otro
modo, p es irreducible si

s | p⇒ s ∈ S× o s ∼ p,

y es primo si

p | st⇒ p | s o p | t.

Notemos que si p ∼ q y p es irreducible o primo, entonces q también lo es.

Observación 1.6. Si s es irreducible y s - t, entonces s y t son coprimos.

Observación 1.7. Si S es cancelativo, entonces p ∈ S \ S× es irreducible si y sólo si de
p = st se sigue que s ∈ S× o t ∈ S×. En efecto, es evidente que de esta condición se sigue que
p es irreducible (incluso cuando S no es cancelativo). Supongamos ahora que p es irreducible
y que p = st. Si s es asociado a p, entonces t es una unidad debido a la Observación 1.3.

Proposición 1.8. Si S es cancelativo, entonces todo elemento primo p ∈ S es irreducible.
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Demostración. Supongamos que s | p y escribamos p = st. Como p es primo, p | s o
p | t. Es claro que el primer caso p ∼ s. Supongamos entonces que p | t y escribamos t = vp.
Como S es cancelativo, la igualdad

p = st = svp,

implica que sv = 1 y aśı, s es una unidad de S. �

Un monoide conmutativo y cancelativo S es semifactorial si para todo s ∈ S existen una
unidad u e irreducibles p1, . . . , pm tales que

(52) s = up1 · · · pm
Una escritura de s como (52) es llamada una factorización de s como producto de irreducibles.
Notemos que m = 0 si y sólo s es inversible, y que si m > 0, entonces se puede tomar u = 1.
Decimos que S es factorial si es semifactorial y la escritura de cada s ∈ S como producto de
irreducibes es única en el siguiente sentido: Si

s = up1 · · · pm = vq1 · · · qn,
con u, v ∈ S× y p1, . . . , pm, q1, . . . , qn irreducibles, entonces m = n y existe σ ∈ Sm tal que
pi ∼ qσi para todo i.

Por la Proposición 1.8 sabemos que en un monoide cancelativo los elementos primos son
irreducibles. El siguiente teorema muestra, en particular, que en los monoides factoriales vale
la rećıproca.

Teorema 1.9. Para cada monoide conmutativo y cancelativo S son equivalentes:

1. S es factorial.

2. S es semifactorial y todo elemento irreducible p ∈ S es primo.

3. Cada s ∈ S se factoriza como un producto

s = up1 · · · pn,
donde u es una unidad y p1, . . . , pn son primos.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es claro que S es semifactorial. Veamos que cada elemento
irreducible p ∈ S es primo. Supongamos que p | st y st = px. Entonces combinando p con
una factorización de x se obtiene una de st, y combinando una de s con una de t, se obtiene
otra. Como la factorización de st es única salvo asociados, esto implica que p | s o p | t
2) ⇒ 3) Es trivial.

3) ⇒ 1) Consideremos otra factorización

s = vq1 · · · qm
de s en producto de una unidad v e irreducibles q1, . . . , qm. Si n = 0, entonces s es inversible.
Por lo tanto m = 0 y v = u. Supongamos ahora que n > 0 y que cada factorización es única
salvo asociados siempre que n ≤ n0 y que n = n0 + 1. Como pn es primo, debe dividir a v
o a unos de los qi’s. Pero es imposible que pn divida a v, porque seŕıa una unidad. Podemos
asumir sin pérdida de generalidad que pn | qi. Puesto que qm es irreducible y pn no es una
unidad, qm ∼ pn. En consecuencia existe w ∈ S× tal que

wq1 · · · qm−1 = p1 · · · pn−1.

Ahora la demostración se termina inmediatamente usando la hipótesis inductiva. �
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Consideremos un monoide conmutativo S. Una sucesión

s1, s2, s3, . . . ,

de elementos de S es estacionaria si existe n0 ∈ N tal que si ∼ sn0 para todo i ≥ n0. Una
cadena de divisores sucesivos de S es una sucesión

s1, s2, s3, . . . ,

de elementos de S tal que si+1 | si para todo i. Es evidente que si S es factorial, entonces
toda cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria. Nuestro próximo objetivo es verificar
que esta condición implica que S es semifactorial. Esto es, que es intermedia entre la de ser
semifactorial y factorial. Para ello comenzamos estableciendo un lema.

Lema 1.10. Si toda cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria, entonces cada
s ∈ S que no es una unidad es divisible por un elemento irreducible de S.

Demostración. Supongamos que la tesis es falsa para un s. Entonces se obtiene una
sucesión no estacionaria

s1, s2, s3, . . . ,

de divisores sucesivos de S, tomando s1 = s y si+1 como un divisor de si no inversible ni
asociado a si. �

Proposición 1.11. Supongamos que S es un monoide conmutativo y cancelativo. Si toda
cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria, entonces S es semifactorial.

Demostración. Supongamos que s0 ∈ S \S× no es producto de irreducibles. Afirmamos
que existen s1, . . . , sn, . . . , p1, . . . , pn, . . . . ∈ S, con los pi’s irreducibles, tales que si = pi+1si+1

para todo i ≥ 0. En efecto supongamos hemos obtenido s1, . . . , sn, p1, . . . , pn ∈ S como quere-
mos. Entonces s0 = p1p2 · · · pnsn, por lo que, debido a la hipótesis, sn /∈ S×. En consecuencia,
por el Lema 1.10, existen pn+1, sn+1 ∈ S con pn+1 irreducible, tales que sn = pn+1sn+1. Se
comprueba fácilmente ahora que la cadena de divisores sucesivos

s1, s2, s3, s4, . . .

no es estacionaria. �

Observación 1.12. Supongamos que S es un monoide abeliano y que existe una función
µ : S → N0 tal que s | t implica µ(s) ≤ µ(t) y tal que s | t y t - s implica µ(s) < µ(t). Entonces
toda cadena de divisores sucesivos de S es estacionaria y µ(s) = mı́n{µ(s) : s ∈ S} si y sólo
si s es una unidad de S.

Una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles de S (módulo
asociados), es cualquier subconjunto P de S, tal que para cada irreducible q de S hay un único
p ∈ P asociado a q. Por ejemplo, los primos positivos son una familia de representantes de las
clases de equivalencia de los irreducibles de Z \ {0} y los polinomios mónicos de grado 1 son
una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles de C[X] \ {0}.
Tales familias existen siempre, aunque es raro que se pueda elegir una en forma canónica,
como en los ejemplos anteriores. De todos modos, en el resto de la sección consideramos
fijada una, que además supondremos totalmente ordenada. Es evidente que S es factorial si
cada elemento s ∈ S se escribe de manera única como un producto

(53) s = upm1
1 · · · p

mn
m ,
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con u ∈ S×, p1 < · · · < pn en P y m1, . . . ,mn ∈ N. Los elementos p1, . . . , pn son los factores
irreducibles de s, y para cada i entre 1 y m, el número mi es la multiplicidad o el exponente
de pi en s. Decimos que p ∈ P tiene multiplicidad 0 en s si no es un factor irreducible de s.
Adoptada esta convención, podemos reescribir (53) en la forma

s = u(s)
∏
p∈P

pmp(s),

donde u(s) es una unidad y mp(s) es la multiplicidad de p en s.

En un monoide factorial S, cada par de elementos tiene máximo divisor común y mı́nimo
múltiplo común. En efecto, para cada s, t ∈ S, los elementos

(s : t) :=
∏
p∈P

pmı́n(mp(s),mp(t)) y [s : t] :=
∏
p∈P

pmáx(mp(s),mp(t)),

donde mı́n(mp(s),mp(t)) denota al mı́nimo de mp(s) y mp(t) y máx(mp(s),mp(t)) al máximo,
son un máximo divisor común y mı́nimo múltiplo común de s y t, respectivamente. Este
resultado es una generalización directa del método para encontrar el máximo divisor común
y el mı́nimo múltiplo común de dos números factorizados en primos, enseñado en la escuela
primaria. Notemos que

st ∼ (s : t)[s : t],

lo cual se sigue también del item 3) de la Proposición 1.5.

Observación 1.13. En cada monoide factorial vale lo siguiente:

1. Si s | tu y s es coprimo con u, entonces s | t.
2. Si s | u, t | u y s y t son coprimos, entonces st | u.

2. Dominios de factorización única

Consideremos el monoide multiplicativo de un anillo conmutativo A. Es evidente que a | 0
para todo a ∈ A y que 0 | a implica que a = 0. En particular 0 es irreducible si y sólo si A es
un cuerpo. Además vale lo siguiente:

1. si a | b y a | c entonces a | rb+ sc para todo r, s ∈ A,

2. si a = bq + c entonces los divisores comunes de a y b coinciden con los de b y c,

3. Un elemento p ∈ A es primo si y sólo si el ideal 〈p〉 lo es (ver la Observación 8.1),

4. 0 es primo si y sólo si A es un dominio (ver la Proposición 8.2 del Caṕıtulo 5).

5. Si 0 = mdc(a, b), entonces a = b = 0.

6. Si d | a, d | b y existen r, s ∈ A tales que d = ra+ sb, entonces d = mdc(a, b).

A una expresión d = ra+ sb como en el item 5) se la denomina identidad de Bezout.

Proposición 2.1. Consideremos elementos a, b y c en un anillo comutativo A.

1. Si a | c, b | c y existe una identidad de Bezout 1 = ra+ sb, entonces ab | c.
2. Si a | bc y existe una identidad de Bezout 1 = ra+ sb, entonces a | c.
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Demostración. 1) Escribamos m = ac = bd. Entonces

m = ram+ sbm = rabd+ sbac = ab(rd+ sc),

y aśı ab | m.

2) Si d ∈ A satisface ad = bc, entonces

c = rac+ sbc = rac+ sad = a(rc+ sd),

y aśı a | c. �

Proposición 2.2. Supongamos que A es un dominio conmutativo y tomemos a, b ∈ A
con a 6= 0 o b 6= 0. Si d es un máximo divisor común de a y b y existe una identidad de Bezout
d = ra+ sb, entonces ab/d es un mı́nimo múltiplo común de a y b.

Demostración. Escribamos a = da′ y b = db′. Es claro que ab/d = ab′ = a′b y aśı, a
y b dividen a ab/d. Supongamos ahora que a | m y b | m. Debemos ver que ab′ divide a m.
Notemos que d | m pues d | a y a | m, y escribamos, m = dm′. Como a | m y b | m sabemos
que a′ | m′ y b′ | m′. Además de

d = ra+ sb = ra′d+ sb′d = (ra′ + sb′)d,

se sigue que 1 = ra′+ sb′. Por lo tanto, debido a la Proposición 2.1(1), el producto a′b′ divide
a m′ y, en consecuencia, ab′ | m, como queremos. �

Observación 2.3. Consideremos un anillo conmutativo arbitrario A y tomemos a, b ∈A.
Supongamos que el ideal 〈a, b〉 es principal y escribamos 〈d〉 = 〈a, b〉. Entonces

d | a, d | b y d = ra+ sb con r, s ∈ A.

Por lo tanto, debido al item 6 del comienzo de esta subsección, d = gcd(a, b). Similarmente
si 〈a〉 ∩ 〈b〉 es principal y 〈m〉 = 〈a〉 ∩ 〈b〉, entonces m = mmc(a, b).

Es evidente que un anillo conmutativo A es un dominio si y sólo si A\{0} es un submoniode
del monoide multiplicativo de A y que en este caso un elemento p no nulo de A es irreducible
o primo en A \ {0} si y sólo si lo es en A.

Un dominio conmutativo A es semifactorial si A \ {0} es un monoide semifactorial, y es
factorial o de factorización única, si A \ {0} es un monoide factorial. Ya sabemos que si este
es el caso, entonces cada par de elementos no nulos a, b ∈ A tiene máximo divisor común y
mı́nimo múltiplo común. En realidad, estos operadores están definidos para todo a y b. Por
ejemplo, cuando b = 0 el primero da a y el segundo 0.

Proposición 2.4. Para cada elemento p 6= 0 de un dominio principal A son equivalentes:

1. 〈p〉 es maximal,

2. p es primo,

3. p es irreducible.

Demostración. 1) ⇒ 2). Por el Corolario 8.3 del Caṕıtulo 5.

2) ⇒ 3). Por la Proposición 1.8.

3) ⇒ 1). Si 〈p〉 no fuera maximal, entonces existiŕıa q ∈ A tal que 〈p〉 ( 〈q〉 ( A, lo que
claramente implica que q | p pero q no es unidad ni asociado a p. �

Teorema 2.5. Todo dominio principal es factorial.
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Demostración. Por el Teorema 1.9 y las Proposiciones 1.11 y 2.4 y será suficiente probar
que toda cadena

s1, s2, s3, . . . ,

de divisores sucesivos de A \ {0} es estacionaria. Veamos que esto es aśı. Dado que

〈s1〉 ⊆ 〈s2〉 ⊆ 〈s3〉 ⊆ · · ·
la unión

⋃
i∈N〈si〉 es un ideal. Como A es un dominio principal existe s ∈ A \ {0} tal que⋃

i∈N
〈si〉 = 〈s〉.

Por lo tanto si s ∈ 〈sn〉,
〈s〉 = 〈sn〉 = 〈sn+1〉 = 〈sn+2〉 = · · ·

y, en consecuencia, sn | sn+i para todo i ∈ N. �

Observación 2.6. Supongamos que d ∈ Z no es un cuadrado y consideremos el dominio

A := Z[
√
d] o A := Z[

√
d]. Vimos en las Proposiciones 11.1 y 11.6 que z ∈ A es inversible

si y sólo N(z) = ±1. Notemos ahora que si z = xy con x e y no inversibles, entonces de
N(z) = N(x) N(y) se sigue que N(z) no es primo en Z. Por lo tanto, si N(z) es primo en Z,
entonces z es irreducible en A. No vale la rećıproca, ya que por lo que acabamos de ver si N(z)
no es unidad y no hay ningún x ∈ A tal que N(x) | N(z) y N(x) /∈ {±1, ±N(z)}, entonces z
es irreducible en A. Por ejemplo 3 es irreducible en Z[

√
−1] a pesar de que N(3) = 9, pues la

igualdad
a2 + b2 = N(a+ b

√
−1]) = 3

es imposible. Similarmente 2, 3, 1+
√
−5 y 1−

√
−5 son irreducibles en Z[

√
−5], pues N(2) = 4,

N(3) = 9, N(1 +
√
−5) = N(1−

√
−5) = 6 y la condición

a2 + 5b2 = N(a+ b
√
−5]) ∈ {±2, ±3}

no se satisface nunca. Notemos además que ninguno de estos elementos divide a ninguno de
los otros (por ejemplo 1 +

√
−5 - 2 ya que N(1 +

√
−5) - N(2) en Z y 1 +

√
−5 - 1−

√
−5 pues

ambos tienen la misma norma pero no son asociados). La igualdad

2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5),

muestra ahora que ninguno de los elementos 2, 3, 1 +
√
−5 y 1 −

√
−5 es primo. En conse-

cuencia Z[
√
−5] no es un dominio de factorización única. Afirmamos que 2 y 1 +

√
−5 son

coprimos. En efecto, si d es un divisor común de 2 y 1 +
√
−5, entonces

N(d) | mdc
(
N(2),N(1 +

√
−5)

)
= mdc(4, 6) = 2.

Como vimos arriba, de esto se sigue que N(d) ∈ {±1} y, por lo tanto, x es inversible. Veamos
ahora que 2 y 1 +

√
−5 no tienen un mı́nimo múltiplo común. Supongamos que

m = mmc
(
2, 1 +

√
−5
)
.

Entonces 4 = N(2) | N(m) y 6 = N(1 +
√
−5) | N(m) por lo que 12 | N(m). Por otra parte,

como 6 y 2(1 +
√
−5) son múltiplos comunes de 2 y 1 +

√
−5, el número m los divide. Por lo

tanto
N(m) | mdc

(
N(6),N(2 + 2

√
−5)

)
= mdc (36, 24) = 12.

Aśı N(m) = 12. Pero esto es imposible, pues la ecuación

a2 + 5b2 = N(a+ b
√
−5) = 12
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no tiene solución. Notemos finalmente que, debido a la Proposición 2.2, no hay ninguna
igualdad de Bezout, para 2 y 1 +

√
−5.

Observación 2.7. Supongamos que d ∈ Z no es un cuadrado. Tanto en Z[
√
d] como en

Z[
√
d], un elemento x es irreducible o primo, si y sólo si su conjugado lo es.

2.1. Factorización única en Z[i]

Por el Teorema 12.8 del Caṕıtulo 5, el Teorema 2.5 y el Ejemplo 12.10 del Caṕıtulo 5,
sabemos que Z[i] es un dominio de factorización única. En esta subsección vamos a estudiar
en detalle lo primos de Z[i] y a caracterizar los enteros que son suma de dos cuadrados.

Proposición 2.8. Si el grupo de unidades de un dominio conmutativo A es finito, en-
tonces el producto de sus unidades es −1.

Demostración. En A× agrupamos cada elemento u con su inverso u−1. Es evidente que
{1, 1−1} = {1} y {−1,−1−1} = {−1}. Además como A es un dominio

u2 = 1⇐⇒ (u− 1)(u+ 1) = 0⇐⇒ u = ±1,

y, por lo tanto para cada u ∈ A× \ {1,−1}, el conjunto {u, u−1} tiene dos elementos. Por lo
tanto, al multiplicar los elementos de A× cada u ∈ A× \ {1,−1} se cancela con u−1 (lo que
no ocurre con u = ±1) y, aśı, el producto de las unidades de A da −1. �

Corolario 2.9 (Wilson). Para cada entero primo positivo p, el producto de los elemento
no nulos de Z/pZ da −1.

Teorema 2.10 (Fermat-Gauss). Para cada primo positivo p de Z son equivalentes:

1. p es suma de dos cuadrados en Z.

2. p = 2 o p ≡ 1 (mód 4),

3. −1 es un cuadrado en Z/pZ,

4. p no es primo en Z[i].

Demostración. 1) ⇒ 2) Como 02 = 22 = 0 (mód 4) y 12 = 32 = 1 (mód 4) una suma
de dos cuadrados no puede ser congruente a 3 módulo 4. Dado que si p es impar, entonces es
congruente a 1 o 3 modúlo 4, necesariamente el item 2) vale.

2) ⇒ 3) Si p = 2, entonces −1 = 1 = 12 en Z/pZ. Supongamos ahora que p ≡ 1 (mód 4) y
escribamos p = 4t+ 1. Por el Corolario 2.9, en Z/pZ,

−1 = (p− 1)!

= (4t)!

= 1 · 2 · · · (2t− 1) · (2t) · (2t+ 1) · (2t+ 2) · · · (4t− 1) · (4t)
= 1 · 2 · · · (2t− 1) · (2t) · (−(2t))(−(2t− 1)) · · · − 2 · −1

= (−1)2t((2t)!)2

= ((2t)!)2,

3) ⇒ 4) Si a2 ≡ −1 (mód 4), entonces p | a2 + 1 = (a+ i)(a− i). Como es evidente que p no
divide ni a a+ i ni a a− i en Z[i], resulta que p no es primo en Z[i].
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4)⇒ 1) Como Z[i] es un dominio de factorización única, p no es irreducible. En consecuencia
existen x, y ∈ Z[i] no unidades, tales que p = xy. Aśı,

p2 = N(p) = N(x) N(y).

Además dado que x e y no son unidades en Z[i], necesariamente N(x) = N(y) = p. Por lo
tanto si x = a+ bi, entonces p = N(x) = a2 + b2. �

Observación 2.11. Tomemos un primo positivo p ∈ Z que no es congruente a 3 módulo 4.
Por la proposición anterior existen a, b ∈ Z tales que p = a2 + b2. Vale lo siguiente:

1. Salvo el orden y el signo de a y b esta expresión es única. En efecto si p = c2 + d2,
entonces

p = (a+ bi)(a− bi) = (c+ di)(c− di)
y como N(a + bi) = N(a − bi) = N(c + di) = N(c + di) = p, estos factores son
todos irreducibles. En consecuecia, debido a la unicidad de la factorización de p como
producto de primos de Z[i], necesariamente c + di es asociado a a + bi o a a − bi y,
por lo tanto, es uno de

a+ bi, −a− bi, −b+ ai, b− ai, a− bi, −a+ bi, b+ ai, −b− ai,
de donde se sigue lo enunciado.

2. Como p es primo, a 6= 0 6= b y mdc(a, b) = 1. En efecto, la primera afirmación es
obvia y la segunda se sigue de que si d = mdc(a, b) y escribimos a = dα y b = dβ,
entonces p = d(α2 + β2), lo cual implica que d = 1 ya que α2 + β2 > 1.

3. Si p ≡ 1 (mód 4) y p = a2 + b2 entonces a y b tienen distinta paridad (pues de lo
contrario 2 | p).

Teorema 2.12. Un entero de Gauss z es irreducible si y sólo si es de una de las siguientes
formas

1. z ∈ {±p,±pi} con p un entero positivo primo tal que p ≡ 3 (mód 4).

2. z = a+ bi con a2 + b2 primo en Z. En este caso a2 + b2 = 2 o a2 + b2 ≡ 1 (mód 4).

Demostración. Los elementos de tipo 1) son irreducibles por el Teorema 2.10 y los de
tipo 2) lo son porque tienen como norma un número primo. Nuevamente por el Teorema 2.10,
en este caso, a2 + b2 = 2 o a2 + b2 ≡ 1 (mód 4). Veamos que estos son todos los irreducibles
de Z[i]. Tomemos un irreducible z = a+ bi ∈ Z[i]. Si a = 0 o b = 0, entonces z es asociado a
un entero positivo que obviamente debe ser irreducible en Z[i] y que aśı, por el Teorema 2.10,
debe ser del tipo 1). En otro caso z z = a2 + b2 es una factorización de a2 + b2 en Z[i]
como producto de irreducibles. Veamos que z es del tipo 2). Es decir que a2 + b2 es un
primo de Z. Factorizemos a2 + b2 en Z como un producto, a2 + b2 = p1 · · · pr, de primos
positivos. Dado que z ∈ Z[i] es primo, z | pi para algún i. Escribamos pi = zx. Entonces
p2
i = N(pi) = N(z) N(x) = (a2 + b2) N(x). Pero a2 + b2 > 1 y x no puede ser una unidad, pues
z /∈ Z ∪Zi y pi ∈ Z. Por lo tanto N(x) = pi = a2 + b2 y, aśı, a2 + b2 es un primo de Z. �

2.1.1. Números positivos que son sumas de dos cuadrados

Teorema 2.13 (Fermat). Un entero positivo es suma de dos cuadrados si y sólo si los
primos congruentes a 3 módulo 4, que aparecen en su factorización (como producto de primos
positivos de Z), lo hacen a una potencia par.
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Demostración. Consideremos la factorización de n como producto de primos positivos
de Z. Si los primos congruentes a 3 módulo 4, que aparecen en esta factorización, lo hacen a
una potencia par, podemos agruparlos y obtenemos que n = m2p1 · · · pr, con los pj primos de
Z que no son congruentes a 3 módulo 4. Por el Teorema 2.10 cada uno de estos pj se escribe
en la forma pj = a2

j + b2j = N(zj), donde zj := aj + bji y, aśı,

n = N(m)N(z1) · · ·N(zr) = N(mz1 · · · zr),
que claramente es una suma de dos cuadrados. Supongamos ahora que n = a2 + b2 = N(z) y
factorizemos z := a+ bi en Z[i], como un producto de irreducibles z = p1 · · · prz1 · · · zs, donde
los pi son de tipo 1) y los zi son de tipo 2). Entonces

n = N(z) = p2
1 · · · p2

r N(z1) · · ·N(zs),

lo que termina la demostración, ya que los pi están en Z y los N(zj) son primos de Z, que no
son congruentes a 3 módulo 4. �

2.1.2. Ternas pitagóricas

Una terna (a, b, c) de enteros positivos tales que a2 + b2 = c2 se llama terna pitagórica.
Los enteros a y b son los catetos de la terna y c es su hipotenusa. La terna es primitiva si
sus catetos son coprimos y b es par. Por ejemplo (3, 4, 5) y (5, 12, 13) son ternas pitagóricas
primitivas.

Observación 2.14. Al menos uno de los catetos de cada terna pitagórica es par. En
efecto si a y b son impares y c2 = a2 + b2, entonces c2 ≡ 2 (mód 4), lo que es imposible.

Proposición 2.15. Toda terna pitagórica se obtiene a partir de una primitiva multipli-
cando cada componente de esta por el mismo entero positivo y, si es necesario, cambiando el
orden de sus catetos.

Demostración. Supongamos que (a, b, c) es una terna pitagórica y denotemos con d
al máximo divisor común de a y b. Como c2 = a2 + b2, necesariamenta d | c. Claramente
(a/d, b/d, c/d) es una terna pitagórica con catetos coprimos y, por la observación anterior,
uno (y sólo uno) de ellos es par. Cambiando el orden de los catetos si es necesario, obtenemos
la terna primitiva del enunciado. �

Teorema 2.16. Si r > s > 0 son enteros coprimos de distinta paridad, entonces

(r2 − s2, 2rs, r2 + s2)

es una terna pitagórica primitiva. Además toda terna pitagórica primitiva es de esta forma.

Demostración. Es evidente que una terna de la forma (r2−s2, 2rs, r2+s2) con r > s > 0
es pitagórica, que el segundo de sus catetos es par y que el primero es impar si y sólo si r y
s no tienen la misma paridad. Supongamos ahora que estamos en este caso y que un primo p
divide a r2 − s2 y a 2rs. Entonces p es impar (pues r2 − s2 lo es) y, aśı, de p | 2rs se sigue
que p | r o p | s. Pero como r y s son coprimos p no puede dividir a ambos a la vez y, en
consecuencia, p - r2 − s2, contradiciendo lo que hab́ıamos supuesto. Por lo tanto si r y s no
tienen la misma paridad, entonces la terna (r2 − s2, 2rs, r2 + s2) es primitiva. Veamos ahora
que toda terna pitagórica primitiva (a, b, c) tiene esta forma. Probemos primero que a+ bi y
a− bi son coprimos en Z[i]. Supongamos que no y tomemos un primo γ de Z[i] que divide a
a + bi y a − bi. Entonces γ también divide a su suma 2a y a su diferencia 2bi. Ahora, dado
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que a y b son coprimos en Z, existen r, s ∈ Z tales que 1 = ra+ sb. Aśı 2 = 2ar + 2as y, en
consecuencia, γ | 2 = −i(1 + i)2. Como −i ∈ Z[i]×, y γ y 1 + i son primos de Z[i], se sigue de
esto que γ es asociado a 1 + i. Por lo tanto 1 + i | a+ bi y aśı existen α y β en Z tales que

a+ bi = (1 + i)(α+ βi) = (α− β) + (α+ β)i.

Pero esto implica a ≡ b (mód 2), lo que es imposible ya que (a, b, c)| es una terna primitiva.
En consecuencia a+ bi y a− bi son coprimos en Z[i]. Como

(a+ bi)(a− bi) = a2 + b2 = c2,

de esto y de la unicidad de la factorización de c como producto de primos de Z[i], se sigue
que existen r, s ∈ Z tales que a+ bi es asociado a (r + si)2 = (r2 − s2) + 2rsi. Sustituyendo
r + si por su opuesto si hace falta, podemos suponer que r ≥ 0 y, de hecho, que r > 0 pues
si no a o b seŕıan cero. Los posibles casos son

a+ bi = ±[(r2 − s2) + 2rsi] y a+ bi = ±i[(r2 − s2) + 2rsi] = ±[2rs+ (s2 − r2)i].

Pero como a es impar, necesariamente se tiene una de las primeras. Aśı

a = r2 − s2 y b = 2rs o a = s2 − r2 y b = 2r(−s).
En el primer caso, r>s>0 (pues a > 0 y b > 0), mientras que, en el segundo caso, −s > r > 0
(nuevamente pues a > 0 y b > 0). Finalmente como a es impar, r y s no tienen la misma
paridad, y como a y b son coprimos, r y s también lo son. �

Observación 2.17. Es fácil ver que la aplicación

Γ: {(r, s) : r, s ∈ N y r > s} −→ {ternas pitagóricas primitivas},
dada por Γ(r, s) := (r2 − s2, 2rs, r2 + s2) es inversible y que

Γ−1(a, b, c) =

(√
a+ c

2
,

b√
2(a+ c)

)
=

(√
a+ c

2
,

√
c− a

2

)
.

2.1.3. El caso n = 4 del último teorema de Fermat

Vamos a probar el siguiente resultado del que claramente se deduce que el último teorema
de Fermat el cierto para n = 4.

Teorema 2.18. La ecuación X4 + Y 4 = Z2 no tiene soluciones positivas.

Demostración. Supongamos que el teorema es falso y tomemos una solución (a, b, c)
con c el mı́nimo posible. Denotemos con d al máximo divisor común de a y b. De c2 = a4 + b4

se sigue que d2 | c y (a/d, b/d, c/d2) es una solución de X4 + Y 4 = Z2. Aśı d = 1, debido a la
la minimalidad de c. En consecuencia (a2, b2, c) o (b2, a2, c) es una terna pitagórica primitiva.
Intercambiando a con b si es necesario podemos suponer que estamos en el primer caso. Por
el Teorema 2.16 existen r > s > 0 coprimos y de distinta paridad, tales que

(54) a2 = r2 − s2, b2 = 2rs y c = r2 + s2.

Considerando la primera ecuación módulo 4, obtenemos que r es impar y s es par. Además,
debido a la segunda igualdad todo divisor primo de s divide a b y, por lo tanto, s y a
son coprimos. En consecuencia (a, s, r) es una terna pitagórica primitiva y, por consiguiente,
existen enteros coprimos u > v > 0, tales que

(55) a = u2 − v2, s = 2uv y r = u2 + v2.
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Combinado la igualdades del medio de (54) y (55), obtenemos que b2 = 4ruv. Como

mdc(r, uv) = mdc(u, v) = 1,

se sigue de esto y de que u, v y r son positivos, que existen A, B y C positivos, tales que
u = A2, v = B2 y r = C2. Notemos ahora que, por la última igualdad de (55), la terna
(A,B,C) es una solución positiva de X4 + Y 4 = Z2. Como C =

√
r ≤ r2 < c y c es minimal,

esto es imposible. En consecuencia la ecuación X4+Y 4 = Z2 no tiene soluciones positivas. �

2.2. Factorización única en anillos de polinomios

Supongamos que k es un cuerpo. Como k[X] es euclideano, se sigue del Teorema 12.8 del
Caṕıtulo 5, que es principal. En consecuencia, por la Proposicion 2.4 un polinomio no nulo de
k[X] es irreducible si y sólo si es primo, mientras que por el Teorema 2.5, el dominio k[X] es
de factorización única. En esta subsección vamos a probar que un dominio conmmutativo A es
de factorización única si y sólo si A[X] lo es. Comenzaremos con una observación elemental.

Observación 2.19. Si A es un dominio conmutativo, entonces todo polinomio P ∈ A[X]
que divide a una constante no nula, tiene grado cero. Usando esto es muy fácil ver que
A[X]× = A× y que una constante no nula ni inversible p ∈ A, es irreducible en A si y sólo si
lo es en A[X]. Por el Corolario 8.10 del Caṕıtulo 5 lo mismo vale reemplazando “irreducible”
por “primo” (aunque para esto no se necesita que A sea un dominio).

Lema 2.20. Para cada dominio de factorización única A y cada p ∈ A \ {0} son equiva-
lentes:

1. p es irreducible en A.

2. p es primo en A.

3. p es irreducible en A[X].

4. p es primo en A[X].

Demostración. Por la observación anterior 1) ⇔ 3) y 2) ⇔ 4). Aśı, para terminar la
demostración basta observar que, por la Proposicion 1.8 y el Teorema 1.9, los items 1) y 2)
son equivalentes. �

Supongamos que A es un dominio de factorización única y denotemos con ψ : A\{0} → N

a la función que a cada a ∈ A \ {0} le asigna la cantidad de irreducibles de su factorización
contados con su multiplicidad. Notemos que ψ(ab) = ψ(a) + ψ(b) y que ψ(a) = 0 si y sólo si
a ∈ A×.

Lema 2.21. Si A es un dominio de factorización única y a ∈ A\{0} y P,Q,R ∈ A[X] son
tales que aP = QR, entonces existen Q1, R1 ∈ A[X] tales que Q1 | Q, R1 | R, gr(Q1) = gr(Q),
gr(R1) = gr(R) y P = Q1R1.

Demostración. Supongamos que el lema es falso y tomemos un contraejemplo aP = QR
con ψ(a) lo mı́nimo posible. Necesariamente ψ(a) > 0, pues en caso contrario a ∈ A× y
podemos tomar Q1 := a−1Q y R1 := R. Aśı existe un primo p ∈ A no nulo tal que p | a. Dado
que por la observación anterior p es primo en A[X], sabemos que p | Q o p | R. Podemos
suponer por simetŕıa que p | Q. Escribamos Q = pQ y a = pa. Simplificando p en la igualdad
aP = QR obtenemos aP = QR. Pero como ψ(a) = ψ(a) − 1, esto se contradice con la
minimalidad de ψ(a). Por lo tanto el lema es necesariamente cierto. �
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Lema 2.22. Supongamos que A es un dominio de factorización única y denotemos con K
al cuerpo de fracciones de A. Si P ∈ A[X] \A es irreducible en A[X], entonces también lo es
en K[X].

Demostración. Supongamos que P no es irreducible en K[X], de modo que existen
Q,R ∈ K[X] tales que

P = QR, gr(Q) > 0 y gr(R) > 0.

Escribamos los coeficientes de Q y R como cocientes de elementos que A y denotemos con a y
b a múltiplos comunes no nulos de los denominadores de los coeficientes de Q y R respectiva-
mente. Claramente Q := aQ y R := bR están en A[X]. Aplicando el Lema 2.21 a la igualdad
abP = QR obtenemos Q1 y R1 en A[X] tales que

P = Q1R1, gr(Q1) = gr(Q) y gr(R1) = gr(R) > 0,

lo que muestra que P no es irreducible en A[X]. �

A continuación extendemos la función ψ definida arriba del Lema 2.21. Concretamente
suponemos que A es un dominio de factorización única y denotamos con ψ : A[X] \ {0} → N

a la función que a cada P ∈ A[X] \ {0} le asigna gr(P ) + ψ(a), donde a es el coeficiente
principal de P . Notemos que ψ(PQ) = ψ(P ) + ψ(Q) y que ψ(P ) = 0 si y sólo si P ∈ A[X]×.

Teorema 2.23. A es un dominio de factorización única si y sólo si A[X] lo es.

Demostración. Supongamos primero que A[X] es un dominio de factorización única.
Por el Teorema 1.9 cada a ∈ A \ {0} se escribe como un producto

a = up1 · · · pn,

donde u ∈ A[X]× = A× y p1, . . . , pn son primos de A[X]. Claramente los grados de estos
elementos son cero y, por la Observación 2.19, los pi’s son elementos primos de A. Por lo
tanto A es factorial. Supongamos ahora que A es un dominio de factorización única y veamos
que A[X] también lo es. Probemos primero que cada polinomio no nulo con coeficientes en A
se escribe como un producto de polinomios irreducibles. Supongamos que esto es falso y
tomemos P ∈ A[X] \ {0} que no se escribe como un producto de polinomios irreducibles con
ψ(P ) el mı́nimo posible. Como P no es irreducible existen Q y R en K[X] tales que

P = QR, ψ(Q) > 0 y ψ(R) > 0.

Dado que ψ(Q) < ψ(P ) y ψ(R) < ψ(P ) se sigue de la definición de P que, tanto Q como R,
se escriben como productos de polinomios irreducibles y aśı, pegando estas factorizaciones,
obtenemos una factorización de P como producto de polinomios irreducibles. Como esto
contradice la definición de P necesariamente todo polinomio no nulo de A[X] se escribe como
un producto de polinomios irreducibles. Por el Teorema 1.9, para terminar la demostración
será suficiente probar que todo polinomio irreducible P de A[X] es primo. Por el Lema 2.20
podemos suponer que gr(P ) > 0. Tomemos ahora Q,R ∈ A[X] tales que P | QR. Por el
Lemma 2.22 y los comentarios hechos al comienzo de esta subsección, P es primo en K[X] y,
en consecuencia, P | Q o P | R en K[X]. Por simetŕıa podemos suponer que existe S ∈ K[X]
tal que SP = Q. Para terminar la demostración será suficiente ver que S ∈ A[X]. Para ello,
bastará ver que si a ∈ A \ {0} es tal que aS ∈ A[X] con ψ(a) el mı́nimo posible, entonces
ψ(a) = 0. Supongamos que ψ(a) > 0 y escribamos a = pb con p primo. Como

P, aS ∈ A[X], p | aQ = (aS)P y p - P (pues P es irreducible y gr(P ) > 0),
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se sigue del Lema 2.20, que p | aS en A[X]. Aśı existe S1 ∈ A[X] tal que pS1 = aS = pbS.
Simplificando p en esta igualdad obtenemos bS = S1 ∈ A[X]. Como ψ(b) = ψ(a) − 1, esto
contradice la definición de a. Por lo tanto necesariamente ψ(a) = 0. �

Supongamos que A es un dominio de factorización única. Un polinomio P ∈ A[X] es
primitivo si el máximo divisor común de sus coeficientes es 1. En otras palabras si no existe
ningún primo p ∈ A tal que p | P . Notemos que el conjunto de los polinomios primitivos es
cerrado por productos. En efecto si un primo p de A divide a un producto PQ de polinomios,
entonces p | P o p | Q (pues por la Observación 2.19 sabemos que p es primo como elemento
de A[X]). También vale rećıprca, es decir que si PQ es primitivo, entonces P y Q también lo
son (pues si p | P entonces claramente p | PQ). Por último si P ∈ A[X] \ {0} es arbitrario y
a es un máximo divisor común de los coeficientes de P , entonces P = aP1, donde P1 es un
polinomio primitivo (que resulta de dividir todos los coeficientes de P por a. A continuación
describimos los polinomios irreducibles de A[X]).

Proposición 2.24. Supongamos que A es un dominio de factorización única y denotemos
con K a su cuerpo de fracciones. Para cada polinomio no constante P ∈ A[X], las condiciones
siguientes son equivalentes:

1. P es irreducible en A[X].

2. P es primitivo e irreducible en K[X].

3. P es primitivo y si P = QR con Q,R ∈ K[X], entonces gr(Q) = 0 o gr(R) = 0.

4. P es primitivo y si P = QR con Q,R ∈ A[X], entonces gr(Q) = 0 o gr(R) = 0.

Demostración. 1) ⇒ 2) Como gr(P )> 0 y P es irreducible, es evidente que P es pri-
mitivo. Por el Lemma 2.22 ya sabemos que P es irreducible en K[X].

2) ⇒ 3) Esto es evidente pues las unidades de K[X] son constantes.

3) ⇒ 4) Esto es trivial.

4) ⇒ 1) Pues como P es primitivo sus divisores de grado cero son inversibles. �

Dados un anillos conmutativos A y B y un morfismo de anillos f : A → B, denotaremos
con Θf : A[X]→ B[X] al morfismo de anillos definido por

Θf (anX
n + · · ·+ a0) = f(an)Xn + · · ·+ f(a0).

A veces para estudiar las factorizaciones de un polinomio P ∈ A[X] es util considerar un mor-
fismo de anillos f : A → B y analizar las factorizaciones de Θf (P ) en B[X]. Esto se debe al
hecho de que si P = QR es una factorización de P en A[X], entonces Θf (P ) = Θf (Q)Θf (R)
es una factorización de Θf (P ) en B[X]. A continuación aplicaremos este método para ver que
X4 + 4X+ 1 ∈ Z[X] es irreducible. Para ello usaremos la aplicación canónica π : Z→ Z/3Z.
Como P no tiene ráıces en Z una factorización no trivial en Z[X] debeŕıa ser escencialmente
de la forma X4 + 4X + 1 = QR con gr(Q) = gr(R) = 2, lo que daŕıa lugar a la factorización
similar θΠ(X4 + 4X + 1) = θΠ(Q)θΠ(R) en (Z/3Z)[X]. Pero esto es imposible, ya que

θΠ(X4 + 4X + 1) = X4 +X + 1 = (X + 2)(X3 +X2 +X + 2),

con el factor de grado 3 irreducible (porque no tiene ráıces).

A continuación usamos este método para establecer tres criterios, que dan condiciones
suficiente para que un polinimio P = anXn + · · ·+ a0, de grado n > 0, con coeficientes en un
dominio de factorización única A, sea irreducible.
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Proposición 2.25 (Eisenstein). Si P es primitivo y existe un irreducible p no nulo en A
tal que p | ai para todo 0 ≤ i < n y p2 - a0, entonces P es irreducible.

Demostración. Supongamos que P no es irreducible y que P = QR es una factorización
no trivial de P . Consideremos el morfismo canónico π : A→ A/pA. Entonces

π(an)Xn = θΠ(P ) = θΠ(Q)θΠ(R)

es una factorización no trivial de π(an)Xn. Por lo tanto los términos independientes de Q y
R son divisibles por p y, aśı, p2 | a0. En consecuencia P es irreducible. �

Observación 2.26. Usualmente se agrega la hipótesis de que p - an a las condiciones de
la proposición anterior. Sin embargo esto es automático, ya que, como P es primitivo y p | ai
para todo 0 ≤ i < n, necesariamente p - an.

Proposición 2.27. Si P es primitivo y existe un irreducible p no nulo en A tal que p | ai
para todo 0 < i ≤ n y p2 - an, entonces P es irreducible.

Demostración. Supongamos que P no es irreducible y Tomemos una factorización no
trivial P = QR de P . Consideremos el morfismo canónico π : A→ A/pA. Entonces

π(a0) = θΠ(P ) = θΠ(Q)θΠ(R)

es una factorización no trivial de π(a0). Por lo tanto los términos principales de Q y R son
divisibles por p y, aśı, p2 | an. En consecuencia P es irreducible. �

Observación 2.28. Usualmente se agrega la hipótesis de que p - a0 a las condiciones la
proposición anterior. Sin embargo esto es automático, ya que, como P es primitivo y p | ai
para todo 0 < i ≤ n, necesariamente p - a0.

En la proposición que sigue k es un cuerpo y f : A→ k es un morfismo de anillos.

Proposición 2.29. Si P es primitivo, θf (P ) es irreducible en k[X] y gr(θf (P )) = gr(P ),
entonces P es irreducible.

Demostración. Por la proposición 2.24 basta ver que si P = QR con Q,R ∈ A[X],
entonces gr(Q) = 0 o gr(R) = 0. Denotemos con a, b y c a los coeficientes principales de
P , Q y R, respectivamente. Entonces a = bc /∈ Ker(f) y por lo tanto b, c /∈ Ker(f), por lo
que gr(Q) = gr(θf (Q)) y gr(R) = gr(θf (R)). Ahora como θf (P ) es irreducible en k[X], de
θf (P ) = θf (Q)θf (R) se sigue que gr(Q) = gr(θf (Q)) = 0 o gr(R) = gr(θf (R)) = 0, lo que
termina la demostración. �
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa elemental de módulos

1. Módulos

Una acción a izquierda de un anillo A sobre un grupo abeliano M es una aplicación
(a,m) 7→ a ·m, de A×M en M , que satisface:

1. 1 ·m = m para todo m ∈M ,

2. a · (m+ n) = a ·m+ a · n para todo a ∈ A y m,n ∈M ,

3. (a+ b) ·m = a ·m+ b ·m para todo a, b ∈ A y m ∈M ,

4. a · (b ·m) = (ab) ·m para todo a, b ∈ A y m ∈M .

La primera igualdad dice que la acción es unitaria, las dos siguientes que es distributiva y la
última que es asociativa. De ahora en más escribiremos ab ·m en lugar de (ab) ·m.

Un A-módulo a izquierda o módulo a izquierda sobre A es un grupo abeliano M provisto
de una acción a izquierda de A sobre M .

La terminoloǵıa “acción a izquierda” y “A-módulo a izquierda” utilizada, sugiere que hay
versiones a derecha de estos conceptos, y sólo tiene sentido si estas verdaderamente existen.
Como es de esperarse, este es el caso.

Dados un anillo A y un grupo abeliano M , una acción a derecha de A sobre M es una
aplicación (m, a) 7→ m · a, de M ×A en M , que satisface:

1. m · 1 = m para todo m ∈M ,

2. (m+ n) · a = m · a+ n · a para todo a ∈ A y m,n ∈M ,

3. m · (a+ b) = m · a+m · b para todo a, b ∈ A y m ∈M ,

4. (m · a) · b = m · (ab) para todo a, b ∈ A y m ∈M .

Un A-módulo a derecha o módulo a derecha sobre A es un grupo abeliano M provisto de
una acción a derecha de A sobre M . Es evidente que una acción a derecha de A sobre un grupo
abeliano es simplemente una acción a izquierda de Aop sobre el mismo grupo, y que un A-
módulo a derecha no es otra cosa que un Aop-módulo a izquierda, de modo que las dos teoŕıas
son equivalentes. Debido a esto sólo consideraremos módulos a izquierda, dejando al lector
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la tarea de trasladar los resultados al contexto de módulos a derecha. Consecuentemente, a
partir de ahora cuando hablemos de un A-módulo o módulo sobre A nos estaremos refiriendo
a un módulo a izquierda, y llamaremos acciones a las acciones a izquierda.

Ejercicio 1.1. Pruebe que

a · 0 = 0 ·m = 0 y (−a) ·m = a · (−m) = −a ·m,
para todo a ∈ A y m ∈M .

Consideremos un grupo abeliano M . Para cada acción de un anillo A sobre M y cada
a ∈ A, la función ρ(a) : M →M definida por ρ(a)(m) := a ·m, es un endomorfismo de M , y
la aplicación

A
ρ // End(M)

a � // ρ(a)

es un morfismo de anillos. Rećıprocamente, si ρ : A → End(M) es un morfismo de anillos,
entonces la fórmula a ·m := ρ(a)(m) define una acción de A sobre M . Estas construcciones
son inversa una de la otra (si se empieza con una acción y se construyen sucesivamente el
morfismo y la acción asociados, se recupera la acción original, y similarmente si se comienza
con un morfismo). Aśı, dotar a un grupo abeliano M de una estructura de A-módulo es lo
mismo que dar un morfismo de anillos de A en End(M).

Ejemplo 1.2. El A-módulo nulo es el grupo 0 provisto de la única acción a izquierda de
A sobre él.

Ejemplo 1.3. Cada anillo A es un A-módulo bajo la acción regular a izquierda, dada por
la multiplicación. Cuando consideremos a A como módulo v́ıa esta acción lo denotaremos AA.

Ejemplo 1.4. Un módulo sobre un cuerpo k es un k-espacio vectorial.

Ejemplo 1.5. Por el Ejemplo 4.2 del Caṕıtulo 5, para cada grupo abeliano M hay un
único morfismo de anillos ι : Z → End(M). Debido a esto las teoŕıas de Z-módulos y de
grupos abelianos coinciden. Es fácil ver que

n ·m =



m+ · · ·+m︸ ︷︷ ︸
n veces

si n > 0,

0 si n = 0,

(−m) + · · ·+ (−m)︸ ︷︷ ︸
−n veces

si n < 0.

Ejemplo 1.6. Supongamos que ϕ : A → B es un morfismo de anillos. Entonces cada
B-módulo M es un A-módulo v́ıa a ·m := ϕ(a) ·M . A veces denotaremos a este A-módulo
con Mϕ. En general, pero especialmente cuando A es un subanillo de B y ϕ es la inclusión
canónica, diremos que Mϕ es obtenido a partir de M por restricción de escalares.

Ejemplo 1.7. Por el ejemplo anterior si M es un módulo sobre el anillo k[X] de polino-
mios en una variable con coeficientes en un cuerpo k, entonces M es un k-espacio vectorial.
Además dado que para todo m,n ∈M y λ ∈ k,

X · (m+ n) = X ·m+X · n y X · (λ ·m) = (Xλ) ·m = (λX) ·m = λ · (X ·m),

la función f : M → M , definida por f(m) := X ·m es un endomorfismo de k-espacios vec-
toriales. Supongamos ahora que M es un k-espacio vectorial provisto de un endomorfismo de
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k-espacios vectoriales f : M → M . Entonces la acción de k sobre M se extiende de manera
única a una acción de k[X] sobre M tal que X ·m = f(m) para todo m ∈ M . Estas cons-
trucciones son inversa una de la otra. Aśı, tener un k[X]-módulo es “lo mismo” que tener un
k-espacio vectorial con un endomorfismo distinguido. Una forma alternativa de probar esto es
recordar que proveer de una estructura de k[X]-módulo a un grupo abeliano M es equivalente
a dar un morfismo de anillos de k[X] en End(M), y utilizar la propiedad universal del anillo
de polinomios (Observación 14.10).

Ejemplo 1.8. Razonando como en el ejemplo anterior se puede ver que un Z[i]-módulo no
es otra cosa que un grupo abeliano M provisto de un endomorfismo f : M→M que satisface
f2 = − id.

Ejemplo 1.9. Consideremos el anillo k[S], de un monoide S con coeficientes en un cuer-
po k. Si M es un k[S]-módulo, entonces

- M es un k-espacio vectorial,

- Para cada s∈S la función ρ(s) : M → N , definida por ρ(s)(m) := s ·m es un endo-
morfismo de k-espacios vectoriales,

- La función

S
ρ // Endk(M)

s � // ρ(s)

es un morfismo de monoides.

Rećıprocamente, dados un k-módulo M y un morfismo de monoides ρ : S → Endk(M),
la acción de k sobre M se extiende de manera única a una acción de k[S] sobre M , tal que
s ·m = ρ(s)(m) para todo s ∈ S y m ∈M .

Observación 1.10. Una representación de un grupo G sobre un k-espacio vectorial M es
un morfismo de grupos ρ : G→ Autk(M). Si en el ejemplo anterior S es un grupo, entonces
ρ(s) es un automorfismo para cada s ∈ S. Usando esto se ve inmediatamente que si S es un
grupo, entonces un k[S]-módulo es un k-espacio vectorial M provisto de una representación
de S sobre M .

Un A-módulo M es fiel si para todo a ∈ A \ {0} existe m ∈ M tal que a · m 6= 0 o,
equivalentemente, si el morfismo de anillos asociado ρ : A→ End(M) es inyectivo. Si M no es
fiel e I = ker ρ, entonces M deviene un A/I-módulo fiel v́ıa la acción inducida [a] ·m = a ·m.
Por ejemplo, Z6 ×Z9 no es un Z-módulo fiel. El núcleo del morfismo ρ : Z → End(Z6 ×Z9)
asociado es 18Z. La acción inducida de Z18 sobre Z6×Z9 es fiel. A ker ρ se lo llama también
el anulador de M y se lo denota An(M).

2. Submódulos

Un subconjunto N de un A-módulo M es un submódulo de M si es cerrado para la suma
y a ·m ∈ N para todo a ∈ A y m ∈ N . Por ejemplo 0 y M son submódulos de M . Estos son
los llamados submódulos triviales. Un submódulo de M es propio si es distinto de M . Como el
conjunto de los submódulos de M es cerrado bajo intersecciones, para cada S ⊆M existe un
mı́nimo submódulo AS de M que contiene a S, llamado el submódulo de M generado por S,
el cual es precisamente la intersección de todos los submódulos de M que contienen a S. Una
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notación alternativa bastante usual para AS es 〈S〉. Es evidente que AS es el conjunto de las
sumas finitas de elementos de la forma a ·m, con a ∈ A y m ∈ S. Dado m ∈M escribiremos
Am en lugar de A{m}. Además, cuando S = {s1, . . . , sn} escribimos 〈s1, . . . , sn〉 en lugar
de 〈{s1, . . . , sn}〉. Decimos que S genera a M o que es un conjunto de generadores de M si
AS = M . Un módulo M es finitamente generado si existe un conjunto finito S de M tal que
M = AS, y es ćıclico si existe m ∈M tal que M = Am.

La suma
∑

j∈JMj , de una familia arbitraria de submódulos (Mj)j∈J de M , es el submódu-

lo de M generado por la unión
⋃
j∈JMj de los miembros de (Mj)j∈J . Es fácil ver que

∑
j∈J

Mj =

∑
j∈J

mj : mj ∈Mj y (mj)j∈J tiene soporte finito

 .

Un A-módulo M es suma de una familia (Mj)j∈J de submódulos si
∑

j∈JMj = M .

Proposición 2.1. Para cada A-módulo M son equivalentes:

1. M es finitamente generado.

2. Cada familia de submódulos de M cuya suma es M tiene una subfamila finita cuya
suma también es M .

3. M pertenece a cada familia de submódulos de M que es cerrada bajo sumas finitas y
cuya suma es M .

Demostración. 1) ⇒ 2) Supongamos que M = A{x1, . . . , xn} y que (Mi)i∈I es una
familia de submódulos de M cuya suma es M . Para cada 1 ≤ j ≤ n existe un subconjunto
finito Ij de I tal que xj ∈

∑
i∈Ij Mi y aśı M =

∑
i∈I′Mi, donde I ′ = I1 ∪ · · · ∪ In.

2) ⇒ 3) Esto es claro.

3) ⇒ 1) Apĺıquese el item 3) a la familia formada por los submódulos finitamente generados
de M . �

Un conjunto de generadores S de M es minimal si ningún subconjunto propio de S genera
a M . Todo conjunto finito de generadores de M contiene uno que es minimal, como puede
comprobarse fácilmente. Existen módulos que no tienen conjuntos de generadores minimales.
Un ejemplo es el grupo aditivo Q.

Proposición 2.2. Si un módulo M es finitamente generado, entonces todo conjunto de
generadores de M contiene un subconjunto finito que también genera a M (en particular
todos los conjuntos minimales de generadores de M son finitos). Si no lo es, entonces todos
los conjuntos minimales de generadores de M (suponiendo que haya alguno) tienen el mismo
cardinal.

Demostración. Tomemos conjuntos de generadores S y T de M . Para cada t ∈ T
existe un subconjunto finito St de S, tal que t ∈ ASt. Como T genera M , el subconjunto
S′ =

⋃
t∈T St de S también lo hace. La primera afirmación se sigue inmediatamente de este

hecho tomando T finito. Supongamos ahora que S es minimal y que T es infinito. Entonces
S = S′ y de la igualdad S =

⋃
t∈T St se sigue que |S| ≤ |T |. En consecuencia, si T también es

mininal, entonces por simetŕıa |S| = |T |. �
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Un módulo finitamente generado puede tener conjuntos minimales de generadores de
distinto cardinal. Por ejemplo si a y 1 − a son elementos no inversibles a izquierda de A,
entonces tanto {1} como {a, 1− a} son conjuntos minimales de generadores de AA.

Para terminar, consideremos algunos de los ejemplos mencionados en la sección anterior,
y veamos cuales son los submódulos. Los de un k-espacio vectorial son los subespacios vecto-
riales; los de un Z-módulo, los subgrupos; los de un k[X]-módulo, los subespacios vectoriales
estables bajo la acción de X; los de un k[S]-módulo, los subespacios vectoriales cerrados bajo
la acción de S; y los de AA, los ideales a izquierda.

3. Morfismos de módulos

Un morfismo de A-módulos f : M → N es una terna (M,f,N), donde f es un morfismo
del grupo abeliano subyacente de M en el de N , que satisface

f(a ·m) = a · f(m) para todo a ∈ A y m ∈M .

El A-módulo M es el dominio de f : M → N y N es el codominio.
Por ejemplo, la identidad idM : M → M y, más generalmente, la inclusión canónica

i : N →M de un submódulo N de M en M , es un morfismo. También lo es la composi-
ción g ◦ f : M → L, definida en forma evidente, de dos morfismos f : M → N y g : N → L.
Los morfismos de A-módulos son llamados también aplicaciones A-lineales.

Muchas de las propiedades básicas de los morfismos de A-módulos son análogas a las
establecidas para los de monoides, grupos y anillos. Las definiciones de endomorfismo, iso-
morfismo, automorfismo, monomorfismo, epimorfismo, sección y retracción son las mismas.
Sigue siendo cierto que un morfismo es un isomorfismo si y sólo si es biyectivo. Mantenemos
la notación M 'M ′ para señalar que los A-módulos M y M ′ son isomorfos. Es fácil ver que
los monomorfismos, epimorfismos, secciones y retracciones son cerrados bajo composición,
que toda retracción es sobreyectiva, toda sección es inyectiva, todo morfismo inyectivo es un
monomorfismo, y todo morfismo sobreyectivo es un epimorfismo. También que un morfismo
f : M →M ′ es un isomorfismo si y sólo si es una sección y un epimorfismo, y que esto ocurre
si y sólo si es una retracción y un monomorfismo.

Todo monomorfismo f : M → M ′ es inyectivo. En efecto, si f(m) = f(m′), entonces
f ◦ g = f ◦ g′, donde g, g′ : AA→M son los morfismos definidos por

g(a) = a ·m y g′(a) = a ·m′ para todo a ∈ A.

Por lo tanto g = g′ y entonces m = m′. También es cierto que los epimorfismos son sobre-
yectivos, pero no podemos probarlo todav́ıa, por lo que dejamos la demostración para más
adelante.

Los ejemplos dados en la Sección 11 del Capitulo 1 muestran que cuando A = Z hay
monomorfismos que no son secciones y epimorfismos que no son retracciones.

Tal como para monoides, grupos y anillos, dados morfismos f : M → N y g : N → L,

1. Si g ◦ f es una sección o un monomorfismo, entonces también lo es f .

2. Si g ◦ f es una retracción o un epimorfismo, entonces también lo es g.

Los śımbolos HomA(M,M ′), IsoA(M,M ′), EndA(M) y AutA(M) denotan respectivamen-
te a los conjuntos de morfismos de A-módulos de M en M ′, isomorfismos de M en M ′,
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endomorfismos de M y automorfismos de M . Es inmediato que EndA(M) es un monoide (cu-
yo elemento neutro es la función identidad) v́ıa la composición y que AutA(M) es su grupo
de unidades.

Como veremos enseguida, los morfismos de A-módulos tienen una estructura mucho más
rica que los de monoides, grupos y anillos. En particular, EndA(M) tiene una estructura
natural de anillo.

3.1. Estructuras en el conjunto de los morfismos de un módulo en otro

Para cada par de A-módulos a izquierda M y N , el conjunto HomA(M,N) es un grupo
abeliano v́ıa (f + g)(m) := f(m) + g(m). El neutro es el morfismo nulo 0MN : M → N ,
que env́ıa cada elemento de M en 0, y el opuesto de un morfismo f : M → N , es la función
−f : M → N que env́ıa cada m ∈M en −f(m). La composición es distributiva con respecto
a la suma y en particular EndA(M) es un anillo cuyo neutro es idM . Notemos que de la
distributividad de la composición con respecto a la suma se sigue también que las aplicaciones

v∗ : HomA(M,N)→ HomA(M,N ′) y u∗ : HomA(M,N)→ HomA(M ′, N),

definidas para cada par de morfismos de A-módulos, v : N → N ′ y u : M ′ →M , por

v∗(f) :=v ◦ f y u∗(f) :=f ◦ u
respectivamente, son morfismos de grupos abelianos. Las correspondencias v 7→ v∗ y u 7→ u∗

tienen la siguientes propiedades:

1. id∗ = id.

2. (v′ ◦ v)∗ = v′∗ ◦ v∗ para cada par de morfismos v : N → N ′ y v′ : N ′ → N ′′.

3. (v′ + v)∗ = v′∗ + v∗ para cada par de morfismos v, v′ : N → N ′.

4. id∗ = id.

5. (u ◦ u′)∗ = u′∗ ◦ u∗ para cada par de morfismos u : M ′ →M y u′ : M ′′ →M ′.

6. (u′ + u)∗ = u′∗ + u∗, para cada par de morfismos u, u′ : M ′ →M .

Nota 3.1. En general HomA(M,N) no es un A-módulo, pero siempre es un módulo sobre
el centro de A v́ıa (a · f)(a′) := a · f(a′). Con esta definición los morfismos v∗ y u∗ resultan
ser ZA-lineales.

Observación 3.2. Para cada A-módulo M , el grupo HomA(A,M) es un A-módulo v́ıa
la acción definida por (a · f)(a′) := f(a′a). Además la función

(56) M // HomA(A,M)

m � // fm

,

donde fm es la aplicación A-lineal dada por fm(a) := a ·m, es un isomorfismo de módulos.
Su inversa es la función que cada morfismo f : A → M le asigna su valor en 1. Además,
si φ : M → N es A-lineal, entonces también lo es φ∗ : HomA(A,M) → HomA(A,N), y el
diagrama

M
φ //

��

N

��
HomA(A,M)

φ∗ // HomA(A,N)
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conmuta.
Cuando M=A tiene sentido preguntarse si la aplicación dada en (56) es un isomorfismo

de anillos. Un cálculo sencillo muestra que fab=fb ◦ fa, de manera que si lo es, pero de Aop

en EndA(A).

4. Núcleo e imagen

El núcleo ker f de un morfismo de A-módulos f : M → M ′ es la preimagen de 0 por f .
Es evidente que ker f es un submódulo de M e Im f un submódulo de M ′. Más aún, no es
dif́ıcil comprobar que la imagen de un submódulo N de M es un submódulo de M ′, y que la
preimagen de un submódulo N ′ de M ′ es un submódulo de M .

Es obvio que la inclusión canónica ι : ker f → M tiene las siguientes propiedades, la
segunda de la cuales es llamada la propiedad universal del núcleo:

- f ◦ ι = 0ker f,M ,

- Para cada morfismo de A-módulos g : N → M que satisface f ◦ g = 0NM ′ , existe un
único morfismo de A-módulos g′ : N → ker f tal que el diagrama

N

g′

��

g // M
f // M ′

ker f

ι

<<yyyyyyyy

conmuta.

Proposición 4.1. Si f : M →M ′ es un morfismo de A-módulos, entonces dos elementos
m,n ∈M tienen la misma imagen bajo f si y sólo si m+ ker f = n+ ker f .

Demostración. Por la Proposición 12.2 del Caṕıtulo 1. �

Corolario 4.2. Un morfismo f de A-módulos es inyectivo si y sólo si ker f = 0.

5. Cociente de módulos

Fijados un anillo A, un A-módulo M y un subgrupo N de M , consideremos el grupo
cociente M/N fde M por N . Recordemos que la proyección canónica π : M → M/N es un
morfismo de grupos. Afirmamos que hay una acción de A en M/N tal que M/N es un A-
módulo y π es un morfismo de A-módulos si y sólo si N es un submódulo de M . Para que π
respete la acción, forzosamente la acción de A sobre M/N debe estar dada por

(57) a · [m] = [a ·m].

Aśı, si esta definición es correcta, entonces

a ∈ A y m ∈ N ⇒ a · [m] = a · [0] = [a · 0] = [0]⇒ a ·m ∈ N,

y, por lo tanto, N es un submódulo de M . Rećıprocamente, si este es el caso, entonces para
todo m ∈M y todo m′ ∈ N ,

a · [m+m′] = [a · (m+m′)] = [a ·m+ a ·m′] = [a ·m],
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de modo que la definición (57) es correcta. Las igualdades

1 · [m] = [1 ·m] = [m],

aa′ · [m] = [aa′ ·m] = [a · (a′ ·m)] = a · [a′ ·m] = a · (a′ · [m]),

a·([m]+[m′]) = a·[m+m′]) = [a·(m+m′)] = [a·m+a·m′] = [a·m]+[a·m′] = a·[m]+a·[m′]

y

(a+a′)·[m] = ([(a+a′)·m] = [(a+a′)·m] = [a·m+a′ ·m] = [a·m]+[a′ ·m] = a·[m]+a·[m′],

muestran queM/N es un A-módulo. Es evidente que kerπ = N , lo cual muestra, en particular,
que todo submódulo de M es el núcleo de un morfismo.

La proyección canónica π : M → M/N tiene la siguiente propiedad, llamada propiedad
universal del cociente:

- Si f : M →M ′ es un morfismo de A-módulos cuyo núcleo incluye a N , entonces existe
un único morfismo de A-módulos f : M/N →M ′ tal que el triángulo

M
f //

π

��

M ′

M/N
f

<<xxxxxxxxx

conmuta.

Para comprobarlo basta observar que, por la propiedad universal del cociente de grupos, dado
un morfismo de grupos abelianos f : M → M ′ con N ⊆ ker f , existe un único morfismo de
grupos abelianos f : M/N →M ′ tal que f ◦ π = f , y notar que, si f es A-lineal, entonces

a · f([m]) = a · [f(m)] = [a · f(m)] = [f(a ·m)] = f([a ·m]) = f(a · [m]).

Es fácil ver que ker f = ker f/N e Im f = Im f (de hecho, esto es una consecuencia inmediata
de que ambas propiedades son ciertas en la teoŕıa de grupos).

El resto de la sección estará dedicado a establecer algunos resultados que son consecuencias
más o menos directa de la propiedad universal del cociente. Entre ellos, los teoremas de iso-
morfismo de Noether.

Teorema 5.1 (Primer teorema de isomorfismo). Toda función A-lineal f:M→M ′ induce
un isomorfismo f : M/ ker f → Im f .

Demostración. Es claro. �

Ejemplo 5.2. Supongamos que M = Am es ćıclico. Entonces el morfismo

A // M
a � // a ·m

,

es sobreyectivo y su núcleo es un ideal a izquierda I. Aśı, por el teorema anterior, M ' A/I.

Teorema 5.3 (Segundo teorema de isomorfismo). Si L ⊆ N son submódulos de un A-
módulo M , entonces N/L es un submódulo de M/L y M/N ' (M/L)/(N/L).

Demostración. Copie la prueba del Teorema 13.4 del Caṕıtulo 1. �
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Teorema 5.4 (Tercer teorema de isomorfismo). Si L y N son dos submódulos de un
A-módulo M , entonces L/L ∩N ' (N + L)/N .

Demostración. Copie la prueba del Teorema 13.5 del Caṕıtulo 1.. �

Consideremos un morfismo de A-módulos f : M →M ′ y submódulos N de M y N ′ de M ′.
Por la propiedad universal del cociente, si f(N) ⊆ N ′, entonces existe un único morfismo
f : M/N →M ′/N ′ tal que el cuadrado

M
f //

π

��

M ′

π′

��
M/N

f // M ′/N ′

,

donde π y π′ son las proyecciones canónicas, conmuta. De las fórmulas para el núcleo y la
imagen obtenidas al establecer la misma, se sigue de inmediato que

Im f = π′(Im f) y ker f = f−1(N ′)/N.

Proposición 5.5. La correspondencia establecida arriba tiene las siguientes propiedades:

1. Para todo submódulo N de M , el morfismo id : M/N →M/N es la identidad de M/N .

2. Consideremos morfismos de A-módulos f : M →M ′ y g : M ′ →M ′′ y submódulos N
de M , N ′ de M ′ y N ′′ de M ′′. Si f(N) ⊆ N ′ y g(N ′) ⊆ N ′′, entonces g(f(N)) ⊆ N ′′
y g ◦ f = g ◦ f .

Demostración. Por la unicidad de los morfismos id y g ◦ f , basta observar que el cua-
drado

M
id //

π

��

M

π

��
M/N

id // M/N

y el rectángulo exterior del diagrama

M
f //

π

��

M ′

π′

��

g // M ′′

π′′

��
M/N

f // M ′/N ′
g // M ′′/N ′′

conmutan. �

El conjunto SubN (M), de los submódulos de un A-móduloM que incluyen a un submódulo
dado N , es un reticulado completo v́ıa el orden dado por la inclusión. El ı́nfimo de una familia
(Mi)i∈I de submódulos de M es la intersección

⋂
i∈IMi, y el supremo es la suma

∑
i∈IMi.

Cuando N = 0 escribiremos Sub(M) en lugar de Sub0(M). En general este reticulado no es
distributivo, pero siempre es modular. En otras palabras, dados submódulos K, L y Q de M
tales que L ⊆ K,

K ∩ (L+Q) = L+K ∩Q.
Esto puede probarse argumentando como para el reticulado de ideales de un anillo.
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Teorema 5.6 (Teorema de la correspondencia). Si f : M → M ′ es un morfismo sobre-
yectivo de A-módulos, entonces las funciones

Subker f (M) // Sub(M ′)

N � // f(N)
y

Sub(M ′) // Subker f (M)

N ′ � // f−1(N ′)

son isomorfismos de reticulados, inversos uno del otro. Además L/N ' f(L)/f(N) para cada
L,N ∈ Subker f (M) con N ⊆ L.

Demostración. Es una consecuencia fácil del Teorema 13.11 del Caṕıtulo 1. Alternati-
vamente, se lo puede probar copiando la demostración de una parte de ese resultado. �

Definición 5.7. Un A-módulo M es simple si M 6= 0 y sus únicos submódulos son los
triviales.

Definición 5.8. Un submódulo N de un A-módulo M es maximal si es propio y no existe
ningún submódulo L de M tal que N ( L (M .

Corolario 5.9. Un submódulo N de un A-módulo M es maximal si y sólo si M/N es
simple.

Observación 5.10. Un A-módulo no nulo M es simple si y sólo si M = Am para todo
m ∈ M \ {0}. En particular todo A-módulo simple es ćıclico y, por lo tanto isomorfo a un
cociente de A por un ideal a izquierda que, por el corolario anterior, es maximal.

Proposición 5.11. Para cada A-módulo M y cada submódulo N de M vale que:

1. Si M es finitamente generado, entonces M/N también lo es.

2. Si N y M/N son finitamente generados, entonces M también lo es.

Demostración. El primer item es obvio, ya que las clases de un conjunto de generadores
de M forman un conjunto de generadores de M/N . Probemos que vale el segundo. Para ello
será suficiente verificar que si {n1, . . . , nr} genera N y m1, . . . ,ms son elementos de M \N ,
cuyas clases generan M/N , entonces {n1, . . . , nr,m1, . . . ,ms} genera M . Tomemos m ∈ M
arbitrario y escribamos

[m] = a1 · [m1] + · · ·+ as · [ms] con a1, . . . , as ∈ A.

Como m− a1 ·m1 − · · · − as ·ms ∈ N , existen b1, . . . , br ∈ A tales que

m− a1 ·m1 − · · · − as ·ms = b1 · n1 + · · ·+ br · nr,
lo cual termina la prueba. �

Proposición 5.12. Si N es un submódulo propio de un A-módulo M y M/N es finita-
mente generado, entonces M tiene un submódulo maximal que incluye a N . En particular,
todo A-módulo finitamente generado tiene submódulos maximales.

Demostración. Supongamos que las clases de m1, . . . ,mr ∈M en M/N generan M/N
y consideremos el conjunto P de los submódulos propios de M que contienen a N . Notemos
que P no es vaćıo pues N ∈ P. Por el lema de Zermelo podemos tomar una cadena maximal
(Ni)i∈I de elementos de P. Es evidente que ningún submódulo propio N de M puede contener
estrictamente a

⋃
Ni, ya que en ese caso, agregando N a la cadena (Ni)i∈I , obtendŕıamos

una cadena estrictamente más grande que (Ni)i∈I , de elementos de P. Por lo tanto el teore-
ma quedará probado si podemos ver que

⋃
Ni es propio. Pero esto es claramente aśı, pues
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si m1, . . . ,mr están en esta unión, entonces m1, . . . ,mr ∈ Ni para algún i ∈ I, lo que se
contradice con que Ni es propio, pues N + 〈m1, . . . ,mr〉 = M . �

Ejercicio 5.13. Pruebe que el Z-módulo Q no tiene submódulos maximales.

Nota 5.14. Por los comentarios hecos al comienzo de la sección 3 sabemos que un mor-
fismo es un monomorfismo si y sólo si es inyectivo y que todo morfismo sobreyectivo es un
epimorfismo. Ahora podemos comprobar fácilmente que vale la rećıproca de esta afirmación.
Supongamos que f : M → N no es sobreyectivo. Debemos ver que entonces no es un epimor-
fismo. Consideremos la aplicación canónica π : N → N/ Im f . Como π ◦ f = 0 y π 6= 0, es
evidente que f no es un epimorfismo.

6. Producto y coproducto directo

Ahora vamos a estudiar dos construcciones, el producto y el coproducto directo de módu-
los, las cuales son las maneras más simples de obtener nuevos módulos a partir de otros
(aunque su importancia se debe más a las propiedades universales que tienen que a este he-
cho). Comenzamos considerando la suma directa interna, que nos da la forma más sencilla en
que un módulo puede recuperase a partir de algunos de sus submódulos. Luego introducimos
las nociones de producto directo y de coproducto directo o suma directa externa, y estudiamos
algunas de sus propiedades y la relación que hay entre estas construcciones y la suma directa
interna.

6.1. Suma directa interna

Consideremos un A-módulo M y una familia (Mj)j∈J de submódulos de M . En general
la escritura de un elemento m ∈

∑
j∈JMj como una suma con soporte finito

(58) m =
∑
j∈J

mj ,

de elementos mj ∈ Mj , no es única. En particular, 0 puede tener escrituras no triviales (es
decir, con algún mj no nulo). Decimos que (Mj)j∈J está en suma directa, o que la suma
de los Mj es directa, y escribimos

⊕
j∈JMj en llugar de

∑
j∈JMj , si la escritura (58), de

cada elemento m∈
∑

j∈JMj , es única. Si M =
⊕

j∈JMj decimos también que M es la suma

directa interna de la familia de sus submódulos (Mj)j∈J . En este caso, para cada i ∈ J , las
aplicaciones

Mi
ιi // M

m � // m y
M

πi // Mi∑
j∈J mj

� // mi

son morfismos bien definidos de A-módulos, que satisfacen

πi ◦ ιj = δij y
∑
j∈J

ιj ◦ πj = id,

donde δij es la delta de Kronecker.

Teorema 6.1. Consideremos un A-módulo M y una familia (Mj)j∈J de submódulos de
M tal que M =

∑
j∈JMj. Por brevedad denotemos con Mı̂ a

∑
j∈J\{i}Mj. Son equivalentes:
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1. M es suma directa interna de (Mj)j∈J .

2.
⋂
i∈JMı̂ = 0.

3. Mi
⋂
Mı̂ = 0 para cada i ∈ J .

4. Mi
⋂∑

j<iMj = 0 para todo orden total de J y cada i ∈ J .

5. Existe un orden total de J tal que Mi
⋂∑

j<iMj = 0 para cada i ∈ J .

6. Si
∑

j∈J mj = 0, donde mj ∈ Mj para cada j y (mj)j∈J es una familia con soporte

finito, entonces mj = 0 para todo j (dicho de otra forma, la única escritura de 0 es
la trivial).

Demostración. 1) ⇒ 2) Es trivial.

2) ⇒ 3) Porque Mi ⊆
⋂
j 6=iM̂.

3) ⇒ 4) Esto es claro.

4) ⇒ 5) Pues todo conjunto puede ser bien ordenado y, en particular, totalmente ordenado.

5) ⇒ 6) Supongamos que 0 tiene una escritura no trivial

0 =
∑
j∈J

mj

Si i ∈ J es el máximo ı́ndice tal que mi 6= 0, entonces Mi
⋂∑

j<iMj 6= 0, lo que contradice

al item 5).

6) ⇒ 1) Si (mj)j∈J y (nj)j∈J son familias con soporte finito de elementos de M tales que∑
j∈J

mj =
∑
j∈J

nj

con mj , nj ∈Mj para todo j, entonces∑
j∈J

(nj −mj) = 0

y, por lo tanto, mj = nj para todo j. �

Supongamos que N es un submódulo de un A-módulo M . Decimos que N es un sumando
directo de M si existe un submódulo N ′ de M tal que M = N ⊕N ′. Usualmente este N ′ (que
es llamado un complemento de N en M) no es único. Sin embargo todos los complementos
N ′ de N en M son isomorfos, pues N ′ 'M/N .

Observación 6.2. Es evidente que una suma finita de submódulos finitamente generados
de un A-módulo M , es finitamente generada. Esto se aplica en particular a sumas directas.
Rećıprocamente, si una suma directa de A-módulos es finitamente generada, entonces tiene
soporte finito y, por la Proposición 5.11, cada uno de los sumandos es finitamente generado.

6.2. Producto directo

El producto cartesiano de una familia de A-módulos (Mj)j∈J es un A-módulo, llamado
producto directo de la familia (Mj)j∈J y denotado

∏
j∈JMj , v́ıa la suma coordenada a coorde-

nada y la acción diagonal a · (mj)j∈J = (a ·mj)j∈J . Esta suma y acción están definidas adrede
para que las proyecciones canónicas πj :

∏
i∈IMi → Mj sean morfismos de A-módulos. Es

claro que el grupo aditivo subyacente al módulo
∏
i∈IMi es el producto directo de los gru-

pos aditivos subyacentes a los Mi’s. Procediendo como en la Subsección 15.2 del Caṕıtulo 1,
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Teoŕıa elemental de módulos 6 Producto y coproducto directo

cuando no haya posibilidad de confusión escribiremos
∏
Mi en lugar de

∏
i∈IMi, y también

haremos muchas otras simplificaciones similares tanto en esta como en la próxima subsección.
Además, como es usual, escribiremos M1 × · · · ×Mn en lugar de

∏
i∈InMi.

El producto directo tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada familia (fi : M → Mi)i∈I de morfismos de A-módulos, existe un único
morfismo f : M →

∏
Mi tal que para cada j ∈ I el diagrama

M

f

��

fj

%%JJJJJJJJJJJJJJ

∏
Mi

πj // Mj

conmuta.

Claramente f(m) = (fi(m))i∈I y ker f =
⋂

ker(fi). Una manera equivalente de establecer la
propiedad universal de

∏
Mi es diciendo que, para cada A-módulo M , la correspondencia

HomA(M,
∏
Mi)

Ψ //
∏

HomA(M,Mi)

f � // (πi ◦ f)i∈I

es biyectiva. Es fácil ver que Ψ es un isomorfismo de ZA-módulos.

Observación 6.3. Consideremos submódulos M1, . . . ,Mn de un A-módulo M . Como en

el Teorema 6.1, escribamos Mı̂ := M1 + · · ·+ M̂i + · · ·+Mn. Por la propiedad universal del
producto, las proyecciones canónicas πı̂ : M →M/Mı̂ inducen un morfismo

M
π // M

M1̂

× · · · × M

Mn̂
,

cuyo núcleo es
⋂n
i=1Mı̂. Por la Observación 15.4 del Caṕıtulo 1, sabemos que π es sobreyectivo

si y sólo si M = M1 + · · ·+Mn.

Corolario 6.4. El morfismo π es bijectivo si y sólo si M es suma directa interna de los
submódulos M1, . . . ,Mn.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 6.1 y la Observación 6.3. �

Proposición 6.5. Para cada familia (fi:Mi→Ni)i∈I de morfismos de A-módulos, existe
un único morfismo ∏

fi :
∏

Mi →
∏

Ni

tal que los diagramas ∏
Mi

∏
fi //

πj

��

∏
Ni

πj

��
Mj

fj // Nj

conmutan.

Demostración. Se sigue de la propiedad universal de
∏
Ni. �
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Es fácil ver que∏
fi((mi)i∈I) = (fi(mi))i∈I , ker

(∏
fi

)
=
∏

ker(fi) e Im
(∏

fi

)
=
∏

Im(fi).

Observación 6.6. La correspondencia introducida en la Proposición 6.5 tiene las si-
guientes propiedades:

1.
∏

idMi = id∏
Mi

.

2. Para cada par (fi : Li →Mi)i∈I y (gi : Mi → Ni)i∈I , de morfismos de A-módulos,(∏
gi

)
◦
(∏

fi

)
=
∏

(gi ◦ fi).

Observación 6.7. Si Ni es un submódulo de Mi para cada i ∈ I, entonces las proyecciones
canónicas πi : Mi →Mi/Ni inducen un morfismo sobreyectivo∏

Mi

∏
πi //

∏ Mi
Ni
,

cuyo núcleo es
∏
Ni. Por consiguiente,∏

Mi∏
Ni
'
∏Mi

Ni
.

6.3. Coproducto directo

El coproducto directo o suma directa de una familia de A-módulos (Mi)i∈I , es el submódulo⊕
Mi de

∏
Mi, formado por todos los elementos con soporte finito. Esto es:⊕
Mi :=

{
(mi)i∈I ∈

∏
Mi : mi = 0 salvo para finitos ı́ndices i ∈ I

}
.

Dado un A-módulo M denotamos con M (I) a la suma directa de la familia (Mi)i∈I , donde
cada Mi es una copia de M .

Es obvio que el grupo aditivo subyacente al módulo
⊕
Mi es el producto directo res-

tringido de los grupos aditivos subyacentes a los Mi’s y es fácil comprobar que las inclusiones
canónicas ιj : Mj →

⊕
Mi son morfismos de A-módulos. Además, por los resultados de la

subsección 15.3 del Caṕıtulo 1, sabemos que

πi(ιi(m)) = m para todo i ∈ I y m ∈Mi,

que ∑
i∈I

ιi(πi(m)) = m para todo m ∈
⊕

Mi,

y que, para cada familia (fi : Mi →M)i∈I , de morfismos de grupos abelianos, existe un único
morfismo de grupos abelianos f :

⊕
Mi →M tal que para cada j ∈ I el diagrama

M

Mj

fj

99tttttttttttttt ιj //
⊕
Mi

f

OO

conmuta. Recordemos que f(m) =
∑
fj(πj(m)), donde πj :

⊕
Mi → Mj es la proyección

canónica. Un cálculo directo muestra que si M es un A-módulo y los fi’s son A-lineales,
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entonces f es un morfismo de A-módulos. Esto establece la propiedad universal de la suma
directa, la cual puede formularse también diciendo que para cada A-módulo M , la aplicación

Ψ: HomA

(⊕
Mi,M

)
→
∏

HomA(Mi,M),

definida por Ψ(ϕ) := (ϕ ◦ ιi)i∈I , es biyectiva. En realidad vale algo más fuerte, que Ψ es un
isomorfismo de ZA-módulos. Es obvio que

ker f =

{
(mi)i∈I ∈

⊕
Mi :

∑
i∈I

fi(mi) = 0

}
e Im f =

∑
Im fi.

Observación 6.8. Como caso particular de lo que vimos arriba obtenemos que, para cada
familia (Mi)i∈I de submódulos de un A-módulo M , la función ς :

⊕
Mi → M , definida por

ς((mi)i∈I) :=
∑

i∈I mi, es un morfismo de A-módulos,

ker ς =

{
(mi)i∈I ∈

⊕
Mi :

∑
i∈I

mi = 0

}
e Im ς =

∑
Mi.

Proposición 6.9. Para cada familia (Mi)i∈I , de submódulos de un A-módulo M , son
equivalentes:

1.
∑
Mi es suma directa interna de (Mi)i∈I .

2. El morfismo ς :
⊕
Mi →M , definido por ς

(
(mi)i∈I

)
:=
∑

i∈I mi, es inyectivo.

Demostración. Se lo comprueba inmediatamente. �

Notemos que esto dice que los Mi’s están en suma directa interna si y sólo si el morfismo
ς es inyectivo.

Proposición 6.10. Para cada familia (fi : Mi → Ni)i∈I , de morfismos de A-módulos,
existe un único morfismo ⊕

fi :
⊕

Mi →
⊕

Ni

tal que los diagramas

Mj

fj //

ιj

��

Nj

ιj

��⊕
Mi

⊕
fi //

⊕
Ni

conmutan.

Demostración. Se sigue de la propiedad universal de
⊕
Mi. �

Es fácil ver que(⊕
fi

)
((mi)i∈I)=(fi(mi))i∈I , ker

(⊕
fi

)
=
⊕

ker(fi) e Im
(⊕

fi

)
=
⊕

Im(fi).

Observación 6.11. La correspondencia introducida en la Proposición 6.10 tiene las si-
guientes propiedades:

1.
⊕

idMi = id⊕
Mi

.

201



6 Producto y coproducto directo Teoŕıa elemental de módulos

2. Para cada par (fi:Li→Mi)i∈I y (gi:Mi→Ni)i∈I , de familias de morfismos de A-mó-
dulos, (⊕

gi

)
◦
(⊕

fi

)
=
⊕

(gi ◦ fi).

Observación 6.12. Si Ni es un submódulo de Mi para cada i ∈ I, entonces las proyec-
ciones canónicas πi : Mi →Mi/Ni inducen un morfismo sobreyectivo⊕

Mi

⊕
πi //
⊕ Mi

Ni
,

cuyo núcleo es
⊕
Ni. Por consiguiente,⊕

Mi⊕
Ni
'
⊕Mi

Ni
.

6.4. Morfismos entre sumas directas finitas de A-módulos

Los resultados que daremos ahora son similares a los establecidos para grupos en la sub-
sección (6.4) del Caṕıtulo 1. En realidad son algo mejores, y esto se debe a que en cada
A-módulo la suma es conmutativa.

Para cada par M = (M1, . . . ,Mr) y M′ = (M ′1, . . . ,M
′
s), de familias finitas de A-módulos,

el conjunto Ms×r
(
HomA(M,M′)

)
formado por todas las matrices

(fij) =

f11 . . . f1r
...

. . .
...

fs1 . . . fsr


con fij ∈ HomA(Mj ,M

′
i), es un grupo abeliano v́ıa la suma coordenada a coordenada. Cuan-

do M = M′ escribiremos Mr

(
EndA(M)

)
en lugar de Mr×r

(
HomA(M,M)

)
. Notemos que

Mr

(
EndA(M)

)
es un anillo v́ıa el producto de matrices. De hecho, cuando M1 = · · ·=Mr=M ,

es el anillo de matrices Mr

(
EndA(M)

)
.

Observación 6.13. La aplicación

θ : Ms×r
(
HomA(M,M′)

)
→ HomA

(
M1 ⊕ · · · ⊕Mr,M

′
1 ⊕ · · · ⊕M ′s

)
,

definida por

θ(fij)(m1, . . . ,mr) :=
(∑

j

f1j(mj), . . . ,
∑
j

fsj(mj)
)
,

es un isomorfismo de grupos abelianos. Su inversa es la función que env́ıa cada morfismo
f : M1 ⊕ · · · ⊕Mr →M ′1 ⊕ · · · ⊕M ′s en la matriz (πi ◦ f ◦ ιj), donde πi : M

′
1 ⊕ · · · ⊕M ′s →M ′i

es la proyección canónica a la i-ésima coordenada y ιj : Mj →M1 ⊕ · · · ⊕Mr es la inclusión
canónica en la j-ésima coordenada.

Si escribimos los elementos de

M1 ⊕ · · · ⊕Mr y M ′1 ⊕ · · · ⊕M ′s
como vectores columna, entonces

θ(fij)(m1, . . . ,mr) =

f11 . . . f1r
...

. . .
...

fs1 . . . fsr


m1

...
mr

 .
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Supongamos ahora que M′′ = (M ′′1 , . . . ,M
′′
t ) es otra familia de A-módulos. Es fácil ver que

para cada (fij) ∈ Ms×r
(
Hom(M,M′)

)
y (gkl) ∈ Mt×s

(
Hom(M′,M′′)

)
,

θ
(
(gkl)(fij)

)
= θ(gkl) ◦ θ(fij),

donde (gkl)(fij) es el producto de matrices. En particular

θ : Mr

(
EndA(M)

)
→ EndA(M1 ⊕ · · · ⊕Mr)

es un isomorfismo de anillos.

Observación 6.14. Para cada B := (bij) ∈ Ms×r(A
op), denotemos con lB : Ar → As

al morfismo de A-módulos que a cada r-upla de elementos de A le asigna el resultado de
escribirla como vector columna con coeficientes pensados en Aop y multiplicarla a izquierda
por B. Esto es:

lB(a1, . . . , ar) =

b11 . . . b1r
...

. . .
...

bs1 . . . bsr


a1

...
ar


para todo (a1, . . . , ar) ∈ Ar. Usando los resultados de la presente subsección y la Observa-
ción 3.2, se comprueba fácilmente que la correspondencia

Ms×r(A
op) // HomA(Ar, As)

B � // lB

es un isomorfismo de grupos abelianos. Más aún, evidentemente lIr = idAr y lCB = lClB para
cada par de matrices B ∈Ms×r(A

op) y C ∈Mt×s(A
op).

7. Sucesiones exactas cortas

Una sucesión de A-módulos y morfismos

· · · // M1
f1 // M2

f2 // M3
f3 // M4

// · · ·

es una sucesión exacta si la imagen de cada morfismo es el núcleo del siguiente. Esto es, si la
sucesión subyacente de morfismos de grupos abelianos es exacta. Una sucesión exacta corta
es una sucesión exacta de la forma

(59) 0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0.

Como vimos en la Sección 17 del Caṕıtulo 1, esto pasa si y sólo si f es inyectiva, g es sobre-
yectiva y ker g = Im f . Decimos que la sucesión exacta corta (59) es equivalente a la sucesión
exacta corta

0 // M ′
i // N

p // M ′′ // 0 ,

si existe un morfismo de A-módulos h : M → N tal que el diagrama

0 // M ′

idM′
��

f // M

h
��

g // M ′′

idM′′
��

// 0

0 // M ′
i // N

p // M ′ // 0
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conmuta. Como vimos en la Sección 17 del Caṕıtulo 1, en ese caso h es un isomorfismo.
Una consecuencia inmediata de la definición es que la relación de equivalencia de sucesiones
exactas cortas es reflexiva y transitiva. Ahora es claro que también es simétrica.

Proposición 7.1. Para cada sucesión exacta corta de A-módulos

0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0 ,

son equivalentes:

1. g es una retracción.

2. f es una sección.

3. Existen morfismos s : M ′′ →M y r : M →M ′ tales que f ◦ r + s ◦ g = idM .

Además, si s : M ′′→M y r : M→M ′ satisfacen la propiedad del item 3), entonces la sucesión

0 // M ′′
s // M

r // M ′ // 0

es exacta, s es una sección de g y r una retracción de f . Por último, cada sección s de g
puede completarse de manera única a un par (s, r) que satisface las condiciones requeridas en
el item 3), y lo mismo vale para cada retracción r de f .

Demostración. Asumamos que s y r satisfacen las condiciones requeridas en el item 3).
Como g es un epimorfismo, de la igualdad

g ◦ s ◦ g = g ◦ (f ◦ r + s ◦ g) = g = idM ′′ ◦g,

se sigue que s es una sección de g. Aśı el item 1) se satisface. Una cuenta similar muestra que
r es una retracción de f , lo que prueb que también vale 2). Además

r ◦ s = r ◦ (f ◦ r + s ◦ g) ◦ s = r ◦ f ◦ r ◦ s+ r ◦ s ◦ g ◦ s = r ◦ s+ r ◦ s,

por lo que Im s ⊆ ker r. En realidad Im s = ker r porque

m = (f ◦ r + s ◦ g)(m) = s ◦ g(m) para cada m ∈ ker r.

A continuación probaremos lo que resta.

1) ⇒ 3) Supongamos que s es una sección de g. Como f es un isomorfismo de M ′ con el
núcleo de g y g ◦ (idM −s ◦ g) = 0, existe un único morfismo de A-módulos r : M → M ′ tal
que f ◦ r = idM −s ◦ g.

2)⇒ 3) Supongamos que r es una retracción de f . Como g induce un isomorfismo de M/ Im f
en M ′′ e (idM −f ◦ r) ◦ f = 0, existe un único morfismo de A-módulos s : M ′′ → M tal que
s ◦ g = idM −f ◦ r. �

Una sucesión exacta corta es escindida si satisface las condiciones equivalentes listadas
en la proposición anterior. Por ejemplo, para cada par de A-módulos M ′ y M ′′, la sucesión
exacta corta

(60) 0 // M ′
ιM′ // M ′ ⊕M ′′

πM′′ // M ′′ // 0 ,

donde ιM ′ y πM ′′ son la inclusión y proyección canónicas, es escindida. El siguiente resultado
muestra que este ejemplo es arquet́ıpico.
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Proposición 7.2. Una sucesión exacta corta de A-módulos

(61) 0 // M ′
f // M

g // M ′′ // 0

es escindida si y sólo si es equivalente a la sucesión exacta corta (60).

Demostración. Basta observar que un morfismo (r, h) : M → M ′ ⊕ M ′′ realiza una
equivalencia entre las sucesiones exactas cortas (60) y (61) si y sólo si h = g y r es una
retracción de f . �
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Caṕıtulo 8

Algunos tipos de módulos

1. Módulos libres

Consideremos un A-módulo M y un subconjunto S de M . Una combinación lineal de
elementos de S es una suma ∑

s∈S
as · s,

donde cada as ∈ A y (as)s∈S es una familia con soporte finito. Al escalar as se lo llama el
coeficiente de s en la combinación lineal. Es evidente que el conjunto de las combinaciones
lineales de elementos de S coincide con el submódulo de M generado por S. Decimos que S
es linealmente independiente si∑

s∈S
as · s = 0⇒ as = 0 para todo s.

Es decir, si la única combinación lineal de elementos de S que da cero es la trivial. En este
caso cada elemento de AS se escribe de manera única como combinación lineal de elementos
de S, porque∑

s∈S
as · s =

∑
s∈S

bs · s⇒
∑
s∈S

(as − bs) · s = 0⇒ as − bs = 0 para todo s.

Por último, decimos que S es una base de M , si es un conjunto linealmente independiente de
generadores de M . Un A-módulo M es libre si tiene una base. No todo A-módulo es libre.
Por ejemplo el Z-módulo Z/2Z no lo es. Por otra parte, para cada conjunto I, el A-módulo

A(I) es libre. Una base, que siguiendo una tradición firmemente establecida, llamaremos base
canónica de A(I), es el conjunto {ei : i ∈ I}, donde ei : I → A es la función que vale 1 en i y 0
en todos los otros puntos de su dominio.

Observación 1.1. Si M es un A-módulo libre con base S y f : M → N es un isomorfismo
de A-módulos, entonces N es libre con base f(S).
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Todo par (M,S), formado por un A-módulo libre M y una base S de M , satisface la
siguiente propiedad universal:

- Cada función f : S → N de S en un A-módulo N se extiende de manera única a
un morfismo de M en N . En otras palabras, existe un único morfismo de A-módulos
f : M → N , tal que el triángulo

S
f //

ι

��

N

M
f

>>||||||||
,

donde ι : S →M es la inclusión canónica, conmuta.

En efecto, debido a que cada elemento m ∈M es una combinación lineal

(62) m =
∑
s∈S

as · s,

necesariamente f(m) =
∑

s∈S as · f(s). Como la escritura (62) es única, esta definición no es

ambigua. Finalmente, es fácil comprobar que la función f que acabamos de determinar, es
A-lineal.

Proposición 1.2. Si M es un A-módulo libre con una base S, entonces M es canónica-
mente isomorfo a A(S).

Demostración. Por las propiedades universales de (M,S) y (A(S), {es : s ∈ S}), existen
morfismos únicos de A-módulos

f : A(S) →M y g : M → A(S)

tales que f(es) = s y g(s) = es para todo s ∈ S. Como los triángulos

S
ι //

ι

��

M

M

f◦g

==||||||||
y

S
ι //

ι

��

M

M

id

==||||||||

conmutan, se sigue de la unicidad en la propiedad universal de (M,S) que f ◦g = idM . Si-
milarmente, g ◦ f = idA(S) . �

Nota 1.3. La palabra canónicamente en el enunciado de la proposición anterior hace
referencia al hecho de que el isomorfismo f : A(S) →M es el único que extiende a la biyección
es 7→ s, de la base canónica de A(S) en S.

Teorema 1.4. Supongamos que A es un anillo no nulo. Son equivalentes:

1. Todos los A-módulos son libres.

2. A tiene un A-módulo simple libre.

3. A es un anillo de división.

Demostración. 1) ⇒ 2) Es suficiente verificar que hay un A-módulo simple. Para ello
basta notar que por la Proposición 5.12 del Caṕıtulo 7 el anillo A tiene un ideal a izquierda
maximal I y, que por la Proposición 5.9 del mismo caṕıtulo, A/I es simple.
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2) ⇒ 3) Tomemos un A-módulo simple M con una base B. Como M no es nulo, B tiene un
elemento m 6= 0. Como M es simple y m es linealmente independiente, la función

A
ρ(a) // M

a � // a ·m

es un isomorfismo. Por lo tanto, A es un A-módulo simple y aśı, debido a la Proposición 3.4
del Caṕıtulo 5, un anillo de división.

3) ⇒ 1) Consideremos un A-módulo M . Si M = 0, entonces M es libre con base ∅. Supon-
gamos que M 6= 0. Por el Lema de Zorn, M tiene un conjunto linealmente independiente
maximal S. Si m ∈M \ S, entonces S ∪ {m} es linealmente dependiente y, por lo tanto, hay
una combinación lineal no trivial

λm ·m+
∑
s∈S

λs · s = 0.

Por la independencia lineal de S, necesariamente λm 6= 0. Despejando obtenemos que

m = −
∑
s∈S

λ−1
m λs · s,

lo cual prueba que 〈S〉 ⊇ (M \ S) ∪ S = M y muestra que S es una base de M . �

Observación 1.5. Todo A-módulo M es isomorfo a un cociente de un módulo libre. Más
precisamente, si S es un conjunto de generadores de M , entonces la función π:A(S)→M ,
definida por π(es) := s, para todo s ∈ S, es un epimorfismo. Por lo tanto M ' A(S)/ kerπ.

Ampliando un poco la definición dada arriba, diremos que un A-módulo libre sobre un
conjunto X es cualquier par (M, j), formado por un A-módulo M y una función j : X →M ,
que tiene la siguiente propiedad universal:

- Para cada función f : X → N , de X en un A-módulo N , existe un único morfismo de
A-módulos f : M → N , tal que el triángulo

X
f //

j

��

N

M
f

>>||||||||
,

conmuta.

Observación 1.6. Si (M, j) es un A-módulo libre sobre X, l : Y → X es una función
biyectiva y ϕ : M → N es un isomorfismo de A-módulos, entonces (N,ϕ◦j◦l) es un A-módulo
libre sobre Y .

Proposición 1.7. Un par (M,j), formado por un A-módulo M y una función j :X→M,

es un A-módulo libre sobre X si y sólo si la aplicación A-lineal ϕ : A(X) → M , definida por
ϕ(ex) := j(x), es un isomorfismo. En consecuencia, j es inyectiva y j(X) es una base de M .

Demostración. Por la observación anterior si ϕ es un isomorfismo, entonces (M, j) es
un A-módulo libre. Rećıprocamente, si (M, j) es un A-módulo libre, entonces hay un único
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morfismo ψ : M → A(X) tal que el triángulo

X
j //

ι
��

M

ψ||yyyyyyyy

A(X)

,

donde ι es la función que manda x en ex, conmuta. Como ψ ◦ϕ ◦ ι = ι y ϕ ◦ψ ◦ j = j, debido
a las propiedades universales de (A(X), ι) y (M, j), debe ser ψ ◦ϕ = idA(X) y ϕ◦ψ = idM . �

Proposición 1.8. Si un módulo libre M es finitamente generado, entonces todas sus
bases son finitas; y si no lo es, entonces todas tienen el mismo cardinal.

Demostración. Puesto que las bases son conjuntos minimales de generadores, esto es
una consecuencia inmediata de la Proposición 2.2 del caṕıtulo 7. �

Decimos que un anillo A satisface la propiedad de invariancia del cardinal de las bases, o,
por brevedad, que tiene o satisface la ICB, si en cada A-módulo libre todas las bases tienen
el mismo cardinal. Como un módulo libre finitamente generado es isomorfo a uno de la forma
An y, por la proposición anterior, todas las bases de un módulo libre no finitamente generado,
son coordinables, A tiene la ICB si y sólo si An ' Am ⇔ n = m. Finalmente, puesto que tener
un isomorfismo An ' Am es lo mismo que tener matrices A ∈ Mm×n(A) y B ∈ Mn×m(A)
tales que AB = Im y BA = In, donde Im ∈ Mm(A) e In ∈ Mn(A) son las matrices identidad,
es inmediato que A tiene la ICB si y sólo si la existencia de tales matrices es imposible cuando
m 6= n.

Ejemplo 1.9. Para cada anillo no nulo A, el anillo B := EndA(A(N)) no tiene la ICB.
Para verificarlo basta observar que la aplicación ψ = (ψ1, ψ2) de B en B ⊕B, definida por

ψ1(f)(ei) := f(e2i−1) y ψ2(f)(ei) := f(e2i),

donde {en : n ∈ N} es la base canónica de A(N), es un isomorfismo de B-módulos.

Proposición 1.10. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Un anillo A tiene la ICB si y sólo si Aop la tiene.

2. Si A tiene la ICB, entonces Mr(A) tiene la ICB para todo r ∈ N.
3. Si f : A → B es un morfismo de anillos, y B tiene la ICB, entonces A también la

tiene.

Demostración. La primera afirmación se sigue fácilmente de que la transpuesta de un
producto AB de matrices con coeficientes en A es el producto como matrices con coeficientes
en Aop de la transpuesta de B con la transpuesta de A. La segunda vale porque cada matriz en
Mm×n(Mr(A)) puede verse de manera evidente como una matriz en Mmr×nr(A) y porque esta
correspondencia respeta productos e identidades. Para probar que vale la tercera es suficiente
mostrar que si dos matrices A ∈ Mm×n(A) y B ∈ Mn×m(A) satisfacen AB = Im y BA = In,
entonces m = n. Para ello basta observar que aplicando f en cada coordenada de A y de B
se obtienen matrices A′ ∈ Mm×n(B) y B′ ∈ Mn×m(B) tales que A′B′ = Im y B′A′ = In, y que
(como por hipótesis B tiene la ICB) esto implica que m = n. �

Un A-módulo a izquierda M es hopfiano si todo endomorfismo sobreyectivo f : M → M
es un isomorfismo.
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Proposición 1.11. Si todo A-módulo libre finitamente generado es hopfiano, entonces A
satisface la ICB.

Demostración. Supongamos que existe un isomorfismo f : Am → An, con m,n ∈ N, y
m < n. Entonces la función

An
g // An

(x1, . . . , xn) � // f(x1, . . . , xm)

,

es un endomorfismo sobreyectivo que no es inyectivo. �

Más adelante, cuando estudiemos las condiciones de cadena, veremos que hay muchos
anillos para los que todo módulo finitamente generado es hopfiano.

Teorema 1.12. Todos los anillos conmutativos satisfacen la ICB.

Demostración. Por el Corolario 6.6 del Caṕıtulo 5, hay un morfismo de A en un cuerpo.
Aśı el teorema se sigue del item 3) de la Proposición 1.10 y de que todos los anillos de división
satisfacen la ICB. �

Ahora estamos en posición de probar el Teorema 14.5 del Caṕıtulo 1. Para ello será
conveniente establecer primero un resultado auxiliar, que es importante en si mismo.

Proposición 1.13. Si (G, j) es un grupo libre, entonces el par (G/[G,G], π ◦ j), donde
π : G→ G/[G,G] es la proyección canónica, es un Z-módulo libre.

Demostración. Denotemos con X al dominio de j y tomemos una función ϕ : X → H,
de X en un grupo abeliano H. Por las propiedades universales de (G, j) y del abelianizado
de G, existen morfismos únicos ϕ̃ : G→ H y ϕ : G/[G,G]→ H tales que el diagrama

H

X

π◦j
  AAAAAAAAAAA

j //

ϕ

55llllllllllllllllllllllll
G

π

��

ϕ̃

<<xxxxxxxxxxxx

G

[G,G]

ϕ

FF





















,

conmuta. En particular, ϕ ◦ π ◦ j = ϕ. Además ϕ es el único morfismo con esta propiedad,
porque si ϕ̂ : G/[G,G]→ H también satisface ϕ̂◦π◦j = ϕ, entonces, por la propiedad universal
de (G, j), forzosamente ϕ̂ ◦ π = ϕ ◦ π y, por lo tanto, dado que π es sobreyectivo, ϕ̂ = ϕ. �

Demostración del Teorema 14.5 del Caṕıtulo 1. Supongamos que (G, j) y (H, l)
son grupos libres sobre X e Y respectivamente. Por los comentarios hechos al comienzo de
la subsección 18.4 del Caṕıtulo 1, sabemos que si G y H son isomorfos, entonces G/[G,G]
y H/[H,H] también lo son. Debido la Proposición 1.13 y al Teorema 1.12, esto implica
que |X| = |Y |. Rećıprocamente, por la propiedad universal de (G, j), dada una biyección
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ϕ : X → Y , existen morfismos únicos ϕ : G→ H y ϕ−1 : H → G tales que los diagramas

X
ϕ //

j

��

Y

l
��

G
ϕ // H

y

Y
ϕ−1

//

l
��

X

j

��
H

ϕ−1
// G

conmutan. Como

ϕ−1 ◦ϕ ◦ j = j ◦ϕ−1 ◦ϕ = j,

debe ser ϕ−1 ◦ϕ = idG. Un argumento similar muestra que ϕ ◦ϕ−1 = idH . �

2. Módulos de torsión

En esta sección asumimos que A es un dominio conmutativo.

Un elemento m de un A-módulo M es de torsión si existe a ∈ A \ {0} tal que a ·m = 0.
Por ejemplo ([1], 0) es un elemento de torsión del Z-módulo Z3⊕Z, mientras que (0, 1) no lo
es. La torsión de M es el conjunto

T(M) := {m ∈M : m es de torsión}.

Un A-módulo M es de torsión si T(M) = M y es sin torsión si T(M) = 0.

Ejemplo 2.1. Cada A-módulo libre es sin torsión.

Ejemplo 2.2. El Z-módulo Q no tiene torsión pero no es libre.

Proposición 2.3. Para cada A-módulo M , el conjunto T(M) es un submódulo de M .

Demostración. Basta observar que para todo b ∈ A y m,m′ ∈M , si a ·m = a′ ·m′ = 0
con a, a′ ∈ A \ {0}, entonces

aa′ · (m+m′) = aa′ ·m+ aa′ ·m′ = a′a ·m+ aa′ ·m′ = 0 y a · (b ·m) = b · (a ·m) = 0

porque A es conmutativo, y que aa′ 6= 0 porque A es un dominio. �

Proposición 2.4. Para cada A-módulo M , el submódulo T (M) es de torsión y el módulo
cociente M/T (M) es sin torsión.

Demostración. Es evidente que la primera afirmación es verdadera. Veamos que tam-
bién lo es la segunda. Tomemos m ∈ M . Si [m] ∈ T (M/T (M)), entonces a ·m ∈ T (M) para
algún a ∈ A \ {0} y, por lo tanto, existe b ∈ A \ {0} tal que ba ·m = b · (a ·m) = 0. Como
ba 6= 0, esto implica que m ∈ T (M). �

Proposición 2.5. Para cada morfismo de A-módulos f : M → N ,

f(T (M)) ⊆ T (N).

Además si f es inyectivo, entonces f(T (M)) = f(M) ∩ T (N).

Demostración. Tomemos a ∈ A \ {0} y m ∈ M . La inclusión se sigue inmediatamente
de que si a ·m = 0, entonces a · f(m) = f(a ·m) = 0. Supongamos ahora que f es inyectiva y
que a · f(m) = 0. Entonces f(a ·m) = a · f(m) = 0 y aśı a ·m = 0. esto muestra que en este
caso f(T (M)) = f(M) ∩ T (N). �
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Observación 2.6. Por la proposición anterior cada morfismo de A-módulos f:M →N
induce por restricción y por paso al cociente, morfismos

fT : T(M)→ T(N) y f
T

:
M

T(M)
→ N

T(N)
.

Se comprueba fácilemente que

(idM )T = idT(M) y (idM )T = idM/T(M)

para cada A-módulo M , y que

(g ◦ f)T = gT ◦ fT y (g ◦ f)
T

= g
T
◦ f

T
,

para cada par de morfismos de A-módulos f : M → N y g : N → L.

Teorema 2.7. Si N es un A-módulo finitamente generado y sin torsión, entonces existe
un A-módulo libre finitamente generado y un monomorfismo ι : N →M .

Demostración. Fijemos un conjunto finito S = {n1, . . . , ns} de generadores de N , tome-
mos un subconjunto linealmente independiente maximal T = {ni1 , . . . , nid} de S y denotemos
con M a 〈T 〉. Por la definición de T , para cada nj ∈ S \ T existe λj ∈ A 6= 0, tal que
λj · nj ∈M . Escribamos λ :=

∏
λj . Notemos que, como A es un dominio conmutativo, λ 6= 0

y λ · n ∈M para todo n ∈ N . Aśı podemos considerar la aplicación

N
ι // M

n � // λ · n
.

Dado que A es conmutativo y N es sin torsión, ι es un morfismo inyectivo de A-módulos.
Como M es libre con base B, esto termina la prueba. �

3. Módulos divisibles

En esta sección asumimos que A es un dominio.

Definición 3.1. Decimos que un A-módulo M es divisible si para cada m ∈ M y cada
a ∈ A \ {0}, existe m′ ∈M tal que a ·m′ = m.

Ejemplo 3.2. Los Z-módulos Q y Q/Z son divisibles. En cambio Z no lo es. Notemos
que en el primer caso el m′ garantizado por la definición de divisibilidad es único, pero en el
segundo, no.

Proposición 3.3. Los módulos divisibles tienen las siguientes propiedades:

1. El producto directo de una familia de módulos divisibles es divisible.

2. La suma directa de una familia de módulos divisibles es divisible.

3. Todo sumando directo de un módulo divisible es divisible.

Demostración. Dejada al lector. �

Proposición 3.4. Si un A-módulo M es divisible, entonces también lo es cada uno de
sus cocientes M/N .

Demostración. Porque a ·m′ = m⇒ a · [m′] = [m]. �

Lema 3.5. Si M es un A-módulo divisible y sin torsión, entonces para cada m ∈ M y
cada a ∈ A \ {0} existe un único m′ ∈M tal que a ·m′ = m.
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Demostración. Como M es divisible, existe m′ tal que a·m′ = m. Si también a·m′′ = m,
entonces

a · (m′ −m′′) = 0,

por lo que m′ = m′′, debido a que M es sin torsión. �

Teorema 3.6. Supongamos que A es un dominio conmutativo. Si M es un A-módulo
divisible y sin torsión, entonces tiene una única estructura de QA-espacio vectorial (donde
QA es el cuerpo de cocientes de A) que extiende a su estructura de A-módulo.

Demostración. Si tal estructura existe, entonces para cada p
q ∈ QA y m ∈M ,

q ·
(p
q
·m
)

=
q

1

p

q
·m = p ·m.

Pero por el lema anterior sabemos que existe un único m′ ∈ M tal que q ·m′ = p ·m. Esto
prueba la unicidad y obliga a definir

(63)
p

q
·m := m′.

Para ver que esta definición es buena, basta observar que si p
q = r

s y s ·m′′ = r ·m, entonces

m′ = m′′. Pero esto es aśı pues M no tiene torsión, qs 6= 0 y

qs ·m′′ = qr ·m = sp ·m = qs ·m′.

Notemos que

q ·
(
p

q
·m
)

= q ·m′ = p ·m para todo
p

q
∈ QA y m ∈M .

Para concluir la demostración debemos probar que M es un QA-módulo via (63). Es claro
que 1 ·m = m para todo m ∈M . Afirmamos que

p

q
· (m+ n) =

p

q
·m+

p

q
· n

para todo p
q ∈ QA y m,n ∈ M . En efecto, esto se sigue inmediatamente de que M es sin

torsión y

q ·
(p
q
·(m+ n)

)
= p·(m+ n) = p·m+ p·n = q ·

(p
q
·m
)

+ q ·
(p
q
·n
)

= q ·
(p
q
·m+

p

q
·n
)
.

Argumentos similares muestran que M también satisface los otros axiomas de QA-espacio
vectorial. �

Proposición 3.7. Supongamos que A es un dominio conmutativo. Para todo A-módulo
N existen un A-módulo divisible M y un monomorfismo ι : N → M . Si N no tiene torsión,
entonces se puede tomar M sin torsión.

Demostración. Tomemos un conjunto I de generadores de N arbitrario. Es claro que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que N =A(I)/S para un submódulo S de A(I).

Pero por la Proposición 3.4 sabemos que M = Q
(I)
A /S es divisible, y es evidente que la

inclusión canónica de A(I) en Q
(I)
A induce un monomorfismo ι de N en M . Además, debido a

la Proposición 2.5,

ι(N) ∩ T(M) = ι(T (N)).
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En consecuencia si T(N) = 0, entonces ι(N) ∩ T (M) = 0 y, aśı, la composición

N
ι // M

π // M

T (M)
,

donde π es la proyección canónica, es inyectiva. Por lo tanto, en este caso podemos reemplazar
M por el módulo sin torsión M/T(M). �

Notemos que si N es sin torsión, entonces la dimensión del QA-espacio vectorial M , cons-
trúıdo en la demostración, es menor o igual al cardinal del conjunto de generadores de N
elegido.

4. Módulos proyectivos y módulos inyectivos

En la Subsección 3.1 vimos que los conjuntos HomA(M,N) tienen estructuras naturales
de grupos abelianos tales que dados morfismos de A-módulos v : N → N ′ y u : M ′ → N , las
funciones

v∗ : HomA(M,N)→ HomA(M,N ′) y u∗ : HomA(M ′, N)→ HomA(M,N),

definidas por v∗(f) = v◦f y u∗(f) = f◦u, son morfismos de grupos. En esta sección estudiamos
el comportamiento de estas funciones respecto de la exactitud.

Teorema 4.1. Una sucesión

0 // N ′
f // N

g // N ′′,

de morfismos de A-módulos, es exacta si y sólo si la sucesión inducida

0 // HomA(M,N ′)
f∗ // HomA(M,N)

g∗ // HomA(M,N ′′)

lo es, para cada módulo M .

Demostración. Por definición, f es un monomorfismo si y sólo si f∗ es inyectivo para
todo M . Además es claro que

g ◦ f = 0⇒ g∗ ◦ f∗ = 0

para tódo A-módulo M . Rećıprocamente, si g∗ ◦ f∗ = 0 para M := N ′, entonces

g ◦ f = (g∗ ◦ f∗)(idN ′) = 0.

Supongamos ahora que f es un monomorfismo e Im f = ker g, y tomemos v : M → N tal que
g∗(v) = 0, debido a la propiedad universal de la inclusión canónica ι : ker g → N y a que f
define un isomorfismo de N ′ en ker g, existe un único morfismo v′ : M → N ′ tal que

f∗(v
′) = f ◦ v′ = v.

Aśı, en este caso, ker(g∗) = Im(f∗) para todo A-móduloM . Para terminar la demostración será
suficiente ver que si para M := ker g vale la igualdad ker(g∗) = Im(f∗), entonces ker g ⊆ Im f .
Pero dado que para la inclusión canónica ι : ker g → N vale la igualdad g∗(ι) = 0, se sigue de
la hipótesis que existe ι′ : ker g → N ′ tal que f ◦ ι′ = f∗(ι

′) = ι y, aśı, ker g = Im ι ⊆ Im f . �
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Teorema 4.2. Una sucesión

N ′
f // N

g // N ′′ // 0

de morfismos de A-módulos, es exacta si y sólo si la sucesión inducida

0 // HomA(N ′′,M)
g∗ // HomA(N,M)

f∗ // HomA(N ′,M)

lo es, para cada módulo M .

Demostración. Dejada al lector. �

Proposición 4.3. Consideremos morfismos de A-módulos f : N ′ → N y g : N → N ′′.
Son equivalentes:

1. La sucesión

0 // N ′
f // N

g // N ′′ // 0

es escindida.

2. Para cada módulo M , la sucesión inducida

0 // HomA(M,N ′)
f∗ // HomA(M,N)

g∗ // HomA(M,N ′′) // 0

es exacta.

3. Para cada módulo M , la sucesión inducida

0 // HomA(N ′′,M)
g∗ // HomA(N,M)

f∗ // HomA(N ′,M) // 0

es exacta.

Demostración. Si s es una sección de g, entonces claramente s∗ es una sección de g∗,
cualquiera sea M . En particular g∗ es sobreyectiva. Rećıprocamente, si g∗ es sobreyectiva para
M := N ′′, entonces existe s : N ′′ → N tal que g ◦ s = g∗(s) = idN ′′ . Por el Teorema 4.1, esto
prueba que 1) ⇔ 2). La demostración de la equivalencia entre 1) y 3) es similar. �

Decimos que un A-módulo P es proyectivo si para cada morfismo ϕ′ : P → N ′ y cada
morfismo sobreyectivo g : N � N ′, existe un morfismo ϕ : P → N tal que el diagrama

P
ϕ

~~||||||||
ϕ′

��
N

g // // N ′

conmuta.

Proposición 4.4. La suma de una familia de módulos proyectivos es un módulo proyec-
tivo y todo sumando directo de un módulo proyectivo es proyectivo.

Demostración. Supongamos que (Pi)i∈I es una familia de módulos proyectivos, que
g : N � N ′ es un morfismo sobreyectivo y que

ϕ′ :
⊕
i∈I

Pi → N ′
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es un morfismo. Como los Pj ’s son módulos proyectivos, existen morfismos ϕj : Pj → N tales
que g ◦ ϕj = ϕ′ ◦ ιj , donde ιj es la inclusión canónica de Pj en

⊕
i∈I Pi. Por la propiedad

universal de la suma directa hay un único morfismo

ϕ :
⊕
i∈I

Pi → N

tal que ϕ◦ιj = ϕj para todo j ∈ J . Para concluir que la primera afirmación es verdadera resta
probar que g ◦ϕ = ϕ′, pero esto es consecuencia inmediata de que g ◦ϕ ◦ ιj = g ◦ϕj = ϕ′ ◦ ιj
para todo j ∈ I.

Consideremos ahora la segunda afirmación. Supongamos que g : N � N ′ es un epimorfis-
mo, que ϕ′ : P → N ′ es un morfismo y que existe un módulo Q tal que P ⊕Q es proyectivo.
Entonces hay un morfismo ϕ : P ⊕Q→ N tal que g ◦ϕ = ϕ′ ◦ πP , donde πP : P ⊕Q→ P es
la proyección canónica. Componiendo con la inclusión canónica ιP : P → P ⊕ Q obtenemos
la igualdad

g ◦ϕ ◦ ιP = ϕ′ ◦ πP ◦ ιP = ϕ′,

la cual muestra que P es proyectivo. �

En la siguiente proposición damos varias caracterizaciones de los módulos proyectivos

Proposición 4.5. Para cada A-módulo P son equivalentes:

1. P es proyectivo.

2. Si g : N → N ′ es un epimorfismo, entonces g∗ : HomA(P,N) → HomA(P,N ′) es un
epimorfismo.

3. Si

0 // N ′
f // N

g // N ′′ // 0

es una sucesión exacta, entonces

0 // HomA(P,N ′)
f∗ // HomA(P,N)

g∗ // HomA(P,N ′′) // 0

también lo es.

4. Todo epimorfismo g : N → P es una retracción.

5. P es isomorfo a un sumando directo de un módulo libre.

Demostración. Es claro que 1) ⇔ 2). Además, por el Teorema 4.1, los items 2) y 3)
también son equivalentes. El cuarto item se sigue del primero tomando ϕ′ = idP en la de-
finición de módulo proyectivo. Como todo módulo es cociente de un módulo libre, 4) ⇒ 5).
Finalmente, debido a la proposición anterior, para probar que 5) ⇒ 1) es suficiente ver que
A es proyectivo, lo cual es evidente. �

Un A-módulo I es inyectivo si para cada morfismo ϕ′ : N ′ → I y cada morfismo inyectivo
f : N ′ ↪→ N , existe un morfismo ϕ : N → I tal que el diagrama

I

N ′

ϕ′

OO

� � f // N

ϕ
``BBBBBBBB

conmuta.
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4 Módulos proyectivos y módulos inyectivos Algunos tipos de módulos

Proposición 4.6. El producto de una familia de módulos inyectivos es un módulo inyec-
tivo y todo sumando directo de un módulo inyectivo es inyectivo.

Demostración. Dejada al lector. �

Proposición 4.7. Para cada A-módulo I son equivalentes:

1. I es inyectivo.

2. Si f : N ′ → N es un monomorfismo, entonces f∗ : HomA(N, I) → HomA(N ′, I) es
sobreyectiva.

3. Si

0 // N ′
f // N

g // N ′′ // 0

es una sucesión exacta, entonces

0 // HomA(N ′′, I)
g∗ // HomA(N, I)

f∗ // HomA(N ′, I) // 0

también lo es.

4. Todo monomorfismo f : I → N es una sección.

Demostración. Es claro que 1) ⇔ 2). Además, por el Teorema 4.2, los items 2) y 3)
también son equivalentes. El cuarto item se sigue del primero tomando ϕ′ = idI en la definición
de módulo inyectivo. Solamente resta probar que 4) ⇒ 1). Para ello, dados un morfismo
ϕ′ : N ′ → I y un morfismo inyectivo f : N ′ ↪→ N , consideremos el diagrama conmutativo

I
ιI // I ⊕ϕ′,f N

N ′

ϕ′

OO

� � f // N

ιN

OO

donde I ⊕ϕ′,f N es el cociente de I ⊕N por el submódulo J := {(ϕ′(n),−f(n)) : n ∈ N ′} e
ιI , ιN son los morfismos inducidos por las inclusiones canónicas a la suma directa. Afirmamos
que ιI es inyectivo. En efecto si (m, 0) = (ϕ′(n),−f(n)), entonces n = 0 porque f es un
monomorfismo y, por lo tanto, m = ϕ′(0) = 0. Aśı, por hipótesis, ιI tiene una retracción r, y
es evidente que r ◦ ιN ◦ f = r ◦ ιI ◦ϕ′ = ϕ′. �

Teorema 4.8 (Baer). Si todo morfismo de un ideal a izquierda de A en un A-módulo I,
se extiende a AA, entonces I es inyectivo.

Demostración. Supongamos que f : N ′ → N es un monomorfismo y que ϕ′ : N ′ → I
es un morfismo. Una extensión parcial de ϕ′ es un par (L, l), formado por un submódulo L
de N que contiene a f(N ′) y un morfismo l : L → I tal que l ◦ f = ϕ′. El conjunto de las
extensiones parciales de ϕ′ está ordenado por

(L, l) ≤ (H,h) si L ⊆ H y h|L = l.

Por el lema de Zorn hay una extensión parcial maximal ϕ : M → I de ϕ′. Para terminar la
prueba será suficiente verificar que M = N . Para ello tomemos n ∈ N arbitrario, escribamos
(M : n) := {a ∈ A : a · n ∈ M} y consideremos la aplicación A-lineal φ : (M : n) → I,
dada por φ(a) := ϕ(a · n). Por hipótesis φ se extiende a un morfismo ψ : A → I. Definamos
ϕ : M + An → I por ϕ(m + a · n) := ϕ(m) + ψ(a) para m ∈ M y a ∈ A. Esta definición es
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correcta porque si m+a ·n = m′+a′ ·n con a, a′ ∈ A y m,m′ ∈M , entonces a′−a ∈ (M : n)
y aśı,

ϕ(m)− ϕ(m′) = ϕ((a′ − a) · n) = φ(a′ − a) = ψ(a′)− ψ(a).

Debido a la maximalidad de (M,ϕ), de la existencia de la extensión (M + An,ϕ), se sigue
que n ∈M . �

Proposición 4.9. Supongamos que A es un dominio. Entonces todo módulo inyectivo es
divisible. Si además todo ideal a izquierda de A es principal, entonces vale la rećıproca.

Demostración. Supongamos primero que I es inyectivo, tomemos m ∈ I y a ∈ A y
consideremos la aplicación A-lineal f : Aa→ I, dada por f(ba) := b ·m. Por hipótesis, existe
una extensión f : AA→ I de f . Es evidente que a · f(1) = f(a) = m. Supongamos ahora que
I es divisible y que todo ideal a izquierda de A es monogenerado. Por el teorema de Baer,
para probar que I es inyectivo será suficiente mostrar que, para cada a ∈ A, todo morfismo
f : Aa → I se extiende a AA. Como I es divisible, existe m ∈ I tal que a · m = f(a). Es
claro que la función f : A→ I, definida por f(b) := b ·m, es un morfismo de A-módulos que
extiende a f . �
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Caṕıtulo 9

Condiciones de cadena

Nuestro objetivo en esta sección es introducir las nociones de anillos noetherianos y ar-
tinianos y estudiar sus propiedades básicas. En esta exposición M designa a un A-módulo
arbitrario.

1. Módulos noetherianos

Un A-módulo es noetheriano si todos sus submódulos son finitamente generados. En el
siguiente resultado establecemos otras caracterizaciones muy útiles de estos módulos. Una
sucesión M1,M2,M3,M4, . . . de submódulos de M es estacionaria si existe n ∈ N tal que
Mn = Mn+i para todo i ∈ N.

Proposición 1.1. Son equivalentes:

1. M es noetheriano.

2. Toda sucesión creciente M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · · de submódulos de M es estacionaria.

3. Toda familia no vaćıa de submódulos de M tiene un elemento maximal.

Demostración. 1) ⇒ 2) Consideremos una cadena creciente

M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · ·

de submódulos de M . Como N =
⋃
iMi es finitamente generado, existe n ∈ N tal que

Mn = N . En consecuencia Mn = Mn+i para todo i ∈ N.

2) ⇒ 3) Supongamos, por el contrario, que existe una familia (Mi)i∈I no vaćıa de submódu-
los de M que no tiene elemento maximal. Afirmamos que hay una sucesión i1, i2, i3, . . . de
elementos de I tal que

Mi1  Mi2  Mi3  · · · .
En efecto, esto se sigue inmediatamente de que habiendo elegido i1, . . . , in con esta propiedad,
por hipótesis existe in+1 ∈ I tal que Min  Min+1 .
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3)⇒ 1) Debemos probar que cada submódulo N de M es finitamente generado. Por hipótesis,
N tiene un submódulo finitamente generado maximal N ′. Como N ′ + Am es finitamente
generado para todo m ∈ N , necesariamente N ′ = N . �

Teorema 1.2. Para cada submódulo N de M son equivalentes:

1. M es noetheriano.

2. N y M/N son noetherianos.

Demostración. Es claro que si M es noetheriano, entonces todos los submódulos de N
son finitamente generados. También lo es cada submódulo L de M/N , porque L = π(π−1(L)),
donde π : M →M/N es la proyección canónica, y π−1(L) es finitamente generado por hipóte-
sis. Aśı, 1) implica 2). Veamos que vale la rećıproca. Tomemos un submódulo M ′ de M . Por
hipótesis

M ′ ∩N y
M ′

M ′ ∩N
' M ′ +N

N
son finitamente generados. Pero entonces, por el item 2) de la Proposición 5.11, también lo
es M ′. �

Corolario 1.3. Una suma directa de A-módulos M1⊕ · · · ⊕Mn es noetheriana si y sólo
si cada Mi lo es.

Demostración. Por inducción en n usando el teorema anterior. �

Proposición 1.4. Todo A-módulo noetheriano M es hopfiano.

Demostración. Si f : M →M es un morfismo sobreyectivo que no es inyectivo, entonces

0 ( ker f ( ker(f2) ( ker(f3) ( · · ·

es una sucesión estrictamente creciente de submódulos de M . En efecto, 0 ( ker f por hipóte-
sis, y, por el teorema de la correspondencia,

ker(f i) ( ker(f i+1)⇒ ker(f i+1) = f−1
(
ker(f i)

)
( f−1

(
ker(f i+1)

)
= ker(f i+2).

Por consiguiente, M no es noetheriano. �

Un anillo A es noetheriano a izquierda si lo es como A-módulo a izquierda, y es noetheriano
a derecha si Aop es noetheriano a izquierda. Si A es noetheriano a ambos lados, entonces se
dice simplemente que es noetheriano. En estas notas consideraremos sólo anillos noetherianos
a izquierda.

Observación 1.5. Todo cociente de un anillo noetheriano a izquierda es noetheriano a
izquierda.

Teorema 1.6 (de la base de Hilbert). Si un anillo A es noetheriano a izquierda, entonces
también lo es el anillo de polinomios A[X].

Demostración. Supongamos que en A[X] hay un ideal a izquierda I que no es finita-
mente generado. Definimos una sucesión de polinomios P1, P2, . . . en I como sigue: Tomamos
como P1 a un polinomio no nulo de grado mı́nimo de I. Habiendo elegido P1, . . . , Pi, tomamos
como Pi+1 a un polinomio no nulo de grado mı́nimo de I \

∑i
j=1A[X]Pj . Llamemos ai al co-

eficiente principal de Pi. Por hipótesis el ideal a izquierda J :=
∑

j≥1Aaj de A, es finitamente
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generado. Aśı, existe m ∈ N tal que J =
∑m

j=1Aaj . Escribamos am+1 = u1a1 + · · ·+ umam.
Como el grado de Pm+1 no es menor que el de ninguno de los polinomios P1, . . . , Pm,

P := u1X
gr(Pm+1)−gr(P1)P1 + · · ·+ umX

gr(Pm+1)−gr(Pm)Pm ∈
m∑
j=1

A[X]Pj .

Puesto que además Pm+1 pertenece a I \
∑m

j=1A[X]Pj , la diferencia Pm+1 − P también está

en I \
∑m

j=1A[X]Pj . Como gr(Pm+1−P ) < gr(Pm+1), esto contradice la elección de Pm+1. �

Corolario 1.7. Si A es noetheriano a izquierda, entonces A[X1, . . . , Xn]/I es noethe-
riano para cada ideal I de A[X1, . . . , Xn].

Demostración. Es consecuencia inmediata del teorema de la base de Hilbert y de la
Observación 1.5. �

Proposición 1.8. Si A es noetheriano a izquierda y M es un A-módulo finitamente
generado, entonces M es noetheriano.

Demostración. Por el Corolario 1.3, todo módulo libre finitamente generado es noe-
theriano a izquierda. El resultado se sigue ahora del Teorema 1.2, ya que al ser finitamente
generado, M es un cociente de un módulo libre, que también lo es. �

Corolario 1.9. Todo anillo noetheriano a izquierda o a derecha satisface la ICB.

Demostración. Por el item 1) de la Proposición 1.10 del caṕıtulo 8 basta probarlo
para anillos noetherianos a izquierda, y para estos vale por las Proposiciones 1.11 del mismo
Caṕıtulo y las Proposiciones 1.4 y 1.8. �

Corolario 1.10. Los anillos de división satisfacen la ICB.

Proposición 1.11. Consideremos submódulos M1, . . . ,Mn de M . Son equivalentes:

1. Mi es noetheriano para todo i.

2. M1 + · · ·+Mn es noetheriano.

Demostración. Veamos primero que el segundo item es una consecuencia del primero.
Por el Corolario 1.3, la suma directa M1 ⊕ · · · ⊕Mn es noetheriana. En consecuencia, por
el Teorema 1.2, el módulo M1 + · · · + Mn es noetheriano, debido a que es un cociente de
M1 ⊕ · · · ⊕Mn. La rećıproca se sigue inmediatamente del mismo teorema. �

Corolario 1.12. Consideremos submódulos M1, . . . ,Mn de M . Son equivalentes:

1. Todos los cocientes M/Mi son noetherianos.

2. M
M1∩···∩Mn

es noetheriano.

Demostración. Supongamos que cada cociente M/Mi es noetheriano. Entonces, por
el Corolario 1.3, también lo es

⊕n
i=1M/Mi. Como las proyecciones canónicas M → M/Mi

inducen un morfismo inyectivo

M

M1 ∩ · · · ∩Mn
−→

n⊕
i=1

M

Mi
,

se sigue del Teorema 1.2 que M
M1∩···∩Mn

es noetheriano. La rećıproca es consecuencia inmediata

del mismo teorema, porque cada M/Mi es un cociente de M
M1∩···∩Mn

. �
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2. Módulos artinianos

En esta subsección introducimos los módulos artinianos y estudiamos algunas de sus pro-
piedades básicas.

Proposición 2.1. Son equivalentes:

1. Toda sucesión decreciente M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · · de submódulos de M es estacionaria.

2. Toda familia de submódulos de M tiene un elemento minimal.

Demostración. 1)⇒ 2) Supongamos que existe una familia (Mi)i∈I no vaćıa de submó-
dulos de M que no tiene elemento minimal. Afirmamos que hay una sucesión i1, i2, i3 . . . de
elementos de I tal que

Mi1 !Mi2 !Mi3 ! · · · .
En efecto, esto se sigue inmediatamente de que habiendo elegido i1, . . . , in con esta propiedad,
por hipótesis existe in+1 ∈ I tal que Min !Min+1 .

2) ⇒ 1) Debemos mostrar que toda sucesión decreciente

M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · ·
de submódulos de M es estacionaria. Para ello basta notar que por hipótesis {Mi : i ∈ N}
tiene un elemento minimal Mn, y que entonces Mn = Mn+i para todo i ∈ N. �

Teorema 2.2. Para cada submódulo N de M son equivalentes:

1. M es artiniano.

2. N y M/N son artinianos.

Demostración. Es claro que si M es artiniano, entonces toda sucesión decreciente de
submódulos de N es estacionaria. También lo es cada sucesión decreciente

L1 ⊇ L2 ⊇ L3 ⊇ · · ·
de submódulos de M/N , porque Li = π(π−1(Li)) para cada i, donde π : M → M/N es la
proyección canónica, y

π−1(L1) ⊇ π−1(L2) ⊇ π−1(L3) ⊇ · · ·
es estacionaria por hipótesis. Aśı, 1) implica 2). Para probar que vale la rećıproca consideremos
una sucesión decreciente

M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · ·
de submódulos de M . Por hipótesis existe n ∈ N tal que

Mi ∩N = Mn ∩N y π(Mi) = π(Mn)

para todo i > n. Pero entonces

Mi +N = π−1(π(Mi)) = π−1(π(Mn)) = Mn +N

y, en consecuencia, Mi = Mn por el item 2) de la Proposición 8.1 del Caṕıtulo 1. �

Corolario 2.3. Una suma directa de A-módulos M1⊕ · · · ⊕Mn es artiniana si y sólo si
cada Mi lo es.

Demostración. Por inducción en n, usando el teorema anterior. �

Diremos que un A-módulo es cohopfiano si todo endomorfismo inyectivo f : M → M es
un isomorfismo.
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Proposición 2.4. Todo A-módulo artiniano M es cohopfiano.

Demostración. Si f : M →M es un morfismo inyectivo que no es sobrectivo, entonces

M ) f(M) ) f2(M) ) f3(M) ) · · ·

es una sucesión estrictamente decreciente de submódulos de M . En efecto, M ) f(M) por
hipótesis, y

f i(M) ) f i+1(M)⇒ f i+1(M) ) f i+2(M),

debido a que f es inyectiva. Por consiguiente, M no es artiniano. �

Un anillo A es artiniano a izquierda si lo es como A-módulo a izquierda, y es artiniano a
derecha si Aop es artiniano a izquierda. Si A es artiniano a ambos lados, entonces se dice sim-
plemente que es artiniano. En estas notas consideraremos sólo anillos artinianos a izquierda.

Observación 2.5. Todo cociente de un anillo artiniano a izquierda es artiniano a iz-
quierda.

Se puede probar que todo anillo artiniano a izquierda es noetheriano a izquierda. La
rećıproca no vale. Por ejemplo, Z es noetheriano, pero no artiniano. En realidad, para anillos,
la condición de artinianidad es mucho más restrictiva que la de noetherianidad. Los siguientes
ejemplos muestran que existen anillos artinianos.

Ejemplo 2.6. Todo anillo finito es artiniano.

Ejemplo 2.7. Todo anillo que es un espacio vectorial de dimensión finita sobre un suba-
nillo de división, es artiniano (por ejemplo, si A es un anillo de división y S es un monoide
finito, entonces A[S] es artiniano).

Proposición 2.8. Si A es artiniano a izquierda y M es un A-módulo finitamente gene-
rado, entonces M es artiniano.

Demostración. Por el Corolario 2.3, todo módulo libre finitamente generado es artiniano
a izquierda. El resultado se sigue ahora del Teorema 2.2, ya que al ser finitamente generado,
M es un cociente de un módulo libre con base finita. �

Corolario 2.9. Consideremos submódulos M1, . . . ,Mn de M . Son equivalentes:

1. Mi es artiniano para todo i.

2. M1 + · · ·+Mn es artiniano.

Demostración. Veamos primero que el segundo item es consecuencia del primero. Por
el Corolario 2.3, la suma directa M1⊕· · ·⊕Mn es artiniana. Aśı, por el Teorema 2.2, el módulo
M1 + · · ·+Mn es artiniano, debido a que es un cociente de M1 ⊕ · · · ⊕Mn . La rećıproca es
una consecuencia inmediata del mismo teorema. �

Proposición 2.10. Consideremos submódulos M1, . . . ,Mn de M . Son equivalentes:

1. Todos los cocientes M/Mi son artinianos.

2. M
M1∩···∩Mn

es artiniano.
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3 Módulos de longitud finita Condiciones de cadena

Demostración. Supongamos que cada cociente M/Mi es artiniano. Entonces, por el
Corolario 2.3, también lo es

⊕n
i=1M/Mi. Como las proyecciones canónicas M → M/Mi

inducen un morfismo inyectivo

M

M1 ∩ · · · ∩Mn
−→

n⊕
i=1

M

Mi
,

del Teorema 2.2 se sigue que M
M1∩···∩Mn

es artiniano. La rećıproca es consecuencia inmediata

del mismo teorema, porque cada M/Mi es un cociente de M
M1∩···∩Mn

. �

El anillo Z es un ejemplo de grupo abeliano que es noetheriano y no artiniano. También
hay grupos abelianos que son artinianos y no noetherianos. Por ejemplo para cada primo
p ∈ N, el grupo

Zp∞ :=
{a/pn : a ∈ Z y n ∈ N}

Z

lo es. Para ver que esto es aśı será suficiente probar que si I es un subgrupo propio de Zp∞ ,
entonces I = 〈[1/pn]〉, donde n ∈ N0 es el máximo entero no negativo tal que [1/pn] ∈ I.
Tomemos para ello [a/pm] ∈ I con a coprimo con p y escribamos 1 = ra + spm con r y s
enteros. Entonces,

[1/pm] = [(ra+ spm)/pm] = r[a/pm] ∈ I.
En consecuencia m ≤ n y, por lo tanto, [a/pm] = apn−m[1/pm] ∈ 〈[1/pn]〉.

3. Módulos de longitud finita

Ahora vamos a estudiar los módulos que son simultáneamente noetherianos y artinianos.
Decimos que dos cadenas crecientes finitas

M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ · · · ⊆Mm y N0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ · · · ⊆ Nn,

de submódulos de un A-módulo M , son equivalentes si m=n y existe una permutación σ∈Sm
tal que

Mi

Mi−1
'

Nσ(i)

Nσ(i)−1
para todo i entre 1 y m;

y decimos que la primera refina a la segunda si existen ı́ndices 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ m, tales
que Mij = Nj para todo j.

Lema 3.1 (Lema de la Mariposa). Dados submódulos N1 ⊆ N2 y M1 ⊆M2 de M , existen
isomorfismos canónicos

N1 + (N2 ∩M2)

N1 + (N2 ∩M1)
' N2 ∩M2

(N1 ∩M2) + (N2 ∩M1)
' M1 + (N2 ∩M2)

M1 + (N1 ∩M2)
.

Demostración. El primer isomorfismo se obtiene aplicando el isomorfismo L
L∩K '

L+K
K

con L = N2∩M2 y K = N1+(N2∩M1) y usando la modularidad del reticulado de submódulos
de M . El segundo sale por simetŕıa. �

Teorema 3.2 (Schreier). Dos cadenas finitas de submódulos de M siempre se pueden
refinar a cadenas equivalentes.
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Demostración. Consideremos dos cadenas finitas

M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ · · · ⊆Mm y N0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ · · · ⊆ Nn

de submódulos de M . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que M0 = N0 = 0 y
Mm = Nn = M . Escribamos

Mij = Mj−1 + (Ni ∩Mj) y Nij = Ni−1 + (Ni ∩Mj),

donde en cada caso los sub́ındices recorren todos los valores para los cuales la expresión a la
derecha del signo igual tiene sentido. Intercalando los Mij en la primer cadena y los Nij en
la segunda, obtenemos cadenas

M0 = M01 ⊆M11 ⊆ · · · ⊆Mn1 = M1 = M02 ⊆ · · · ⊆Mnm = Mm

y

N0 = N10 ⊆ N11 ⊆ · · · ⊆ N1m = N1 = N20 ⊆ · · · ⊆ Nnm = Nn,

donde no necesariamente las inclusiones son propias. Por el lema de la Mariposa

Mij

Mi−1,j
' Nij

Ni,j−1
para 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

El resultado es consecuencia inmediata de esto. �

Una cadena 0 = M0 ⊆ · · · ⊆ Mn = M de submódulos de M es una serie de composición
de longitud n de M si cada cociente Mi/Mi−1 es simple.

Teorema 3.3 (Jordan-Hölder). Si M tiene una serie de composición, entonces cada cade-
na estrictamente creciente de submódulos de M se puede refinar a una serie de composición.
Además todas las series de composición de M son equivalentes y, en particular, tienen la
misma longitud.

Demostración. Es un corolario inmediato del teorema de Schreier. �

Definimos la longitud `(M) de un A-módulo M , por

`(M) :=


0 si M = 0,

n si M tiene una serie de composición de longitud n,

∞ en otro caso.

Por el teorema de Jordan Hölder, esta definición no es ambigua.

Teorema 3.4. Consideremos un submódulo N de un A-módulo M . Entonces M tiene
una serie de composición si y sólo si N y M/N la tienen. Además `(M) = `(N) + `(M/N).

Demostración. Evidentemente podemos suponer que N es un submódulo no trivial de
M . Es claro que si M tiene una serie de composición, entonces refinando la cadena 0 ⊆ N ⊆M
a una serie de composición

(64) 0 = N0 ⊆ · · · ⊆ Ni = N ⊆ · · · ⊆ Nm = M,

obtenemos series de composición

(65) 0 = N0 ⊆ · · · ⊆ Ni = N y 0 =
Ni

N
⊆ · · · ⊆ Nm

N
=
M

N
,
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de N y M/N , respectivamente. Notemos que además

`(M) = m = i+ (m− i) = `(N) + `(M/N).

Rećıprocamente, si M tiene un submódulo N tal que N y M/N tienen series de composición
como (65), combinándolas se obtiene una serie de composición como (64). �

Teorema 3.5 (Teorema de la dimensión). Dos submódulos M1 y M2 de M tienen longitud
finita si y sólo si su suma e intersección la tienen. Además

`(M1 +M2) + `(M1 ∩M2) = `(M1) + `(M2).

Demostración. Basta aplicar el teorema anterior a los submódulos y módulos cocientes
que aparcen en las sucesiones exactas cortas

0 // M1 ∩M2
// M1

// M1

M1 ∩M2

// 0

y

0 // M2
// M1 +M2

// M1 +M2

M2

// 0 ,

y usar que M1
M1∩M2

' M1+M2
M2

. �

Proposición 3.6. Un A-módulo M tiene una serie de composición si y sólo si es noe-
theriano y artiniano.

Demostración. Supongamos que M tiene longitud finita. Dado que toda cadena estric-
tamente creciente o estrictamente decreciente de submódulos de M tiene a lo sumo `(M) + 1
componentes, es inmediato que M es noetheriano y artiniano. Supongamos ahora que M es
noetheriano y artiniano. Afirmamos que M tiene longitud finita. Tomemos un submódulo N
de M , maximal entre los que tienen longitud finita. Para terminar la demostración es suficien-
te ver que N = M , pero esto se sigue de que si no podŕıamos tomar un submódulo N ′ de M ,
minimal entre los que contienen a N estrictamente y, de que entonces, `(N ′) = `(N)+1 <∞,
contradiciendo la maximalidad de N. �
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Caṕıtulo 10

Módulos sobre dominios principales

Recordemos que A es un dominio principal si es un dominio conmutativo y todo ideal de A
es ćıclico y que todo dominio principal es de factorización única. Una consecuencia particular
de esto es que los primos no nulos de A coinciden con los irreducibles.

1. Módulos libres

En toda esta sección A denota a un dominio principal.

Teorema 1.1. Todo submódulo de un A-módulo libre es libre.

Demostración. Supongamos que L es un A-módulo libre y que M es un submódulo de
L. Fijemos una base bien ordenada B = (vi)i∈I de L y, para cada i ∈ I, consideremos los
submódulos

Li :=
⊕
j<i

〈vj〉, Li :=
⊕
j≤i
〈vj〉, Mi = M ∩ Li y M i = M ∩ Li,

de L. Notemos que Li = Li ⊕ 〈vi〉 y que cada m ∈M i tiene una escritura única

m = mi + λm · vi, con mi ∈ Li y λm ∈ A.

Es evidente que la fórmula gi(m) := λm define una aplicación A-lineal gi : M i → A. Como
A es un dominio principal, la imagen de gi es cero o es un A-módulo libre de dimensión 1
(dependiendo de si Mi = M i o no). En ambos casos la sucesión exacta corta

0 // Mi
ι // M i

gi // Im(gi) // 0 ,

donde ι es la inclusión canónica, es escindida y, por lo tanto, existe un submódulo M ′i de M i,

tal que M i = Mi⊕M ′i y M ′i ' Im(gi). Afirmamos que
∑

i∈IM
′
i es directa y que M =

⊕
i∈IM

′
i .

Veamos primero que la suma es directa. Para ello escribimos

0 = mi1 + · · ·+mir , con r ≥ 1, mih ∈M
′
ih

e i1 < i2 < · · · < ir,
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y procedemos por inducción en r. Es claro que si r = 1, entonces mi1 = 0. Supongamos ahora
que r > 1. Como

mi1 + · · ·+mir−1 ∈Mir y M ir = Mir ⊕M ′ir ,

debe ser mir = 0 y, a posteriori, mi1 = · · · = mir−1 = 0. Veamos a continuación que

M =
⊕
i∈I

M ′i .

Es evidente que
⊕

i∈IM
′
i ⊆ M . Supongamos que la inclusión rećıproca no vale y tomemos

m ∈ M \
⊕

i∈IM
′
i con i(m) mı́nimo, donde para cada m ∈ M \ {0} denotamos con i(m) al

menor de los i ∈ I tal que m ∈ Li. Dado que

m ∈ Li(m) ∩M = M i(m) = Mi(m) ⊕M ′i(m),

existen m′ ∈Mi(m) y m′′ ∈M ′i(m) tales que m = m′+m′′. Como, por la minimalidad de i(m),

m′ ∈
⊕
i∈I

M ′i ,

también

m = m′ +m′′ ∈
⊕
i∈I

M ′i ,

contradiciendo la suposición hecha arriba. Por lo tanto, M es la suma directa de los M ′i , como
queremos. �

Corolario 1.2. Todo A-módulo finitamente generado sin torsión es libre.

Demostración. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.7 y 1.1. �

Corolario 1.3. Para todo A-módulo finitamente generado M existe n ∈ N0 tal que

(66) M = T(M)⊕ M

T(M)
' T(M)⊕A(n).

Además n no depende del isomorfismo elegido.

Demostración. Basta observar que la sucesión exacta corta

0 // T(M)
ι // M

p // M/T (M) // 0 ,

se parte porque, por el corolario anterior existe n ∈ N0 tal que M/T(M) ' A(n). La unicidad
de n se sigue de que el isomorfismo que aparece en (66) induce un isomorfismo

M

T(M)
' T(M)⊕A(n)

T
(
T(M)⊕A(n)

) =
T(M)⊕A(n)

T(M)
' A(n)

y de que todo anillo conmutativo satisface la ICB. �
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2. Módulos de torsión

Consideremos un dominio principal A y un elemento irreducible p ∈ A\{0}. Un A-módulo
M es p-primario si para todo m ∈ M existe n ∈ N tal que pn ·m = 0. Para cada A-módulo
M , el conjunto

Mp := {m ∈M : pn ·m = 0 para algún n ∈ N}
es un submódulo p-primario de M , llamado la componente p-primaria de M .

Observación 2.1. Para todo morfismo de A-módulos f : M → N y cada primo p ∈ A no
nulo, f(Mp) ⊆ Np. En efecto esto se sigue de que si pn ·m = 0, entonces

pn · f(m) = f(pn ·m) = f(0) = 0.

Teorema 2.2. Si M es un A-módulo de torsión, entonces

M =
⊕
p∈P

Mp,

donde P es una familia de representantes de las clases de equivalencia de los irreducibles de A
módulo asociados.

Demostración. Por hipótesis, dado m∈M , existe a∈A\{0} tal que a·m=0. Escribamos

a = upl11 · · · p
lr
r ,

con u ∈ A×, p1, . . . , pr ∈ P y n1, . . . , nr ∈ N. Consideremos los elementos bi := a/plii . Como
los bi’s son coprimos, existen c1, . . . , cr ∈ A tales que c1b1 + · · ·+ crbr = 1. Por lo tanto

m = 1 ·m = c1b1 ·m+ · · ·+ crbr ·m.
Además, bi ·m ∈Mpi porque plii · (bi ·m) = a ·m = 0 y aśı,

M =
∑
p∈P

Mp.

Resta probar que la suma es directa. Supongamos que

m1 + · · ·+ms = 0 con mj ∈Mpj .

Debemos mostrar que m1 = · · · = ms = 0. Esto es obvio si s = 1. Supongamos que es cierto

cuando s = n y que s = n+ 1. Tomemos h1, . . . , hn+1 ∈ N tales que p
hj
j ·mj = 0. Entonces

0 = ph11 · · · p
hn
n · (m1 + · · ·+mn) = −ph11 · · · p

hn
n ·mn+1.

Pero como ph11 · · · phnn y p
hn+1

n+1 son coprimos, existen a, b ∈ A tales que

aph11 · · · p
hn
n + bp

hn+1

n+1 = 1,

y, por lo tanto,

mn+1 = aph11 · · · p
hn
n ·mn+1 + bphn+1 ·mn+1 = 0.

Ahora m1 = · · · = mn = 0, por hipótesis inductiva. �

Nota 2.3. Si M es finitamente generado, entonces el conjunto P ′ := {p ∈ P : Mp 6= 0}
es finito y, para cada p ∈ P ′ existe rp ∈ N tal que An(Mp) = 〈pnp〉.

Teorema 2.4. Si M 6= 0 es un A-módulo p-primario y existe r ∈N tal que prM = 0,
entonces M es suma directa de módulos ćıclicos.
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Demostración. Denotemos con V a M/pM y consideremos las filtraciones

M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · · y V1 ⊆ V2 ⊆ V3 ⊆ · · ·
de M y V respectivamente definidas por

Mi := {m ∈M : pi ·m = 0} y Vi :=
Mi + pM

pM
.

Es evidente que M =
⋃
Mi y V =

⋃
Vi. Tomemos una base S de V como A/pA-espacio

vectorial, tal que S ∩ Vi es una base de Vi y para cada s ∈ S denotemos con i(s) al mı́nimo
i tal que s ∈ S ∩ Vi. Para cada s ∈ S elijamos un representante s′ de s en Mi(s) (es decir
elijamos s′ ∈Mi(s) tal que π(s′) = s) y definamos

ϕ :
⊕
s∈S

A

pi(s)A
−→M

por

ϕ
(
(as)s∈S

)
:=
∑
s∈S

as · s′.

donde as ∈ A y as denota a la clase de as en A/pi(s)A. Es fácil comprobar que ϕ está bien
definido y que es un morfismo de A-módulos. Aśı, para terminar la demostración, sólo debemos
probar que también es biyectivo. Veamos primero que si ϕ

(
(as)s∈S

)
= 0, entonces as = 0 para

todo s ∈ S. Claramente para esto es suficiente probar que

(67) as ∈
piA

pi(s)A
para todo s ∈ S y todo i ∈ N0.

Procedemos por inducción en i. Para i = 0 no hay nada que probar. Supongamos ahora
que (67) vale para i = k con k ∈ N0 fijo. Entonces∑

s∈S
i(s)≥k+1

as · s′ =
∑
s∈S

as · s′ = 0,

pues de (67) se sigue que as = 0 para todo s tal que i(s) ≤ k. De (67) se sigue también que
para cada s ∈ S tal que i(s) ≥ k + 1 existe a′s ∈ A tal que as = pka′s. Claramente

pk
∑
s∈S

i(s)≥k+1

a′s · s′ =
∑
s∈S

i(s)≥k+1

pka′s · s′ =
∑
s∈S

i(s)≥k+1

as · s′ = 0,

lo cual implica que ∑
s∈S

i(s)≥k+1

a′s · s′ ∈Mk.

Considerando la imagen de esta igualdad en V obtenemos que∑
s∈S

i(s)≥k+1

a′s · s ∈ Vk,

de donde a′s ≡ 0 (mód p) para todo s ∈ S tal que i(s) ≥ k + 1. En consecuencia

as = pka′s ∈ pk+1A para todo s ∈ S tal que i(s) ≥ k + 1,

como queremos. Resta ver que ϕ es sobreyectivo. Afirmamos que

(68) M = Imϕ+ piM para todo i ∈ N.
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En efecto para i = 1 esto se sigue de que la imagen en V de Imϕ coincide con V . Supongamos
ahora que la igualdad (68) vale para i = k con k ∈ N fijo. Entonces

M = Imϕ+ pM = Imϕ+ p(Imϕ+ piM) = Imϕ+ p Imϕ+ pi+1M = Imϕ+ pi+1M,

como queremos. Como prM = 0 se sigue de la igualdad (68) para i := r que M = Imϕ. �

Observación 2.5. Supongamos que M 6= 0 es un A-módulo p-primario y finitamente
generado donde p es un primo no nulo de A y que r ∈ N es el mı́nimo natural tal que
prM = 0. El teorema anterior dice que existen n1, . . . , nr ∈ N0 con nr > 0 tales que

(69) M '
r⊕
j=1

(
A

Apj

)(nj)

.

Afirmamos que los nj’s no dependen del isomorfismo (69). Probaremos esto por inducción
en r. Cuando r = 1 el resultado es evidente pues en este caso n1 es la dimensión de M como
A
〈p〉 -espacio vectorial. Supongamos ahora que r>1 y que el resultado vale para r−1. Dado que

(70) pM '
r⊕
j=1

(
Ap

Apj

)(nj)

'
r⊕
j=2

(
A

Apj−1

)(nj)

y
M

pM
'
(
A

Ap

)(n1+···+nr)
,

se sigue de la hiṕotesis inductiva que los nj’s no dependen del isomorfismo (69).

3. Teoremas de estructura

En lo que sigue A es un dominio principal y P es una familia de representantes de las
clases de equivalencia de los irreducibles de A, módulo asociados.

Teorema 3.1. Para todo módulo finitamente generado M hay un isomorfismo

f : M −→ A(n) ⊕
⊕
p∈P ′

rp⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)

donde P ′ es un subconjunto finito de P, n y los npj son enteros no negativos que no dependen
del isomorfismo f y nprp > 0 para todo p ∈ P ′.

Demostración. La existencia de f se sigue del Corolario 1.3 y de los Teoremas 2.2 y 2.4.
Por otro lado del Corolario 1.3 se sigue también que n no depende de f . Para ver que los npj
tampoco lo hacen basta notar que, por la Observación 2.1, para cada p ∈ P ′ el morfismo f
induce un isomorfismo

fp : Mp −→
rp⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)

y aplicar la Observación 2.5. �

Nota 3.2. Con las notaciones del teorema anterior 〈
∏
p∈P ′ p

rp〉 = An(T (M)).

Teorema 3.3. Para todo módulo finitamente generado M hay un isomorfismo

f : M −→ A(n) ⊕
s⊕
j=1

(
A

Adj

)(nj)
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donde los di’s son elementos no nulos de A tales que di/di+1 para 1 ≤ i < s y los diA no
dependen del isomorfismo f .

Demostración. Usaremos libremente las notaciones del Teorema 3.1. Veamos primero
la existencia. Debemos probar que existen elementos no nulos d1, . . . , dr de A tales que di/di+1

para 1 ≤ i < r y ⊕
p∈P ′

rp⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)

'
s⊕
j=1

A

Adj
.

Escribamos d :=
∏
p∈P ′ p

rp . Por el teorema chino del resto

A

Ad
=
⊕
p∈P ′

A

Aprp
.

Aśı, por el Teorema 3.1

(71)
⊕
p∈P ′

rp⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)

'
⊕
p∈P ′

rp−1⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)
⊕ ( A

Aprp

)(nprp−1)
⊕ A

Ad
.

Notemos que dA es el anulador del módulo que está a la izquierda de '. Si la suma de los
npj (con j y p variando) es igual al cardinal de P ′, entonces la demostración está terminada.
Supongamos que este no es el caso. Por inducción en la suma de los npj (con j y p variando)
existen s ≥ 2 y elementos no nulos d1, . . . , ds−1 de A tales que dj/dj+1 para 1 ≤ j < s− 1, y

(72)
⊕
p∈P ′

rp−1⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)
⊕ ( A

Aprp

)(nprp−1)
 ' s−1⊕

j=1

(
A

Adj

)(nj)

Notemos que ds−1A es el anulador del módulo que está a la izquierda de ' y que, por lo
tanto, ds−1 | d. Escribamos ds en lugar de d. Combinamdo (71) con (72) obtenemos que⊕

p∈P ′

rp⊕
j=1

(
A

Apj

)(npj)

'
s⊕
j=1

A

Adj
.

Esto termina la prueba de la existencia de los dj ’s. Veamos ahora la unicidad de los dj ’s. El
isomorfismo f induce un isomorfismo entre

(73) T (M) '
s⊕
j=1

A

Adj
.

Denotemos con P ′ al subconjunto de P formados por los primos que dividen a ds. Como
dj | dj+1 para 1 ≤ j < s, la factorización de cada dj es de la forma

dj = uj
∏
p∈P ′

prpj ,

con uj ∈ A×, cada rpj en N0 y rp1 ≤ rp2 ≤ · · · ≤ rps. Por el Teorema chino del resto

A

Adj
'
⊕
p∈P ′

A

Aprpj
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Combinando esto con (73) obtenemos que T (M) =
⊕

p∈P ′ T (M)p y, para cada p ∈ P ′,

T (M)p =

s⊕
j=1

A

Aprpj
.

Como rp1 ≤ rp2 ≤ · · · ≤ rps se sigue de esto y de la Observación 2.5 que los rpj ’s están
determinados por T (M)p. Por lo tanto los dj ’s son únicos módulo asociados. �
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