Facultad de Ciencias Exactas y Naturales — Universidad de Buenos Aires

Algebra 1
Practica 2- Numeros Naturales e Induccién

Sumatoria

1. i) Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de sumatoria

(@) 1+2+3+4+4---+100 (d) 1+9+25+49+---+441
(b) 1+24+4+8+16+---+ 1024 () 1+3+5+4+ -+ (2n+1)
() 1+ (—4)+ 9+ (—=16)+25+---+(—144) (f) n+2n+3n+---+n?

ii) Reescribir cada una de los siguientes productos usando el simbolo de productoria y/o de
factorial

(a) 5-6---99-100 (b) 1-2-4-8-16---1024 () n-2n-3n-- n2

2. Escribir los dos primeros y los dos tltimos términos de las expresiones siguientes

NN e 1 o N “on Tt
i) 22(2—5) ii) Zm iii) Z 2% iv) ZZ v) HQZ’—S
i—1

i=6 imn i=1 i

i=1

- 1
3. i) Probar que, Vn € N, Zz = n(nT—&—) contando de dos maneras la cantidad de cuadraditos
i=1

sombreados del diagrama

ii) Deducir que, Vn €N, 2+4+6+---+2n=n(n+1).

4. Calcular
) > (4i+1) ii) > 2(i - 5)
=1 =6
5. Calcular

n n

i)y 2 i) > ¢*, qeR
1=0 1=0
n 2n

i) > ¢ qeR iv) > ¢, qeR
=1 i=n

Induccion

6. Probar que, Vn € N, 2(22 —1) =n%

=1

i) contando de dos maneras la cantidad total de cuadraditos del diagrama
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ii) usando el ejercicio 3

iii) usando el principio de induccién.

7. (Suma de cuadrados y de cubos) Probar que para todo n € N se tiene

22 nn+1)(2n+1) i) zn:i3=M

6 P 4
8. Probar que para todo n € N se tiene
" 4 ~1)"n(n +1) ” i 20 antl
: -1 i+1,2 ( : — _
i) ;( yr 2 W);(H—I)(H—% n+2
n
" -1 n+l S on4i "
11)12254@'2—1_%“ V)_lj[l%_g:?(l—?n)

n

iif) » (2i+1)37! =n3"

i=1

n

9. Sea a,b € R. Probar que para todon € N, a™ —b" = (a — b) Z a'~1p" . Deducir la férmula de la

i=1
n ) a™tl — 1 '
serie geométrica: para todo a # 1, Z a' = —
= a—1
10. i) Sea (@y)nen una sucesién de nimeros reales. Probar que Z Air1 — Qi) = Apt1 — G1.
=1
n
1 1 1 1
Calcul — (S ia: =< — )
) acuar;i(i+l) (Sugerencia G i i+1)
1 1 1

iii) Calcular Z

i=1
- (=1)%
11. Calcul —_
Calcular ; RS

).

(Sugerencia: calcular

(2i —1)(20 + 1) 2i—1 241

Vn eN.

12. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n € N

i) n<2n e~ 1 n+3
i) 37 4 57 > on+2 Vl)222—1> 4
iii) 37 > n?

n . 3n71
. n-+1 i >
1V);i+1§1+n(n—1) vii) n! > 5

2n i n 1
V)gggn VHI)ZZS —

13. Seaa € R, a > —1. Probar que, Vn € N, (1+a)” > 1+ na.
;En qué paso de la demostracién se usa que a > —17

FCEyN - UBA
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14. Probar que

i) n! >3""1 ¥Yn>5

iii <6n-—5 VYn>3
ii) 3n —2" >n3, Vn>4 );

i!

15. Probar que para todo n > 3 vale que

n(n —3)
2
ii) la suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es 7 (n — 2)

i) la cantidad de diagonales de un poligono de n lados es

Recurrencia

16. i) Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida recursivamente por
a1 =5 y pt1 = 3a, — 2", VneN
Probar que a,, = 2™ + 3™.
ii) Sea (an)nen la sucesién de nimeros reales definida recursivamente por
a; =2 y an+1:2nan+2”+1n!, Vn eN
Probar que a,, = 2" n!.
iii) Sea (an)nen la sucesién de niimeros reales definida recursivamente por
a1 =0 y apt1 =anp +nBn+1), VneN
Probar que a,, = n?(n — 1).

17. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

i)ar=1 'y a1 =1+ a,)? VneN iii) ag =1y apy1=na,, VneN

. 1
ii) =3 y ap+1=2a,+3", VneN iv) ag =2y an+1:2_a77 VneN

n

18. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

ya=1y anﬂzan—i—n?’, VneN
i) ay =1y anp1=a,+(-1)""n2 ¥neN
ili) a1 =3 y anr1=an+2n+1)3""1 VneN

(Sugerencia: usar los Ejercicios 10(i), 7y 8.)

19. i) Sea (an)nen la sucesién definida por

a1=1y apr1=a,+n-nl, VneN

Probar que a,, = n!, y, aplicando el Ej. 10(i), calcular E il
i=1
ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

ag =1y an+1:an+3n2+3n+1, VneN

Probar que a,, = n3, y, aplicando el Ej. 10(i), calcular de otra manera Zi2 (c.f. Ej. 7).
i=1

FCEyN - UBA



Algebra I Préctica 2 Pagina 4

20. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

i)ar=1, a2=2 y apra=napy1 +2(n+1a,, VneN
i) ap=1, ax2=4 y apta=4,/apt1+an, VNN
i) ag =1, a2=3 y 2ap42=0apy1+a,+3n+5, ¥VneN

. —ap+1 — 3 si n es impar
IV) ay = —3, as = 6 Yy Gp42 = .
Gn+1 +2a, +9  sines par

21. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

1 a0:2, a1:4 y an+2:4an+1—3an, VTLGNO

ii) ag =1, a1 =4 y an+2:4an+1—3an, VTLGNO

)
)
111) ap=1, a1 =4y an+2:4an+1—4an, Vn €Ny
22. i) Sea (ap)nen la sucesién definida por

ar=1, a=3 Yy ania=any1+da, (n € N)
Probar que a, < 1+ 3"~! para todo n € N.
ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

2n+1
an
n+2

3
ar=1, a=- Yy Gni2=apy1+

5 (neN)

1
Probar que a, > n + 3 para todon € N, n > 4.

23. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

l) a1:1 y an+1:1+2iai, VneN
=1
n
ai), VneN
=1

. 1 1
ii) a1:§ v an+1:§<1—

K3
i) oy =1 y anp1=» ai +(n+1), ¥neN
=1

24. Probar que todo nimero natural n se escribe como suma de distintas potencias de 2, incluyendo
20 =1 (sugerencia: considerar la mayor potencia de 2 menor o igual a n).
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