Proba (M) - 4/6/17.
Clase practica 16 - Mas de convergencias, Ley de los grandes niimeros,
Slutzky.

1. Sea U una variable aleatoria con distribucién U[0,1] y para n € N definamos la
variable aleatoria X,, como
1 siU<:
n
Xn =
0 en caso contrario.

Probar que nX,, — 0 pero que (nX,)ney Do tiene limite en L? para ningtin p > 1.

2. Dado a > 0 sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias independientes cada

una con distribucién Bernoulli de parametro n~“, respectivamente.

a) Probar que X, 50 para todo a > 0.

b) Probar que X, 0 para todop > 1y a > 0.

c¢) Estudiar para los distintos valores de a > 0 la existencia de limite casi seguro

de la sucesién (X, )nen. En caso de existir tal limite, explicitarlo.

d) Calcular P(L* = 1) para los distintos valores de & > 0, donde L* := limsup,,_, , .o X,.
e) Probar que P(L~ =0) = 1 para todo a > 0, donde L~ := liminf, . X,,.

3. Sea II una particién del intervalo [0,1] en k intervalos Iy,...,I; de longitudes
P1,-- -, Dk, respectivamente. Definimos la entropia Sy de la particiéon 11 como

K
Su=-)Y pilogp:.
j=1

Sea (X,)nen una sucesién de variables aleatorias independientes con distribucién
U[0,1] y para cada j = 1,...,k y n € N definamos la variable aleatoria

ZW =#lie{1,...,n}: X; € I;}.

k

-1 cs €]

Mostrar que log(%) — Sq, donde para cada n € N se define R,, = H ij"] .
=1

4. Sea (X, )nen una sucesion de variables independientes e idénticamente distribuidas
con funcién de densidad

flx) = 2Aa:e_’\x2](0,+oo) (x).
Dado a > 0 definimos:
a(n - /\ZZLZIX7,2>

Y.=n -
(i X7)?

a) Calcular el limite en distribucién de (=+l+=)*.
i=1""q

b) Probar que Y, 2 N(0, %) si o = 2,

c¢) Probar que Y, Losiax< 2

)

d) Probar que Y, Loosia> g, es decir, para todo M > 0 vale que
lim P(]Y,| < M) = 0. Deducir que (Y},)nen 10 esta acotada en probabilidad.

n——+o0o



