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1. El polinomio de Choi-Lam es el polinomio

f(x, y, z) = x2y2 + x2z2 + y2z2 − 4xyz + 1 ∈ R[x, y, z].

Probar que es no negativo en R3 pero no es una suma de cuadrados en R[x, y, z].

2. Para a = (ad, . . . , a0) ∈ Rd+1, sea fa(x) ∈ R[x] el polinomio fa(x) =
∑d

i=0 aix
i. Sea

C1,d = {a ∈ Rd+1 | fa(x) ≥ 0 para todo x ∈ R}.

Sea b ∈ C1,d \ {0}. Probar que b pertenece a un rayo extremo de C1,d si y sólo si todas las
ráıces de fb son reales.

3. (a) Probar que R(x) = {fg | f, g ∈ R[x], g 6= 0} es un cuerpo real.

(b) Sea r ∈ R. Probar que x− r y r − x no son sumas de cuadrados en R(x).

(c) Hallar todos los órdenes posibles para R(x).

4. Para cada b ∈ R, hallar la cantidad de ráıces reales en el intervalo (0, 1) del polinomio
f(x) = x4 + bx+ 1, contadas sin multiplicidad.

5. Sean f, g1, g2 ∈ R[x] con f 6= 0. En cada uno de los siguientes casos, hallar la cantidad de
elementos en el conjunto

{x ∈ R | f(x) = 0, g1(x)ε10, g2(x)ε20}

para cada ε = (ε1, ε2) ∈ {<,=, >}2:

(a) TQ(f, 1) = 5, TQ(f, g1) = −2, TQ(f, g21) = 4, TQ(f, g2) = 3,
TQ(f, g1g2) = 0, TQ(f, g21g2) = 2, TQ(f, g22) = 5, TQ(f, g1g

2
2) = −2,

TQ(f, g21g
2
2) = 4.

(b) TQ(f, 1) = 6, TQ(f, g1) = 4, TQ(f, g21) = 4, TQ(f, g2) = −1,
TQ(f, g1g2) = 0, TQ(f, g22) = 5, TQ(f, g1g

2
2) = 4.

6. Sean f1, . . . , fm1 , g1, . . . , gm2 , h1, . . . , hm3 , p ∈ R[x1, . . . , xk], M el monoide multiplicativo
generado por f1, . . . , fm1 , C el cono generado por g1, . . . , gm2 e I el ideal generado por
h1, . . . , hm3 . Sean S1, S2 ∈ M2, N1, N2 ∈ C, Z1, Z2 ∈ I, e ∈ N0 y q ∈ R[x1, . . . , xk] tales
que

S1p
2e +N1 + Z1 = 0 y S2 +N2 + Z2 + qp = 0.

(a) Probar que existen S ∈M2, N ∈ C y Z ∈ I tales que

S +N + Z = 0.

(b) Hallar tales S,N y Z en función de S1, S2, N1, N2, Z1, Z2, e y q.

7. Decidir si los ideales I1 = 〈x2 + y2〉 e I2 = 〈x3 + y2〉 de R[x, y] son ideales reales.



8. (a) Probar que para todo n ∈ N existen polinomios pn, qn ∈ R[x] que son sumas de
cuadrados en R[x] y tales que

1 +
1

n
− x2 = pn + qn(1− x2)3.

(b) Sean (pn)n∈N, (qn)n∈N ⊂ R[x] sucesiones formadas por sumas de cuadrados en R[x]
tales que para cada n ∈ N se verifica la igualdad del item anterior. Probar que

lim
n→∞

grado(pn) = lim
n→∞

grado(qn) =∞.

9. (a) Sea I ⊂ R un intervalo abierto y sean f1, . . . , fn : I → R funciones C∞. Para k ∈ N0,
probar que ( n∏

i=1

fi

)(k)
=

∑
(k1,...,kn)∈Nn

0
k1+···+kn=k

k!

k1! . . . kn!

n∏
i=1

f
(ki)
i ,

donde el supeŕındice entre paréntesis indica orden de derivación.

(b) Para α ∈ R y k ∈ N0, se define(
α

k

)
=
α · (α− 1) · (α− (k − 1))

k!

(notar que si f : (−1, 1)→ R, f(x) = (1+x)1/n, entonces para k ∈ N0,
f (k)(0)
k! =

(1/n
k

)
).

Para n ∈ N, probar que

r(x) =
∑
k∈N0

(
1/n

k

)
x

nk+1
n ∈ R〈〈x〉〉

es una ráız de p(x, y) = yn − x− x2 ∈ R〈〈x〉〉[y].

10. Sea n ≥ 1 y

p(x, y) =
n∑
i=0

ai(x)yi ∈ R[x, y] ⊂ R〈〈x〉〉[y]

un polinomio tal que a0(x) 6= 0 y an(x) = 1. Sea r(x) ∈ R〈〈x〉〉 una ráız de p. Probar que
r(x) 6= 0 y ord(r) ≥ 0.

11. Sean n, d ∈ N.

(a) Sean s =
(
n+d
d

)
, t =

(
n+2d
2d

)
y sea xα1 , . . . , xαt una enumeración de los monomios de

grado menor o igual a 2d en n variables de manera que en los primeros s términos se en-
cuentran los monomios de grado menor o igual a d. Sean f1, . . . , fk, f ∈ R[x1, . . . , xn]
con

fi =
s∑
j=1

aijx
αj para 1 ≤ i ≤ k y f =

t∑
j=1

ajx
αj .

Si
A = (aij) ∈ Rk×s y B = AtA ∈ Rs×s,

probar que f =
∑

1≤i≤k f
2
i si y sólo si para 1 ≤ j ≤ t

at =
∑

1≤j1,j2≤s
αj1

+αj2
=αj

Bj1j2 .

(b) Sea f ∈
∑

R[x1, . . . , xn]2 de grado 2d. Probar que `(f) ≤
(
n+d
d

)
.


