Loégica y computabilidad
Practica 6: Modelos y drboles en lenguajes de primer orden.

1) Sea L un lenguaje con igualdad, con un simbolo de funcion binario f y un
simbolo de constante c.
Dadas las siguientes interpretaciones:

L] Il = (N,,l)
» I = (Zaal)
. I3 = (Q?vl)

encontrar enunciados ¢ y « tales que
= 7, sea modelo de ¢,
= 7, sea modelo de o pero no de ¢, y
= 75 no sea modelo de «.

2) Sea L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién unario f. Sean «
y (3 los siguientes enunciados de L:

— ‘v’xﬂy(f(y):x),
8 = vavy((f@) = f») = (@ =)

Hallar dos interpretaciones Z; e Z, tales que Z; sea modelo de o y no de 3 e
7, sea modelo de [ pero no de a.

3) Dar un enunciado ¢ de primer orden en el lenguaje {<, =}, tal que M; = ¢
y My E ¢, donde:

» My = ({a,b,¢,d,e, f,g},<), siendo a < e;e < g,b < e,c < f,d <
L f<g

» My = ({a,b,¢,d,e, f,g},<), siendo a < d,b < d,¢c < d,d < g,e <
g9, f<g.

4) Sea L un lenguaje de primer orden con igualdad y con un simbolo de
funcién unario f. Sean 7,7, e Z3 las siguientes interpretaciones de L:

7, = (R, f1), donde fi(z) = z?.
T, = (R, f3), donde fo(z) = 2% + 1.

1



Z; = (N, f3), donde f3(z) = 2% + 2.

Encontrar dos formulas «; de £, i = 1,2, tales que Z; sea modelo de «; pero
que Z;11 no lo sea, con ¢ = 1, 2.

5) Sea £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcion binario. Encontrar
formulas « y £ tales que:

a) « sea valida en (Z,+) y no en (N, +).
b) § sea valida en (C,-) pero no en (R,-).

Definiciéon: Sea £ un lenguaje de primer orden e Z una interpretacion. Deci-
mos que un elemento de a € Uz es distinguible si y solo si existe una féormula
de £ con una sola variable libre x, digamos ¢(x), que «solo es verdadera
cuando x = a».

Mas precisamente, si ¢ es un simbolo de constante que no esta en L,
consideramos el lenguaje £ = £ U {¢} y la interpretacion ampliada Z' que
agrega a Z una interpretacion ¢z para ¢ y mantiene las interpretaciones de
7 para los simbolos de L. Luego, decimos que a € Uz es distinguible si y solo
si existe ¢(x), una formula de £ (y por tanto de £L'), tal que

Uz es un modelo de ¢(z/¢) < ¢p=a.'

6) Verificar que si £ es un lenguaje de primer orden con un simbolo de
igualdad:

a) si ¢ es un simbolo de constante de L, entonces ¢z es un elemento
distinguible de Uz.

b) si a € Uz es la interpretacion que da Z a un término sin variables de
L, entonces a es un elemento distinguible de Uz

c) Dar un ejemplo de un lenguaje £ y una interpretacion Z de dicho
lenguaje con universo infinito, tal que todo elemento de Uz sea distinguible.

7) Sea L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funcién binario, y sean
7, e I, las interpretaciones

Il = (N, +)7 I2 = (Nv ‘)7

'La dificultad técnica en esta definicién, que obliga a ampliar el lenguaje £ y la in-
terpretacion Z, es que para que la sustitucion z/¢ funcione adecuadamente, ¢ no debe
aparecer en o(z); es decir, ¢ solo aparece en ¢(x/¢) a causa de la sustitucion z/c.



donde N denota el conjunto de los ntimeros naturales. Probar que 1 es un
elemento distinguido en ambas interpretaciones.

8) Sea L un lenguaje de primer orden y con un simbolo de predicado binario
<. Probar que todos los elementos del universo de la siguientes interpreta-
ciones son distinguibles:

a) ({:Ul,xg,asg,x4,x5,a:6}, < ), donde:
1 < To, X1 <T3, Xo2<T4, X3< Ty,

3 < Ty, T4<Tg Y Tz < Tg.

b) ({a17a27a3ua’47a5}7 < ), donde:
ar <ax <az < aq, a < as.
9) Probar que si el universo de una interpretacion es finito con n elemen-

tos (n > 1) y tiene la propiedad de que n — 1 elementos del universo son
distinguibles, entonces todos los elementos son distinguibles.

Definicion. Sea £ un lenguaje de primer orden. Dos interpretaciones Z; e
7, de L se dicen isomorfas si existe una biyecciéon entre sus universos

gb: UI1 — U12
con las siguiente propiedades:

= para cada n € N y cada simbolo de predicado n-ario P del lenguaje, se
cumple

(a1,...,an) € P, <= (d(a1),...,d(an)) € Pr;
= para cada n € N y cada simbolo de funcién n-ario f del lenguaje, vale
O(fr (a1, an)) = fr,(d(ar), . .. Plan));
= y para cada simbolo de constante ¢ del lenguaje, se tiene

¢(CII) = C1,-



10) Decidir en cada caso si Z; e Z, son interpretaciones isomorfas en los
lenguajes dados:

a) L un lenguaje con igualdad y un simbolo de funciéon binario.

Il == (N, +)7 IQ — (N, )

b) £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de predicado binario.

Il = (N, <), IQ = (N, >).

¢) £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de predicado binario.

7, = (N, <), Iy, =(Z,<).

d) £ un lenguaje con igualdad y un simbolo de predicado binario.

Il = (N,<), Ig = (N, S)

e) £ un lenguaje con igualdad, un simbolo de funcién binario y un simbolo
de constante c.
1-1:<N,',2), IQI<N,',3).

11) Decidir si las siguientes formulas son equivalentes:
a = Vady(P(a,y) = P(y,z))

B = VaIy(P(z,y) - I2P(z,1)).

12) Probar que las siguientes formulas son universalmente vélidas:
a) (JyP(y) — Yz3yP(y)).
b) (JyP(y) — JyFzP(y)).
) (VzP(z) — P(t)), donde t es un término sin variables.

d) (VavyQ(z,y) = YyQ(y.v))-

e) (P(t) — 3zP(z)), donde t es un término sin variables.

o
>

N

4



f) (‘v’xQ(x,f(x)) — VxEIyQ(a:,y)).

13) Probar:
a) Si ¢ es universalmente valida, entonces Vx¢ también lo es.
b) Si ¢y (¢ — ¢) son universalmente validas, entonces ¢ también lo es.

c) Utilizando a) y b) dar un argumento que permita justificar usando
arboles de refutacion que las siguientes formulas son universalmente validas:

(i) V2 (P(2) = (Py) = P(2))).
(id) <VxP(x) = (P(c) = P(d))).

14) Introducir reglas de expansion de arboles para < y demostrar que las
siguientes férmulas son universalmente validas:

a) (VaVyo(z,y) < YyVeo(z,y))
b) (3x3yo(z,y) & JyIzé(x,y))

o) (Y2(Q(@) A 3yP(y)) & (Y2Q(@) A FyP(y)))
Q) (ve(Q) v IyPy) « (V2Q(2) vV IyP(y)))
o) (¥2(Q(@) = 3yP(y) + (32Q(@) - yP()))
15) En cada caso, decidir usando arboles de refutacion si I' = a.
a) I' = {Vadyd(z,y)} y a = FyVzd(z,y).
b) I' = {FyVao(z,y)} v o = VaTyo(z, y).
c)l=0ya= VxVy(P(x) — (P(y) — P(.:E)))
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16) Analizar si « y 8 son equivalentes.
2) o = ~V26(z) y B = Iu6(z).
b) a =Vzg(z) y 8 = ~Jzd(x).
¢) a =VaIyP(z,y) y B = IyVaP(z,y).

17) Decidir si las siguientes férmulas son universalmente validas.

a) VrIyVz3w (P(x, y)V P(w, z))



b)

7 N

(V2 (P(@) = R()) A Je(P(z) A ~Q(x)) ) = 3x(R(z) A ﬂQ(@))
) (Vx(P(x) V R(z)) — VxP(x))

d)

/~

32(P(x) A R(c) & (3zP(x) A R(c)))

w2

ean las férmulas:

18) a)
a = ‘v’xVsz((P(m, y) A Py, 2)) = Pz, z)).
az = Vay (P(m, y) — P(y,x)).
a3 = Yoy P(z,y).
aq = V2 P(z, ).

Estudiar si {a, ao, a3} | ag v si {ag, as} E ay.

b) Decidir si

{FaVyR(z,y, f(z,y))} = JaVyIzR(z,y, 2).

¢) Decidir si

{ IWaP(z,y), VeVa(P(z,2) — P(z,¢)) } = Plc,c).

19) Dado ¢l conjunto
= {VxVy((R(x,y) A R(y,x)) = (z = y)),VWy(R(w?y) — R(y,x))},
probar que I = , donde
o =y (R(z,y) = (z = y)).

20) Sea L un lenguaje con igualdad, un simbolo de predicado binario y un
simbolo de funciéon unario. Sean aq, s, ag, g y a5 las siguientes formulas de

L:



Probar que

(651

Qg
a3

Qg

Q5

{041’042,0437044} ): as.



