Loégica y computabilidad

Practica 4: Compacidad

1) Sean I'; y I'y dos conjuntos satisfacibles de formulas, tales que I'y UT'; es
insatisfacible. Probar que existe una formula « tal que I'y F ay I's | —a.

2) Enunciar y demostrar resultados analogos a los del ejercicio anterior cuan-
do se consideran més de dos conjuntos.

3) Sea I' un conjunto de féormulas del calculo proposicional que verifica la
siguiente propiedad: si a y 8 son formulas de I', entonces o — [ es tautologia
o bien f — « es tautologia. Probar que si I' =+, entonces existe una formula
a €T tal que {a} 7.

4) Sea I un conjunto de féormulas. Mostrar que si cada valuacion satisface
al menos una féormula de I', entonces existe un nimero finito de férmulas
ai, ..., en I tales que ap V...V« es tautologia.

5) Sea X una formula satisfacible. Se construye un conjunto I" inductivamente
del siguiente modo: I'y = { X}, ;41 =T, U{Y'}, donde Y es una férmula que
es disyuncion de literales (variables proposicionales o negacién de variables
proposicionales), y que contiene una variable proposicional que no aparece en
ninguna de las formulas de I'; o la negacion de esta. Si I' = J;,n I, probar
que I' es satisfacible.

6) Usar el ejercicio anterior, para dar ejemplos de conjuntos satisfacibles
infinitos.

7) Sea a € Form y I" un conjunto de formulas tales que « es anticonsecuencia
de I" (ver ¢j. 18, P. 3). ;Es «a anticonsecuencia de un subconjunto finito de
r?

8) Sean I'; y I'y dos conjuntos de formulas. Diremos que I'y es consecuencia
de I'y si cada vez que una valuacién hace verdadera a las férmulas de I'y,
entonces existe una féormula de I'; tal que dicha valuacion hace verdadera a
la férmula. Diremos que I'y es consecuencia fuerte de 'y si cada vez que una
valuacion hace verdadera a las formulas de I';, entonces dicha valuacién hace
verdadera a todas las formulas de I'y. Decidir si las siguientes afirmaciones
son verdaderas o falsas.

a) Si I'y es consecuencia de I'1, entonces existe un subconjunto finito S
de I'; tal que I's es consecuencia de S.



b) Si I'y es consecuencia fuerte de I'y, entonces existe un subconjunto
finito S de I'; tal que I'y es consecuencia fuerte de S.

9) Sean I'y y 'y dos conjuntos de férmulas. Se define
(T —=Ty)={(a—=pB) |aely,pely}.

Probar que si (I'y — I'y) es satisfacible, entonces existen aq, ..., a, formulas
del'1y fBi,..., By formulas de I's tales que ((ozl/\. S Aay) = (PLV.. \/Bm))
es satisfacible.

10) Establecer resultados analogos a los del ejercicio anterior para los demaés
conectivos binarios.



