CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2015

PrRAcTICA 5: COMPLETITUD, CONTINUIDAD UNIFORME Y BAIRE

“Cuanto mdas sdlido, bien definido y espléndido es el edificio erigido por el entendimiento,
mds imperioso es el deseo de la vida por escapar de €l hacia la libertad.”
HEGEL.

Completitud

Ejercicio 1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea (x,)neny C X. Probar que:

i) lim x, = x siy sélo si para toda subsucesién (zn, )ken, lim z,, = z.
n—00 k—ro0

ii) Si existe x € X para el cual toda subsucesién (zp, )ken de (2, )nen tiene una subsucesion
(%, )jen tal que lim x,, = x, entonces (z,)nen converge y lim z, = .
J j—>oo J n—o0

iii) Si (zn)nen es convergente, entonces (x,)nen es de Cauchy. ;Vale la reciproca?

iv) Si (zn)nen es de Cauchy, entonces es acotada.

v) Si (zn)nen es de Cauchy y tiene una subsucesion (x,, )ken tal que kh'm Tp, =2 € X,
—00

entonces (Z,)nen converge y lim z, = x.
n—oo

Ejercicio 2. Probar que si toda bola cerrada de un espacio métrico X es un subespacio completo
de X, entonces X es completo.

Ejercicio 3. Sea (X, d) un espacio métrico.
i) Probar que todo subespacio completo de (X, d) es un subconjunto cerrado de X.

ii) Probar que si X es completo, entonces todo subconjunto F' C X cerrado, es un subespacio
completo de X.

Ejercicio 4. (Teorema de Cantor) Probar que un espacio métrico (X, d) es completo si y sélo si
toda familia (F},)nen de subconjuntos cerrados de X, no vacios, tales que F, 41 C F,, para todo
n € Ny diam(F,,) — 0, tiene un tnico punto en la interseccién.

Ejercicio 5. Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos. Probar que (X x Y,d) es completo si y
sélo si (X,d) e (Y,d) son completos.

Ejercicio 6. Sean X,Y espacios métricos. Sea f : X — Y una funcién continua y suryectiva.
i) Probar que si X es separable, entonces Y es separable.

ii) ;Es cierto que si X es completo entonces Y es completo?



Ejercicio 7.

i) Sea X un espacio métrico y sea B(X) = {f : X — R / f es acotada }. Probar que
(B(X),d) es un espacio métrico completo, donde dw(f, g) = sup |f(z) — g(z)|.
reX

ii) Sean a,b € R, a < b. Probar que (C|a, b], ds) es un espacio métrico completo, donde d
es la métrica definida en el item anterior.

iii) Probar que ¢g := {(an)neny C R | a, — 0} es un espacio métrico completo con la distancia
doo((an>n€N7 (bn)neN) = sup |an - bn’
€N
Ejercicio 8. Sea (X, d) un espacio métrico y sea D C X un subconjunto denso con la propiedad
de que toda sucesién de Cauchy (ay)neny C D converge en X. Probar que X es completo.

Continuidad Uniforme

Ejercicio 9. Sean (X, d) e (Y, d’) espacios métricos y sea f : X — Y una funcién que satisface:

d'(f(x1), f(x2)) < ¢ d(x1, x2)

para todos z1,x2 € X y algtin ¢ > 0. Probar que f es uniformemente continua.

Ejercicio 10.

i) Sean (X,d) e (Y,d’) espacios métricos, A C X y f: X — Y una funcién. Probar que si
existen « > 0, (Zp,)neN, (Yn)nen C A sucesiones y ng € N tales que
a) d(xn,yn) — 0 paran — oo y
b) d'(f(zn), f(yn)) = o para todo n > ny,

entonces f no es uniformemente continua en A.

2

ii) Verificar que la funcién f(z) = z° no es uniformemente continua en R. ;Y en R<_;?

iii) Verificar que la funcién f(z) = sen(1/z) no es uniformemente continua en (0, 1).

Ejercicio 11.

i) Sea f:(X,d) — (Y,d’) una funcién uniformemente continua y sea (z)nen una sucesion
de Cauchy en X. Probar que (f(zy))nen es una sucesiéon de Cauchy en Y.

ii) Sea f:(X,d) — (Y,d’) un homeomorfismo uniforme. Probar que (X, d) es completo si y
sélo si (Y, d') es completo.

En particular, si un espacio métrico X es completo para una métrica lo es para cualquier
otra métrica uniformemente equivalente.



Ejercicio 12.

i) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R acotada y continua pero no uniformemente
continua.

ii) Dar un ejemplo de una funcién f : R — R no acotada y uniformemente continua.

Ejercicio 13. Sea f : (X,d) — (Y, d’) una funcién uniformemente continua, y sean A, B C X
conjuntos no vacios tales que d(A, B) = 0. Probar que d'(f(A), f(B)) = 0.

Ejercicio 14. Sean X e Y espacios métricos, con Y completo. Sea D C X un denso y sea
f : D — Y una funcién uniformemente continua. Probar que f tiene una tnica extension
continua a todo X, es decir, existe una tnica funcién F' : X — Y continua tal que F|p = f.
(Més atn, F' es uniformemente continua).

Conjuntos Perfectos

Ejercicio 15. Sea C el conjunto de Cantor.
i) Probar que C es cerrado y acotado (y por lo tanto compacto).

)
ii) Probar que C es perfecto (i.e. C =C').
)

iii) Probar que C tiene interior vacio.

iv) Probar que z € C si y solo si su desarrollo en base 3 tiene, admitiendo colas de 2's, sélo
las cifras 0 y 2.

v) Probar que C tiene el mismo cardinal que R.

Ejercicio 16. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Probar que si P C Xes perfecto entonces
es no numerable.

Ejercicio 17.

i) Sea S C R™ no numerable. Sea T el conjunto de puntos de condensacién de S (que por el
ejercicio 6 de la practica 3 es no vacio). Probar que:

(a) S — T es numerable.

(b) SNT es no numerable.
)
)

(c

(d) T no posee puntos aislados.

T es un conjunto cerrado.

ii) Teorema de Cantor-Bendizon. Probar que cualquier conjunto cerrado F' no numerable de
R™ puede expresarse de la forma F' = AU B, donde A es perfecto y B es numerable.



Baire

Ejercicio 18. Probar que R™ no puede escribirse como unién numerable de subespacios vecto-
riales propios.

Ejercicio 19. Sean (X, d) un espacio métrico completo sin puntos aislados y sea D un subcon-
junto denso y numerable de X. Probar que D no es un Gs.

Ejercicio 20. Demostrar que no existe ninguna funcién f : R — R que sea continua sélo en
los racionales.
Sugerencia: Para cada n € N considerar el conjunto

1
U, = {x € R / JU C R abierto con z € U y diam(f(U)) < ﬁ}

Ejercicio 21. Sea (X, d) un espacio métrico. Se dice que un conjunto A C X es nunca denso si
() =0,

Sea (In)nen la sucesién de intervalos de [0, 1] con extremos racionales y para cada n € N sea
E,={f€C|0,1] / f es mondtona en I,}.
i) Probar que para cada n € N, E,, es cerrado y nunca denso en (C|0, 1], d).

ii) Deducir que existen funciones continuas en el intervalo [0, 1] que no son mondétonas en
ningn subintervalo.

iii) Probar que el conjunto formado por las funciones continuas que tienen algin intervalo de
monotonia tiene interior vacio en C|a, b)].

Ejercicio 22. Sean (X, d) un espacio métricoy A C X.
i) Probar que si A es nunca denso, entonces X — A es denso. | Vale la reciproca?

ii) Probar que si A es abierto y denso, entonces X — A es nunca denso.

Ejercicio 23. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Probar que son equivalentes:
(1) A es nunca denso;
(2) toda bola abierta B contiene otra bola abierta By C B tal que By N A = (;

(3) A no es denso en ninguna bola abierta.

Ejercicio 24. Sea Lipla,b] = {f € Cla,b] : 3k > 0, |f(z) — f(y)| < k|z — y|}. Probar que
(Lip[a, b])° = 0 en Cla,b].



