1. Analisis Multivariado - Practica 3

1.1. Coordenadas discriminantes

1. Sean x;1,...,X;n, Observaciones p—variadas de la poblacién ¢—ésima, 1 < ¢ < k. Sean
n; k n;
_ 1 1 . 1 . (2 _ _ T
Xi=—Y xij X=-Yn% Q=) (xij-%)(x,—X)
]:1 =1 ]:1

k . :
donde n = )7, n; es el nimero total de observaciones. Definamos

B = mZni(ii—i)(ii—i)T

a) Mostrar que A2 = X\j+Xg+---+X, = A+ X+ -+ A, donde Ay > Ay > ... > )\
son los autovalores no nulos de S™'B (o bien de S_%BS_%). También mostrar
que A\ + Aoy + - -+ A\, es la separacion resultante cuando se usan sélo las primeras
r coordenadas discriminantes.

b) Deducir que la primer coordenada discriminante produce la principal contribu-
cién individual ();) a la medida de separacién A? y que en general la r—ésima
coordenada discriminante contribuye A, a la medida de separacién AZ2.

2. Supongamos que tenemos dos poblaciones indicadas por 1y 2 en R? con distribuciones
No(py, ) v Na(py, ), respectivamente, donde

2 1
My = (172)T7 Mo = (471)T7 3= ( 1 3 )

a) Calcule X' y deduzca una expresion para z' 3 'z.

b) Calcule la primer coordenada discriminante a.
c) En base a ar; como asignarfa a un punto xg a la poblacién 17

;Dénde clasificarfa xo = (3,2)17

3. Los cricétidos (Cricetidae) son una familia de roedores miomorfos que forma parte de
la gran superfamilia Muroidea. Esta familia incluye a los hamsters, ratas campestres,
lemmings y ratones de las Américas.



Con casi 600 especies, entre ellos los Microtus multiplex y Microtus subterraneus son
los més dificiles de distinguir morfolégicamente. En este ejercicio, 142 roedores se iden-
tificaron a través de un analisis de cromosomas que permitié distinguir 43 Micro-
tus multiplex, 46 Microtus subterraneus y 53 Microtus abbreviatus. Por otra parte,
199 especimenes no se pudieron identificar. Los datos se encuentran en el archivo
microtus-data.txt.

Para cada roedor se midieron 8 variables

M1Left: Ancho del molar superior izquierdo # 1 (0.001mm)

M2Left: Ancho del molar superior izquierdo # 2 (0.001mm)

M3Left: Ancho del molar superior izquierdo # 3 (0.001mm)

Foramen: Largo de la fosa incisiva (0.001mm)

Pbone: Largo del hueso palatal (0.001mm)

Length Condylo: Largo del créneo (0.01mm)

Altura: Altura del crdaneo sobre bullae (0.01mm)

Rostrum: Ancho del craneo a través del rostro (0.0lmm)

Obteniendo entonces vectores x;; € R 1 < j <mn;, 1 =1,2,3 (k=3),ny =43, ny =

46, ng = 53 donde 7 = 1 indica que el roedor es de la familia Microtus multiplex, i = 2
que es de la familia Microtus subterraneus y i = 3 que es Microtus abbreviatus. Sean
n=ni+ny+ns, U= Qi+Qz+Qs, X; = Qi/n; donde Q; = 37 (% —%,) (xi,,— %)
Definamos H = S5 ny(X; — X)(X; — X)T donde X = (1/n) S2F_, n;%;. Sean b los
autovectores de B = (T~H)THT! tales que ||b,|| = 1, bib, = 0 si £ # j donde
U=T"Tya;=(T""bjvn—k.

a) Testee con nivel asintético o = 0,001 si las tres poblaciones tienen igual matriz
de covarianza. Cuél es el p—valor?

b) En base a lo obtenido en a) qué estadistico usaria para testear

Ho:py = py = pg

Qué distribucion tiene bajo Hj. Realice el test con nivel exacto a = 0.001.

¢) En base a los resultados obtenidos en a) y b), decida si es razonable hacer un plot
de las coordenadas discriminantes. ; Cuantas coordenadas consideraria? Explique
claramente porqué.

d) Grafique los datos proyectados en las dos primeras coordenadas discriminantes
indicando con cuadrados negros la proyeccion de los 43 datos Microtus multiplex,
con circulos rojos la de los 46 datos Microtus subterraneus y con triangulos azules
la de los 53 datos Microtus abbreviatus. Indique ademas las medias proyectadas
de cada grupo y los circulos de confianza para el valor medio esperado de la
proyeccion de cada grupo con nivel 0.95.

Qué puede deducir del grafico?

Observacion: Trate de tener la misma escala en ambos ejes para que los circulos
se vean como tales



)

Grafique las semi-rectas que delimitan regiones del espacio que A, B y C que
permitan clasificar a cada roedor en una de las tres clases Microtus multiplex,
Microtus subterraneus o Microtus abbreviatus.

Indique como asignaria un nuevo roedor a cada una de esas tres clases en base a
estas regiones.

Grafique luego en el mismo plot con diamantes rellenos verdes los 199 roedores que
externamente no se pudieron atribuir a ninguno de los dos grupos. Qué observa
respecto de los 199 roedores?

4. En la primer fase de un estudio sobre el costo de transporte de la leche desde las
granjas hasta las lecherias, se tom¢é una muestra de empresas de transporte vinculadas
al transporte de lacteos. En la tabla 1 se presentan los datos de costos por milla de

X1:
X, =
X3:

combustible
reparaciones

capital

para n; = 36 camiones nafteros y ny = 23 camiones a diesel.

Testear si hay diferencias entre los vectores de costos medios. Tomar a = 0,01.

Si la hipdtesis de igual vector de costos medios es rechazada en la parte (a), hallar
la combinacion lineal de las componentes de las medias que es mas responsable
del rechazo.

Construir intervalos de confianza de nivel simultaneo 0.99 para los pares de costos
medios. Si los hay ;Qué costos aparecen como muy distintos?

Comentar la validez de los supuestos realizados.

En base a los resultados obtenidos decida si es razonable hacer un plot de la
primera coordenada discriminante.

5. Del conjunto de datos “iris” consideremos las variables X = Ancho de los sépalos y
X4 = Ancho de los pétalos para las 3 especies de flores.

a)

b)

d)

Graficar los pares de datos (Xz, X4) en el plano. Para cada especie, estos datos
Jtienen aspecto de provenir de una distribucion normal bivariada?

Asumiendo que las muestras provienen de poblaciones con distribuciéon normal
bivariada con matriz de covarianza comin X, testear a nivel a = 0,05, la hipotesis
Hy: p, = py = pg, versus f; : al menos una de las p; es distinta de las otras.
. Es razonable el supuesto de igualdad de matrices de covarianza en este caso?

Considere ahora solamente las especies Virginica y Versicolor y repita a) y b). Si es
razonable el supuesto de igualdad de matrices de covarianza, haga un scatterplot
de las primeras coordenadas discriminantes significativas.

Repita c) con las variables (X7, Xo, X3, X4).

6. Considere el conjunto de datos swiss.heads del paquete Flury y realice un analisis
de coordenadas discriminantes para los grupos de hombres y mujeres validando los
supuestos necesarios.



7. Sean X;1,...,X;,, observaciones p—variadas de la poblaciéon ¢—ésima, 1 < i < k. Sea

k ~ ~ .
n=7y . ,n;ydefinamos X; = X11, ..., Xp; = X1y, - - -, X = Xpn,,, €5 decir,

X
]
izi—_llnm+j = X, paral <j<mn;,2<i<k

X1,j para 1 < j < n,

Definamos un vector dummy, y € R*™! que indica el grupo de pertenencia de una
observacion, o sea, para 1 </ <n

ye= (Ye1,--- ,ye,kq)T)
1 i X, pertenece al grupo i,

Yo =
0 en otro caso.

Llamemos S a la matriz de varianzas y covarianzas muestral de z, = (x;,y;)", 1 <
? <n. Sean

H = Zni(ii —%) (X% —x%)T

a) Muestre que U+ H = nSy; .
b) Muestre que H = nS;5S5, So;.
c¢) Realice un andlisis de correlacién candnica entre X e y.

Deduzca que las variables candnicas asociadas al vector X coinciden con las coor-
denadas discriminantes.



Camiones nafteros Camiones diesel
X, X, X5 X X, X3
16.44 1243 11.23 | 850 12.26 9.11
719 270 3.92 742 5.13 17.15
9.92 1.35 9.75 | 10.28 3.32 11.23
424 578 778 |10.16 14.72 5.99
11.20 5.05 10.67 | 12.79 4.17 29.28
14.25 578 9.88 | 9.60 12.72 11.00
13.50 10.98 10.60 | 6.47 8.89 19.00
13.32 1427 9.45 | 11.35 9.95 14.53
29.11 15.09 3.28 | 9.15 294 13.68
12.68 7.61 1023 | 9.70 5.06 20.84
751 580 813 | 9.77 17.86 35.18
990 3.63 9.13 |11.61 11.75 17.00
10.25 5.07 10.17 | 9.09 13.25 20.66
11.11 6.15 7.61 | 853 10.14 17.45
12.17 14.26 14.39 | 829 6.22 16.38
10.24 259 6.09 | 1590 1290 19.09
10.18 6.05 12.14 | 11.94 5.69 14.77
888 2.70 1223 | 9.54 16.77 22.66
12.34 773 11.68 | 10.43 17.65 10.66
8.51 14.02 12.01 | 10.87 21.52 28.47
26.16 17.44 16.89 | 7.13 13.22 19.44
1295 824 7.18 | 11.88 12.18 21.20
16.93 13.37 17.59 | 12.03 9.22 23.09
14.70 10.78 14.58
10.32  5.16 17.00
8.98 449 4.26
9.70 11.59 6.83
12.72 863 5.59
949 2.16 6.23
8.22 795 6.72
13.70 11.22 491
821 9.85 8.17
15.86 11.42 13.06
9.18 9.18 949
12.49 4.67 11.94
17.32 6.86 4.44

Cuadro 1: Datos costo por milla de camiones. Corresponde a Johnson, R. A.. y Wichern, D. W.; tabla 6.6



