
Análisis Funcional - 1◦ cuatrimestre 2018
Práctica 7

Teoría espectral. Álgebras de Banach.
Cálculo funcional continuo para operadores compactos

1. Sea X un espacio de medida finita y ϕ ∈ L∞(X). Sea Mϕ ∈ L(Lp(X)) el operador
de multiplicación asociado.

a) Calcular σ(Mϕ).

b) Probar que λ es autovalor de Mϕ si y sólo si µ(ϕ−1(λ)) > 0.

2. Sea S ∈ L(`p) el operador de shift. Calcular σ(S).

Sugerencia: tal vez sea útil también intentar calcular σ(S∗).

3. Sea H un C-espacio de Hilbert y A ∈ L(H). Probar que :

a) si A es autodjunto, entonces σ(A) ⊆ R,
b) si A es unitario, entonces σ(A) ⊆ {z ∈ C : |z| = 1}.

4. Sea 1 < p <∞ y T : `p → `p dado por

T (x1, x2, x3, . . .) = (0, x1, 0, x3, 0, x5, . . .).

Calcular σ(T ). ¿Es T compacto?.

5. Sea V : L2[0, 1]→ L2[0, 1] el operador de Volterra dado por

(V f)(x) =

∫ x

0

f(y) dy.

Calcular σ(V ).

6. Sea E un espacio de Banach y A ∈ L(E). Decimos que λ es un autovalor aproximado
si existe una sucesión (xn) ⊂ E tal que ‖xn‖ = 1 y ‖λxn − Axn‖ → 0.

a) Probar que si λ es un autovalor aproximado entonces λ ∈ σ(A).
b) Probar que si λ ∈ ∂σ(A) entonces es autovalor aproximado.

c) Probar que si λ ∈ σ(A) no es autovalor aproximado, entonces λ es autovalor
aproximado de A∗.

Álgebras de Banach

Definición:

Un álgebra de Banach A es un espacio de Banach junto con una multiplicación
m : A×A → A (que notamos como es usual m(a, b) = a · b) con las siguientes
propiedades

• Para todos a, b y c ∈ A
(ab)c = a(bc)
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• Para todos a, b ∈ A y λ ∈ k en el cuerpo base

λ(ab) = (λa)b = a(λb)

• Para todos a, b y c ∈ A

a(b+ c) = ab+ ac,

(a+ b)c = ac+ bc.

• Para todo a, b ∈ A se tiene

‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖;

en particular, la multiplicación es conjuntamente continua para la topolo-
gía de la norma.

Un álgebra de Banach A de dice unital si existe un único elemento 1A tal que
para todo a ∈ A vale

1Aa = a1A = a

y ‖1A‖ = 1.
Sea A un álgebra de Banach unital, un elemento a ∈ A se dice inversible a
izquierda (respectivamente, a derecha) si existe b ∈ A tal que

ba = 1A (resp. ab = 1A).

El elemento b se lo llama un inverso a izquierda (resp. a derecha). Si un
elemento a es inversible a izquierda y a derecha, se dice inversible y en ese
caso, su inverso a cada lado coinciden y es único con dicha propiedad, se lo
nota con a−1.
Sean A un álgebra de Banach unital y a ∈ A. El espectro de a (en A) es

σA(a) = {λ ∈ k : (λ1A − a) no es inversible en A}.

Cuando el álgebraA está clara del contexto, la omitimos de la notación σA = σ.

7. Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Observar que C(X) es un álgebra de
Banach unital. Dada dada una f ∈ C(X) determinar σ(f).

8. (Teorema de Gelfand-Mazur) Sea A un C-álgebra de Banach unital en la que todo
elemento no nulo es inversible. Probar que A es isométricamente isomorfo a C.
Sugerencia: Calcular σ(a).

9. Sean A un álgebra de Banach y a, b ∈ A. Probar que σ(ab) \ {0} = σ(ba) \ {0}.

10. Sean A un álgebra de Banach, a ∈ A y U ⊇ σ(a) un abierto de C. Probar que existe
δ > 0 tal que si ‖a− b‖ < δ entonces σ(b) ⊆ U .

11. Sea A un álgebra de Banach y a ∈ A. Definimos

ea :=
∞∑
n=0

an

n!
.

a) Probar que si b ∈ A conmuta con a, entonces vale la fórmula ea+b = eaeb.
b) Probar que ea es inversible.
c) Probar que si H es un C-espacio de Hilbert, A = L(H) y a es autoadjunto,

entonces ea es positivo y eia es unitario.
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Teorema espectral y cálculo funcional para
operadores compactos normales

12. Sean H un espacio de Hilbert, T un operador compacto normal. Probar que para
toda f ∈ C(σ(T )) se tiene que

σ(f(T )) = f(σ(T ))

Concluir que f(T ) es compacto si y sólo si f(0) = 0.

13. Sea H un espacio de Hilbert y S ∈ L(H) que conmuta con un operador compacto
normal. Probar que entonces existe un subespacio de dimensión finita H0 6= 0 tal
que S(H0) ⊆ H0.

14. Sean H un espacio de Hilbert y (Tn)n ⊆ K(H) una sucesión operadores compactos
normales tal que Tn → T . Sean K ⊆ C un conjunto compacto tal que σ(Tn), σ(T ) ⊆
K para todo n ∈ N y f ∈ C(K). Probar que f(Tn)→ f(T ).

15. Sean H un espacio de Hilbert y S, T ∈ K(H) normales. Probar que existe un opera-
dor unitario U ∈ L(H) tal que USU∗ = T si y sólo si dimker(λ−S) = dimker(λ−T )
para todo λ ∈ C.

16. Sean (Hn)n una sucesión de espacios de Hilbert y Tn ∈ K(Hn) con ‖Tn‖ uniforme-
mente acotada.

a) Probar que T̂ = ⊕nTn ∈ K(⊕̂nHn) definido por T̂ ((xn)) = (Tn(xn)) es com-
pacto si y sólo si Tn → 0.

b) Calcular σ(T̂ ) con respecto a σ(Tn).

c) Si cada Tn es normal, probar que T̂ es normal. ¿Qué relación hay entre f(T ) y
f(Tn)?
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