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PrRACTICA 7
TEORIA ESPECTRAL. ALGEBRAS DE BANACH.
CALCULO FUNCIONAL CONTINUO PARA OPERADORES COMPACTOS

. Sea X un espacio de medida finita y ¢ € L>(X). Sea M, € L(LP(X)) el operador
de multiplicaciéon asociado.

a) Calcular o(M,,).
b) Probar que \ es autovalor de M, si y solo si u(¢p~'())) > 0.

. Sea S € L(?) el operador de shift. Calcular o(S).

Sugerencia: tal vez sea util también intentar calcular o(S*).
. Sea H un C-espacio de Hilbert y A € L(H). Probar que :

a) si A es autodjunto, entonces o(A) C R,

b) si A es unitario, entonces 0(A) C {z € C: |z| =1}.
.Seal<p<ooyT: P — (P dado por

T(zy,x9,23,...) = (0,21,0,23,0,25,...).
Calcular o(T). ;Es T compacto?.

. Sea V : L?[0,1] — L?[0,1] el operador de Volterra dado por

(V)) = / " f(y) dy.

Calcular o(V).

. Sea F un espacio de Banach y A € L(F). Decimos que A es un autovalor aprozimado
si existe una sucesion (x,) C E tal que ||z,|| =1y [ Az, — Ax,|| — 0.

a) Probar que si A es un autovalor aproximado entonces A € o(A).

b) Probar que si A € do(A) entonces es autovalor aproximado.

¢) Probar que si A € 6(A) no es autovalor aproximado, entonces \ es autovalor
aproximado de A*.

Algebras de Banach

Definicion:

= Un dlgebra de Banach A es un espacio de Banach junto con una multiplicacion
m: Ax A— A (que notamos como es usual m(a,b) = a-b) con las siguientes
propiedades

e Para todos a,by ce A
(ab)e = a(be)



e Para todos a,b € Ay X € k en el cuerpo base
A(ab) = (Aa)b = a(Ab)
e Para todos a,by ce A
a(b+ ¢) = ab+ ac,
(a+b)c = ac+ be.
e Para todo a,b € A se tiene
labl] < {lalll|o]];
en particular, la multiplicacion es conjuntamente continua para la topolo-
gia de la norma.
= Un algebra de Banach A de dice unital si existe un tnico elemento 14 tal que
para todo a € A vale
lya=alyg=a
y [[1all = 1.
= Sea A un algebra de Banach unital, un elemento a € A se dice inversible a
izquierda (respectivamente, a derecha) si existe b € A tal que
ba =14 (resp. ab = 14).

El elemento b se lo llama un inverso a izquierda (resp. a derecha). Si un
elemento a es inversible a izquierda y a derecha, se dice inversible y en ese

caso, su inverso a cada lado coinciden y es tnico con dicha propiedad, se lo

nota con a~'.

= Sean A un algebra de Banach unital y a € A. El espectro de a (en A) es
oa(a) ={X € k: (A4 —a) no es inversible en A}.
Cuando el algebra A esté clara del contexto, la omitimos de la notaciéon o4 = o.

7. Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Observar que C'(X) es un éalgebra de
Banach unital. Dada dada una f € C(X) determinar o(f).

8. (Teorema de Gelfand-Mazur) Sea A un C-algebra de Banach unital en la que todo
elemento no nulo es inversible. Probar que A es isométricamente isomorfo a C.

Sugerencia: Calcular o(a).
9. Sean A un algebra de Banach y a,b € A. Probar que o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}.

10. Sean A un algebra de Banach, a € Ay U D o(a) un abierto de C. Probar que existe
d > 0 tal que si |ja — b|| < § entonces o(b) C U.

11. Sea A un élgebra de Banach y a € A. Definimos
(e} an
e = Z m
n=0

b b

a) Probar que si b € A conmuta con a, entonces vale la formula e®™ = e%e”.
b) Probar que e* es inversible.

c¢) Probar que si H es un C-espacio de Hilbert, A = L(H) y a es autoadjunto,
entonces e es positivo y €% es unitario.
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12.

13.

14.

15.

16.

Teorema espectral y calculo funcional para
operadores compactos normales

Sean H un espacio de Hilbert, 7" un operador compacto normal. Probar que para
toda f € C(o(T)) se tiene que

Concluir que f(7T') es compacto si y solo si f(0) = 0.

Sea H un espacio de Hilbert y S € £(H) que conmuta con un operador compacto
normal. Probar que entonces existe un subespacio de dimension finita Hy # 0 tal
que S(Hy) C Ho.

Sean H un espacio de Hilbert y (7},), C IC(H) una sucesion operadores compactos
normales tal que 7,, — T". Sean K C C un conjunto compacto tal que o(7,),c(T) C
K paratodon € Ny f € C(K). Probar que f(T,,) — f(T).

Sean H un espacio de Hilbert y S, T € C(H) normales. Probar que existe un opera-
dor unitario U € L(H) tal que USU* = T siy solo si dim ker(A—S) = dim ker(A—T)
para todo A € C.

Sean (H,), una sucesion de espacios de Hilbert y T,, € K(H,) con ||T,| uniforme-
mente acotada.

a) Probar que T = @, T, € K(&,H,) definido por T((z,)) = (Tp(z,)) es com-
pacto si y solo si T, — 0.

~

b) Calcular o(7T") con respecto a o(7},).

c¢) Si cada T, es normal, probar que T es normal. . Qué relacion hay entre f(T') y

H(T)?



