Analisis Funcional - 1° cuatrimestre 2018
PRACTICA 5
EsprAcios DE HILBERT.

1. Sean H es un espacio vectorial y a : H x H — C una forma sesquilineal y hermitiana.
Probar que vale la formula de polarizacion

a(x,y):}l{a(aﬁ—l—y,x#—y)—a(a:—y,x—y)+i[a(as+iy,x+iy)—a(a:—iy,a:—iy)]}

En particular, si a = (,) es un producto interno:
1 ) . .
(%y%=Zﬂ@+yw—Hi—MF+ZW$+wW-ﬁM—MM3}

2. Sea E un espacio de Banach. Probar que existe un producto interno que induce la
norma de £ (y que hace de £ un espacio de Hilbert) si y s6lo si la norma verifica
la identidad del paralelogramo:

lz+yl1* + llz = yl* = 2(ll=]* + llyl*).

Concluir que los espacios 7 con p # 2y C[0, 1] no son espacios de Hilbert (con sus
normas usuales).

3. Sea F un espacio de Banach tal que para todo S C E subespacio de dimensién 2, S
es isométricamente isomorfo a un subespacio de un espacio Hilbert Hg. Probar que
E es un espacio de Hilbert (es decir, su norma proviene de un producto interno).

4. (Ortogonalizacion de Gram-Schmidt) Sea H un espacio de Hilbert y supongamos que
{bn}» es un subconjunto linealmente independiente de H que genera un subespacio
denso en H.

a) Definamos e; = HZ—N e inductivamente definimos

n

bus1 = Y (but, ex)ex
k=1

bn+1 - Z(bn-i-l; €k>€k

k=1

En+1 =

Probar que {e, }, es una base de H.

b) Sea {f,}neny un conjunto ortonormal tal que para todo k € N se tiene que
span({fi1, ..., fr}) = span({by, ..., b }). Probar que existe una sucesion {a,, } nen
de ntumeros complejos de modulo 1 tal que f, = oy, €,.

Bonus de cuentas:

El conjunto {1, z, 22, ...} es linealmente independiente y genera un subespacio denso
en el espacio de Hilbert real L?[—1, 1]. Su ortogonalizacion de Gram-Schmidt {e,, },en

satisface que
m+1\"* 1 [da\", , .,

-~

—P,




donde P, son los polinomios de Legendre.

El conjunto {a:”e_”Q/ ?:n € Ny} es linealmente independiente y genera un subespa-

cio denso en el espacio de Hilbert real L?(—o0,00). Su ortogonalizacién de Gram-
Schmidt {h, },en satisface que

67‘7:2/2 o d " g2
hn<x):—ﬁ2”n! (—)"e (E) e

-~

—H,

donde H,(x) = son los polinomios de Hermite. Las funciones {h,, } nen son conocidas
como las funciones de Hermite.

. Sea H un espacio de Hilbert y sea B un conjunto ortonormal. Son equivalentes:

a) B es base.

b) El conjunto B satisface la siguiente propiedad: si x € H tal que z L e para
todo e € B, entonces z = 0.

c) span(B) es denso.
. Probar que los siguientes conjuntos son base de sus respectivos espacios.

a) B ={e"},en C £ dado por (e");, = 4}
b) B={% neZ}CL*-mn]
c) B= {\%, cos(nmx),sin(nrz) : n € N} C L?[—1,1] en el caso real.

. Sean H un espacio de Hilbert, B una base de H e I un conjunto de igual cardinal
que B. Probar que H es isométricamente isomorfo a

62(1):{f:]—>C:Z|f(i)|2<oo}.

Concluir que todo espacio de Hilbert separable de dimensién infinita es isométrica-
mente isomorfo a ¢2.

. Sea H un espacio de Hilbert. Probar que existen subespacios cerrados separables de
dimension infinita {Hy}rea tal que

H:UHA.

. Sea {H, }nen una sucesion de espacios de Hilbert. Definimos el espacio

H :@Hn = {(mn) € H H,: Z 2|7, < oo}

neN neN neN

Probar que la funcién sesquilineal

<<xn)v (yn)> = Z<xm yn>Hn

neN



esta bien definida sobre H y es un producto interno que hace de H un espacio de
Hilbert. Probar ademéas que con dicho producto interno cada H, C H es cerrado y
H, 1 H,, sin # m. Al espacio H se lo llama la suma directa de espacios de Hilbert.
Observar que si todos los H,, son separables y H; (por fijar alguno) es de dimiension
infinita, entonces H = H; como espacios de Hilbert. ;jCémo definirfa algo similar si
tuviese un continuo {H;}.c0,1)? .Y si asume méas regularidad de la familia {H;}?

10. Sea H un espacio de Hilbert separable y (X, M, 1) un espacio de medida. Decimos
que una funcion f: X — H es medible si  +— (f(z), h) es una funciéon medible (a
valores en C) para todo h € H.

a) Probar que si f es medible, entonces || f|| es medible.

b) Sea f: X — H es medible tal que ||f| € L'(X). Probar que existe un tnico
I € H tal que para todo h € H

(I, h) = /X (f(2),h) du

Definicion: Al vector I lo llamamos la integral de f y lo notamos

Iz/deu

Notamos como LP(X, H) al espacio de Banach dado por
IP(X,H)={f:X — H: fesmedibley | f| € LP(X)}

con la norma || f|lzecx,m) = |1 fll ]l zr(x)-

c¢) Probar que el operador integrar
LYX,H) — H
frs [ s
X
es lineal y continuo.
d) Sipy g son conjugados armoénicos, probar que el operador sesquilineal
LP(X,H)x LY(X,H) — C
(f,9) — / (f,9)dp
X

es continuo. Concluir que L?*(X, H) es un espacio de Hilbert.

11. Sean H un espacio de Hilbert y B : H — H* el isomorfismo isométrico con su espacio
dual, inducido por el producto interno y S C H. Probar que B(S*) = ann(S) y que
preann(B(S)) = S*+.

12. Sean H un espacio de Hilbert, S € H un subespacio cerrado propio y 7' C H un
subespacio.

a) Probar que existe z € H \ S tal que x L S.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

b) Probar que S & S+ = H. Concluir que (S+)+ =9
¢) Probar que H/S es un espacio de Hilbert y que H/S = S+,

)
)
d) Dar contraejemplos de los anteriores de si S no es cerrado.
e) Probar que T+ = 0 si y sélo si T es denso.

)

Probar que si S L T entonces S + T es cerrado si y solo si T" es cerrado.

f

Sea
S:{xEEQ:an:O}.
n=1
Probar que S es denso en £

. . . . . w,
Probar que un espacio de Hilbert es uniformemente convexo. Concluir que si x,, — x
w
v ||znl| — ||z|| entonces sucede que z,, — x.

Sea H un espacio de Hilbert separable y {e, },en una base.

a) Probar que e, — 0.
b) Probar que x, — z si y solo si (z,), esta acotada y (z,,e,) — (z,e,) para
todo m € N.

(Banach - Saks) Sean H un espacio de Hilbert y (z,)nen una sucesion de H tal
que z, — x. Probar que existe una subsucesion T, tal que su media aritmética

P %(mm + -+ +x,,) cumple que z M> x.
1< ’
Sugerencia: Calcular ||— T, — 2| .
g . ; "

Sea {Z, }neny un conjunto ortogonal en un espacio de Hilbert H. Probar que son
equivalentes:

a) > .o, T, converge.
b) > >°, x, converge debilmente.

¢) D207 l|lznll* converge.

Sea {e, }nen un sistema ortogonal completo en un espacio de Hilbert H y {yn tnen
es una sucesion ortogonal en H que verifica

D lwn —wal® < 1.
n=1

Probar que {y, }nen también completo.

Sugerencia: Definir el operador T'(z) = Z(x,xn>yn. Luego probar que id — T es

neN
compacto y por lo tanto T" es de Fredholm.



19.

20.

21.

22.

23.

Operadores en espacios de Hilbert

Si se encuentra muy atrasado con las guias, puede continuar con la prdctica si-
gquiente. Recuerde volver a esta guia cuando empiece a estudiar el espectro de un
operador.

Definiciéon: Sea H un espacio de Hilbert y T' € L(H). El operador T se dice,

= normal si TT* =T*T,

= qutoadjunto si T* =T,

= ysometria si T*T = id,

» unitario si T = T71,

» proyector si es autoadjunto y T2 =T,

= isometria parcial si T*T es un proyector.

» positivo si (Tx,z) > 0 para todo z € H.

Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H). Probar que ker T = (Im7*)* y ImT =
(ker T%)+.

Sea H un espacio de Hilbert y T € L(H). Probar que:

a) Eloperador T" es normal siy solo si | Tz|| = || T7*x]|. Concluir que ker T" = ker T*
y que si T}, es una sucesion de operadores normales que convergen puntualmente
a un operador T, entonces (T,,)* converge puntualmente a 7.

b) Si el operador T es normal entonces || T||*> = ||T?||. Concluir que || T = ||T||™.

c¢) Si H es complejo, el operador T' es autoadjunto si y solo si (Tx,z) = (z, Tz).
. Qué sucede si H es real?.

d) El operador T' es una isometria si y solo si ||[Tz| = [|z||. Similarmente, T" es
una isometria si y solo si (T'z, Ty) = (z,y).

e) El operador T' es unitario si y s6lo si T es una isometria biyectiva. Concluir
que T es unitario si y so6lo si T' y T™ son isometrias.

f) Si T satisface T? = T, entonces T es un proyector si y solo si T' es normal.
Concluir que T es proyector si y solo si ker T' = (ImT)*.

Sean H un C-espacio de Hilbert y T' € L(H). Probar que si (T'z,z) = 0 para todo
x entonces T = 0. ;Qué podemos decir si H es un R-espacio?

Definicion: Sea H un espacio de Hilbert y T' € L(H). El radio numérico de T es

Observar que nr(T) < ||T.

Sea H un espacio de Hilbert y 7' € L(H). Probar que ||T'|| < 2nr(T"), probar ademés
que si T" es un operador normal entonces ||T|| = nr(T).

Sea H un espacio de Hilbert y A : H — H una funcion lineal tal que (Az,y) =
(x, Ay) para todos x,y € H. Probar que A es continuo y autoadjunto.



