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Conjuntos

§1.1. Conjuntos

1.1.1. Un conjunto es una coleccién de objetos, a los que nos referimos como sus
elementos. Si un objeto x es un elemento de un conjunto A, decimos que el objeto x
pertenece a A 'y escribimos

x € A.

Si por el contrario x no es un elemento de A, decimos que x no pertenece a A y
escribimos

x ¢ A.

Un conjunto queda completamente determinado por sus elementos. Como consecuencia
de esto, si A y B son dos conjuntos, entonces es claro que A y B son iguales si y
solamente si tienen exactamente los mismos elementos.

1.1.2. Si un conjunto tiene un ntmero finito de elementos y éstos no son muchos,
podemos describir el conjunto simplemente listando sus elementos y en ese caso lo
hacemos entre llaves {. .. }. Por ejemplo, si escribimos

{1,3,101,7} (1)

estamos mencionando el conjunto que tiene por elementos a los nimeros 1, 3, 101
y 7, y a ninguna otra cosa mds — observemos que de esta forma el conjunto queda
completamente determinado. Cuando usamos este tipo de descripcién de un conjunto



—listar sus elementos— decimos que lo damos por enumeracién. Si llamamos A al
conjunto de (1), entonces claramente tenemos que

1eA, 99 & A, 101 € A, 0¢ A.

Es importante tener en cuenta que el orden en que listamos los elementos de
un conjunto cuando lo damos por enumeracion es irrelevante y, por lo tanto, que
podriamos haber escrito

{7,101,1,3}

para describir exactamente el mismo conjunto que el de (1). De manera similar, la
cantidad de veces que aparece un objeto en la lista de elementos de un conjunto en una
descripcién como (1) es irrelevante: lo tnico importante es si un objeto aparece o no en
la lista. Esto significa que el conjunto

{1,1,101,3,3,3,7,101,7,7}
es exactamente el mismo que el conjunto de (1). Por supuesto, casi siempre es preferible
evitar repeticiones inttiles, pero esto puede no ser facil o posible.

1.1.3. Los elementos de un conjunto pueden ser de cualquier tipo. Por ejemplo, el
conjunto

(1@ & (23)}

tiene cuatro elementos: el namero 1, el disco rojo @, el palo de trébol & de la baraja
francesa y el par ordenado (2,3). Los elementos de un conjunto pueden ser ellos
mismos conjuntos: asi, los elementos del conjunto

{1,{2,3},4.{5,6}}

son cuatro: los numeros 1y 4 y los conjuntos {2,3} y {5,6}. Es importante observar
que, por ejemplo, el nimero 2 no es un elemento de este conjunto. De manera similar,
el conjunto

{{1,2}}

tiene exactamente un elemento, el conjunto {1,2}, y

{1}, 13

tiene dos: el nimero 1y el conjunto {1}. Finalmente,

(L AL {1 ({1 {1} )}

denota el conjunto que tiene cuatro elementos: el nimero 1y los conjuntos {1}, {1, {1}}
y {{1,{1}}}, que tienen 1, 2 y 1 elementos, respectivamente.
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1.1.4. Un conjunto puede no tener elementos: decimos en ese caso que es vacio. Si A’y
B son dos conjuntos que son vacios, entonces tienen exactamente los mismos elementos:
a saber, ninguno — esto implica, como observamos arriba, que A y B son de hecho el
mismo conjunto. Vemos asi que hay exactamente un conjunto que es vacio y no hay
ninguna ambigiiedad si nos referirnos a él como el conjunto vacio.

Podemos dar el conjunto vacio por enumeracién: de acuerdo a las convenciones
que describimos arriba, el simbolo

{}

denota al conjunto vacio. Casi siempre, sin embargo, usamos el simbolo especial
@

para representar al conjunto vacio. Este simbolo fue propuesto por André Weil (1906—998,
Francia), inspirado en la letra o del idioma noruego, y fue usado por primera vez en
1939 en el libro sobre la teoria de conjuntos de Nicolds Bourbaki®. El concepto de
conjunto vacio, sin embargo, es muy anterior: el primero en usar explicitamente el
conjunto vacio fue Georges Boole (1815-854, Inglaterra) en 1847.

Observemos que el conjunto {@} tiene un elemento —el conjunto vacio— asi que
no es vacio. De manera similar, {®, {@}} tiene dos, ya que @ y {@} son dos cosas
distintas.

1.1.5. Si un conjunto es finito pero tiene muchos elementos o, peor, si tiene infinitos
elementos, entonces no es practico o posible darlo por enumeracién. En ese caso,
podemos describirlo dando alguna condicién que permita decidir si un objeto pertenece
o no al conjunto. Por ejemplo, escribimos

A = {x : x es un entero positivo y par} (2)

para decir que A es el conjunto de todos los objetos x que satisfacen la condicién «x es
un entero positivo y par». Asi, los nimeros 2 y 1928 pertenecen a este conjunto A
mientras que el namero 7, el nimero —4 o el conjunto {4,9} no: el nimero 7 es un

'En su autobiograffa, Weil cuenta: «Wisely, we had decided to publish an installment establishing the
system of notation for set theory, rather than wait for the detailed treatment that was to follow: it was high
time to fix these notations once and for all, and indeed the ones we proposed, which introduced a number
of modifications to the notations previously in use, met with general approval. Much later, my own part
in these discussions earned me the respect of my daughter Nicolette, when she learned the symbol & for
the empty set at school and I told her that I had been personally responsible for its adoption. The symbol
came from the Norwegian alphabet, with which I alone among the Bourbaki group was familiar.»



entero positivo pero no es par, el nimero —4 es un entero y es par, pero no es positivo,
y el conjunto {4,9} no es ni siquiera un entero. De manera similar, al conjunto

{x : x es un numero real y 0 < x < 3} (3)

pertenecen los nimeros 1, v/2 y 3, pero no el nimero —9, el ntimero 12 o el par
ordenado (1,2).

Los conjuntos de (2) y (3) son infinitos, asi que no seria posible darlos por enumera-
cién de sus elementos. Por otro lado, el conjunto

{x : x es un entero positivo menor que 1000000}

es finito pero tiene 999 999 elementos, asi que aunque es en principio posible describirlo
por enumeracién hacerlo no es muy préctico.

1.1.6. Cuando describimos un conjunto dando una condicién que permite decidir si
cada objeto pertenece o no a él, decimos que lo damos por comprension. El simbolo
«:» que usamos en (2) y en (3) se lee «tal que» y entonces leemos en voz alta lo que
aparece a la derecha del simbolo igual de (2) «el conjunto de los objetos x tales que x
es un entero positivo y par». A veces usamos una barra vertical « | » en lugar de «:» y
escribimos entonces

{x | x es un entero positivo y par}.

En estas notas usaremos exclusivamente el simbolo «:», ya que reservaremos la barra
vertical para denotar la divisibilidad.

1.1.7. Casi siempre que damos un conjunto por comprension, parte de la condicién que
lo determina es que los objetos tienen que pertenecer a algtin conjunto ya conocido. Asi,
la condicién que aparece en el conjunto (2) incluye la de que x pertenezca al conjunto Z
de los ntiimeros enteros, mientras que la de (3) que x pertenezca al conjunto R de los
numeros reales. Cuando es ése el caso y queremos enfatizarlo, preferimos escribir

{x € Z : x es positivo y par}

{xeR:0<x <3}

en lugar de las férmulas de (2) y (3). Cuando leemos en voz alta la primera de estas
férmulas, por ejemplo, decimos «el conjunto de los x que pertenecen a Z tales que x es
positivo y par».



§1.2. Subconjuntos

1.2.1. Decimos que un conjunto A es un subconjunto de un conjunto B o que A esté
contenido en B, y en ese caso escribimos A C B, si todo elemento de A es un elemento
de B, esto es, si

x€eA — x € B.

Si ademds es A # B, decimos que A es un subconjunto propio de B y escribimos, si
queremos enfatizar esto, A C B.

1.2.2. Proposicién. Sean A, B y C conjuntos.
(1) Se tiene que A C A.
(i) SiAC By B C A, entonces A = B.
(1if) Si A C By B C C, entonces A C C.

Demostracion. (i) Si x es un elemento de A, entonces claramente x es un elemento de A:
esto significa, precisamente, que A estd contenido en A, es decir, que A C A.

(if) Supongamos que A C By que B C A y mostremos que A = B. Si x es un
elemento de A, entonces, como A C B, tenemos que x € B; se manera similar, si x es
un elemento de B, entonces como B C A podemos deducir que x € A. Vemos asi que
Ay B tienen exactamente los mismos elementos y, por lo tanto, que A = B.

(1if) Supongamos que A C By que B C C y sea x un elemento de A. Como A C B,
de que x pertenezca a A se deduce que x pertenece a B. De esto y de que B C C
se deduce, a su vez, que x pertenece a C. Vemos asi que todo elemento de A es un
elemento de C y, por lo tanto, que A C C, como afirma el enunciado. O

1.2.3. Proposicién. Sea A un conjunto.
(1) Se tiene que D C A.
(it) Si A C @, entonces A = .

Demostracion. (i) Todo elemento de @ pertenece a A, simplemente porque no hay
ningtin elemento en @: esto nos dice que @ C A.

(i) Supongamos que A C @y que A no es vacio, de manera que A posee al menos
un elemento x. Como x € Ay A C @, vemos asi que x € @. Esto es absurdo y esta
contradiccién provino de haber supuesto que A no es vacio: podemos concluir entonces
que A tiene que ser necesariamente vacio. O

1.2.4. Si A es un conjunto, el conjunto de partes de A es el conjunto Z(A) cuyos
elementos son los subconjuntos de A. Asi, se tiene que

Be #(A) < BCA.



1.2.5. Proposicién. Sean A y B conjuntos.
(i) El conjunto vacio @ y el conjunto A son elementos de &7 (A) vy, en particular, el conjunto
P(A) no es vacio.
(if) Si A C B, entonces #(A) C Z(B).

Demostracién. (i) Sabemos de la Proposicion 1.2.3(7) y de la Proposicion 1.2.2(i) que
OQCAyque AC A asique® e Z(A)y Ae Z(A).

(i) Supongamos que A C By sea C € #(A), de manera que C C A. Usando la
Proposicién 1.2.2(iii) y el hecho de que C C Ay A C B, vemos que C C B, esto es, que
C € Z(B). Asi, todo elemento de Z(A) estd en & (B) y, por lo tanto, Z(A) C Z(B),
como afirma el enunciado. O

1.2.6. El tinico subconjunto del conjunto vacio es el conjunto vacio —esto es precisa-
mente lo que nos dice la Proposicién 1.2.3(ii)— asi que Z(Q) tiene exactamente un
elemento. Los subconjuntos del conjunto {1} son

o y {1}

asi que Z({1}) tiene 2 elementos. De manera similar, los subconjuntos de {1,2} y
de {1,2,3} son, respectivamente,

o, {1}, {2}, {12},

o, {1}, {2}, {3}, {v2}, {13} {23}, {123},

asi que los conjuntos de partes 2({1,2}) y 2({1,2,3}) tienen 4 = 22 y 8 = 23 elemen-
tos. Veremos un poco mds adelante que este patrén se cumple con toda generalidad,
de manera que tenemos el siguiente resultado:

Proposicién. Si A es un conjunto finito y n € Ny es el niimero de elementos de sus elementos,
entonces el conjunto de partes P (A) es finito y tiene exactamente 2" elementos.

Daremos la prueba de esta proposicién cuando tengamos a nuestra disposicion el
principio de induccién.

§1.3. Operaciones entre conjuntos



Unién
1.3.1. Si Ay B son conjuntos, la unién de A y B es el conjunto A U B tal que un elemento
pertenece a A U B si y solamente si pertenece a A o0 a B, esto es, tal que

x€ AUB «<— xc€ Aox € B.

En términos de diagramas de Venn, la unién de Ay B es

A B

1.3.2. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
() ACAUByBC AUB.
(i) SiAC CyB CC,entonces AUB C C.
(1ii) Se tiene que A C B si y solamente si AUB = B.

Demostracién. (i) Si x € A, entonces claramente se tiene que x € A o x € B, y esto
significa que x € AU B: vemos asi que A C AU B. Para ver la segunda parte del
enunciado procedemos de exactamente la misma manera.

(if) Supongamos que A C C y que B C C y mostremos que AUB C C. Sea
x € AU B, de manera que x € A o x € B. En el primer caso,dequex € Ayque A CC
podemos deducir que x € C; en el segundo, de que x € By que B C C, que también
x € C. Asi, en cualquier caso se tiene que x € C y esto prueba que todo elemento
de AU B es un elemento de C, esto es, que AU B C C, como queremos.

(1if) Supongamos primero que A C B. Como ademads es B C B, usando la parte (i)
que acabamos de probar podemos deducir que A U B C B. Por otro lado, la parte (i)
nos dice que B C A U B. Juntando estas dos cosas, la Proposicién 1.2.2(ii) nos permite
concluir que AU B = B. Vemos asi que si A C B, entonces AU B = B.

Probemos ahora la implicacién reciproca: que si AU B = B, entonces A C B.
Supongamos entonces que A U B = B. De la parte (i) de la proposicién sabemos que
A C AU By, por hipétesis, este tiltimo conjunto es igual a B, asi que A C B, que es lo
que queremos. O

1.3.3. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) AUA = A.
(1) AUD = A.
(1ii) AUB =BUA.



(iv) (AUB)UC =AU (BUC).

Demostracion. (i) De la Proposicion 1.3.2(i) sabemos que A € AU A, y de la Propo-
sicién 1.3.2(i7), como A C A, que AU A C A. Estas dos inclusiones nos dicen que
AUA = A.

(i) Como A C Ay @ C A, de la Proposicién 1.3.2(i7) tenemos que A U@ C A. Por
otro lado, de la Proposicién 1.3.2(7) sabemos que A C AU®@. Vemos asi que AUQD = A.

(iif) De la Proposicion 1.3.2(i) sabemos que A € BU Ay que B C BU A y entonces,
gracias a la Proposicién 1.3.2(i7), podemos concluir que AU B C BU A. Exactamen-
te el mismo argumento pero intercambiando los roles de A y de B muestra que
BUA C AUB Yy, juntando todo, que AUB = BU A.

(iv) Sea x un elemento de (AU B) UC, de maneraqueox € AUBox € C.

* En el segundo caso, tenemos que x € BUC y, por lo tanto que x € AU (BUC).

¢ En el primer caso, tenemos que o x € A o x € B. Si x € A, entonces claramente
x € AU(BUC). Sien cambio x € B, entonces x € BUC vy, por lo tanto,
x e AU(BUC).

Vemos asi que en cualquier caso se tiene que x pertenece a AU (BU C), y esto prueba
que (AUB)UC C AU (BUC). Un razonamiento completamente similar muestra que
AU(BUC) C (AUB)UC y podemos concluir entonces que (AUB)UC = AU(BUC),
como afirma el enunciado. O

Interseccion

1.3.4. Si A y B son conjuntos, la interseccion de A y B es el conjunto AN B de los
elementos que pertenecen simultdneamente a A y a B, esto es, el conjunto tal que

x€ANB < xe€ Ayx€B.

En términos de diagramas de Venn, la interseccién de A y B es

A B

Decimos que A y B son disjuntos si la interseccion A N B es vacia.

1.3.5. Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos.
() ANBC AyANBCB.



(i1) SiC C Ay C C B, entonces C C AN B.
(iii) Se tiene que A C B si y solamente so AN B = A.

Demostracion. (i) Si x € AN B, entonces x € A y x € B: en particular, x es un elemento
de A. Esto nos dice que todo elemento de A N B es elemento de A, es decir, que se
tiene que ANB C A. Que AN B C B se prueba de la misma forma.

(1) Supongamos que C C Ay que C C B y mostremos que C C AN B. Sea x € C.
Como C C A, de que x pertenezca a C podemos deducir que x € A; de manera similar,
de que C C B obtenemos que x € B. Como x pertenece tanto a A como a B, pertenece
a AN B. Esto muestra que bajo nuestras hipétesis es C C AN B, como queremos.

(1if) Mostremos primero que si A C B entonces A N B = A. Supongamos, para ello,
que A C B. De la parte (i) de la proposicién sabemos que AN B C A. Por otro lado, si
x € A, entonces x € B porque A C By, en consecuencia, x € AN B: esto muestra que
todo elemento de A es pertenece a A N B, es decir, que A € AN B. Como valen las dos
inclusiones, vemos de esta forma que AN B = A.

Mostremos ahora que si AN B = A entonces A C B. Supongamos para ello que
ANB = Ayseax c A. Como x pertenecea Ay A = AN B, tenemos por supuesto
que x € AN By, en particular, que x pertenece a B. Esto prueba que A C B. O

1.3.6. Proposicion. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) ANA=A.
(i) AN =0Q.
(iii) ANB =BNA.
(i) (ANB)NC=AnN(BNC).

Demostracién. (i) De la Proposicién 1.3.5(i) sabemos que AN A C A. Por otro lado,
como A C A, de la Proposicién 1.3.5(i) sabemos también que A C AN A. En definitiva,
tenemos que A = AN A.

(i) Es AN® C @ por la Proposicién 1.3.5(7) y entonces, de acuerdo a la Proposi-
cion 1.2.3(ii), es AND = @.

(iii) Sabemos que AN B C By que ANB C A, asi que la Proposicion 1.3.5(ii) implica
que AN B C BN A. Intercambiando los roles de A y B en este razonamiento, vemos
que también BN A C AN By, por lo tanto, que ANB = BN A.

(iv) Sea x € (AN B) NC. Se tiene entonces que x € AN By que x € C, y que x
pertenezca a AN B implica que x € A y que x € B. Ahora bien, comox € By x € C,
es x € BN C; como ademds x € A, tenemos que x € AN (BN C). Vemos de esta forma
que

(ANB)NC C AN(BNC). 4)



Para probar la inclusion reciproca, observemos que

AN(BNC)=AN(CNB) porque BN C = CN B, en vista de la parte (iii)
=(CNB)NA  otra vez por la parte (iii)
CCN(BNA)  porque yasabemos que (4) vale
=(BNA)NC  por (iii)
=(ANB)NC  por la misma razon.

En definitiva, tenemos que (AN B)NC = AN (BNC), como afirma el enunciado. [

1.3.7. Las Proposiciones 1.3.5 y 1.3.6 son completamente paralelas a las Proposicio-
nes 1.3.2 y 1.3.3. El siguiente resultado, por su parte, nos dice cémo se relacionan entre
si las operaciones de unién e interseccion.

Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) (ANB)UC=(AUC)N(BUCQ).
(i) (AUB)NC=(ANC)U(BNC).

Demostracion. (i) Supongamos primero que x € (AN B) U C. Hay dos casos:
* Six € C, entonces claramente x € AUCyx € BUC,asiquex € (AUC)N(BNC).

¢ Si en cambio x € AN B, entonces sabemos que tanto x € A como x € B. De lo
primero deducimos que x € AU C y de lo segundo que x € BU C y, juntando
estas dos cosas, que x € (AUC) N (BUC).

En cualquier caso, entonces, se tiene que x € (AUC) N (BUC) y esto prueba que
(ANB)UCC (AUC)N(BUC). (5)

Supongamos ahora que x € (AN C) U (BN C). Otra vez hay dos posibilidades:

* Six € ANC, entonces tenemos que x € Ay que x € C. De lo primero se deduce
que x € AUB, y de todo que x € (AUB)NC.

* Si x € BNC, entonces tenemos que x € By que x € C. Lo primero implica que
x € AUB y esto y lo segundo que x € (AUB) NC.

Vemos asi que x pertenece a (A U B) N C independientemente de en qué caso estemos,
y esto muestra que

(AUC)N(BUC) C (ANB)UC. (6)

Finalmente, de (5) y de (6) vemos que (AUC)N(BUC) C (ANB)UC, como queremos.
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(if) Sea x € (AUB)NC. Sabemos que x € Cy que x € AU B, de manera que
x € Aox € B. En el primer caso, tenemos que x € ANC vy, por lo tanto, que
x € (ANC)U(BNC). En el segundo, tenemos que x € BN C y, por lo tanto, que
x € (ANC)U(BNC). En cualquier caso, entonces, es x € (ANC)U (BNC), de
manera que

(AUB)NC C (ANC)U(BNC). 7)

Supongamos ahora que x es un elemento de (ANC)U (BNC). Si x € ANC, entonces
x € Ayx € C,asi que x € AUB y, mds aan, que x € (AUB)NC. Si en cambio
x € BNC, entonces x € Byx € C,asiquex € AUByx € (AUB)NC. Vemos
de esta forma que (ANC)U (BNC) € (AUB)NC y esto, junto con (7), prueba que
(ANC)U(BNC) = (AUB)NC, completando la prueba de la proposicion. O

Diferencia

1.3.8. Si A y B son conjuntos, la diferencia de A y B es el conjunto A — B cuyos
elementos son precisamente los elementos de A que no son elementos de B, esto es, el
conjunto tal que

x€A—-B < xcAyx ¢&B.

En términos de diagramas de Venn, la diferencia de A — B es

A B

Observemos que si x ¢ A — B, entonces se tiene que x Z A o x € B.

1.3.9. Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) El conjunto A — B estd contenido en A y es disjunto de B.
(i) A—A=0y0D—-A=0Q.
(iii) Si A— B = B — A, entonces A = B.
(iv) Es(A—B)—CC A—(B-C).

Demostracion. (i) Si x € A — B, entonces de la definicion misma de la diferencia de
conjuntos sabemos que x pertenece a A: esto significa que A — B C A y prueba la
primera afirmacién. Para probar la segunda, supongamos por un momento que el
conjunto (A — B) N B no es vacio, de manera que posee algtn elemento x. Por supuesto
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se tiene en ese caso que x € B. Por otro lado, es x € A — By, por lo tanto, x ¢ B: esto
es imposible. Esta contradiccion muestra que nuestra suposicién de que (A — B) N B
no es vacio no puede ser cierta y, en consecuencia, que podemos concluir de esto que
(A—B)NB=Q,esto es, que A — By B son disjuntos.

(if) Supongamos que la diferencia A — A no es vacia, de manera que posee algin
elemento x. Como x € A — A, de la definicién de la diferencia tenemos que x € Ay
x & A: esto es imposible y esta contradiccion provino de haber supuesto que A — A no
es vacio. Vemos asi que debe ser A — A = @.

De la parte (i) sabemos que @ — A C @, asi que usando la Proposicién 1.2.3(if)
podemos deducir que @ — A = @.

(iif) Supongamos que A # B, de maneraque A Z Bo B € A. Si A Z B, entonces
existe hay un elemento x de A que no es un elemento de B: es claro que x € A — B
y,como B— A C B, quex € B— A, asi que A—B # B— A. Si en cambio B € A,
entonces hay un elemento x de B que no pertenecea A,esx € B—Ayx ¢ A—B, ya
que A — B C A: vemos otra vez que A — B # B — A.

Hemos mostrado que si A # B, entonces A — B # B — A, y esta implicacién es
equivalente a la que aparece en el enunciado, ya que es su contrarreciproca.

(iv) Sea x un elemento de (A — B) — C, de manera que x € A— By x ¢ C. Como
x € A— B, entonces x € Ay x € B. En particular, de que x no pertenezca a B
deducimos que x ¢ B — C y, juntando todo, que x € A — (B —C). O

1.3.10. Observemos que no es cierto que valga la igualdad en la Proposicién 1.3.9(iv).
Por ejemplo, si tomamos A = C = {1} y B = @, entonces el conjunto (A —B) - C =0
esta contenido propiamente en A — (B— C) = {1}. En general, los conjuntos que
aparecen en ese enunciado tienen los diagramas de Venn siguientes:

A B A B

C C

(A—B)—C A—(B-C)

1.3.11. Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos.
(i) Es(A—B)—C=A—-BUC.
(i) A—(B—C)=(A—B)U(ANCQ).
(i) AU(B—C) =(AUB)—(C—A).

= (
(iv) AN(B—C)=(ANB)—(ANC).
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Demostracion. (i) Sea x € (A — B) — C, de manera que x € A — By x ¢ C. Entonces
xc€Ayx ¢B,asiquex & BUCy, porlo tantox € A —BUC.

Reciprocamente, sea x € A —BUC, de forma que x € Ay x ¢ BUC. De esto
altimo se deduce que x € By que x ¢ C, asi que tenemos que x € A — By, finalmente
quex € (A—B)—C.

(if) Sea x € A — (B — C). Se tiene entonces que x € Ay x € B— C y, por lo tanto,
que x € Bo x € C. En el primer caso tenemos que x € A — B y en el segundo que
x € ANC: vemos asi que en cualquier caso es x € (A — B) U (ANC). Esto muestra
que A—(B—C)C (A-B)U(ANC).

Reciprocamente, supongamos que x € (A —B)U(ANC). Si x € A — B, entonces
x € Ay x ¢ B, asi que x ¢ B— C y, en definitiva, x € A — (B — C). Si en cambio es
x € ANC, entonces x € Ayx ¢ B—C, asi que x € A— (B —C). Esto prueba que
(A-—B)U(ANC) C A— (B—C)y,junto con la inclusién que probamos antes, que
vale la igualdad del enunciado.

(ifi) Seax € AU(B—C).Six € A, entoncesx € AUByx ¢ C— Ay, por lo tanto,
x € (AUB)— (C— A). Por otro lado, si x € B— C, entonces x € B, de manera que
x € AUB, yx ¢ C, de manera que x ¢ C — Ay, otravez, x € (AUB) — (C — A).
Concluimos de esta forma que

AU(B—C)C (AUB)— (C—A). )

Sea ahora x € (AUB) —(C—A). Esx € AUByx ¢ C—A. Si x € A, entonces
claramente x € AU (B —C). Si x ¢ A, entonces debe ser x € B, ya que x € AU B,
y, como x ¢ C — A, debe ser también x ¢ C, asi que x € B — C y, por lo tanto,
x € AU (B —C). Esto nos dice que AU(B—C) C (AUB) — (C— A) y, junto con (8),
prueba lo que queremos.

(iv) Seax € AN(B—C),de maneraquex € Ayx € B—C,esdecir, x e By x ¢C.
Como x € Ay x € B, sabemos que x € AN B; por otro lado, como x € Ay x ¢ C,
es x € ANC. Estas dos cosas implican que x € AN B — ANC y, en definitiva, que
AN(B—-C)CANnB—-ANC.

Sea, para verificar la inclusién reciproca, x € ANB — ANC, de formaquex € ANB
y x € ANC. Lo primero nos dice que x € A y x € B, mientras que lo segundo nos dice,
dado que x pertenece a A, que x ¢ C. Tenemos asi que x € B — C y, en consecuencia,
que x € AN (B —C). Esto prueba que ANB—ANC C AN(B—C)y, en vista de la
inclusién que ya probamos, que vale de hecho la igualdad. O

Complemento

1.3.12. Fijemos un conjunto U, al que llamaremos en este contexto el conjunto de
referencia. Si A es un subconjunto de U, llamamos complemento de A (con respecto al
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conjunto de referencia U) al conjunto A° = U — A.

A

Es importante observar que el complemento A° depende de la eleccién del conjunto de
referencia U y que solamente estd definido para subconjuntos de éste.

1.3.13. Proposicién. Sea U un conjunto de referencia y sean A y B dos subconjuntos de U.
(i) BEAUA=UyANA°=Q.
(i) O =Uy U =0Q.
(iii) (A9)° = A.
(v) A—B=AnNB"

Observemos que si A es un subconjunto de U, entonces su complemento A° con
respecto a U también lo es, asi que tiene sentido considerar su complemento (A°)¢,
como hicimos en la parte (iii) de esta proposicion.

Demostracion. (i) Es
AUA=AUU-A)
=(AulU)—-(A—-A) por la Proposicién 1.3.11(iif)

=U-0 porque A C U
=Uu
y
ANA=ANU-A)
=ANU-ANA por la Proposicién 1.3.11(iv)
=A-A porque A C U
= Q.

(ii) Claramente 0 =U -0 =Uy U ' =U—-U = Q.
(iii) Es

(A9 =U— A°
—U—(U-A)
=U-U)ulUnA) por la Proposicion 1.3.11(ii)
=QUA porque A C U
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= A.

(iv) Six € A— B, entonces x € Ay x ¢ B. Como A C U, de que x € A obtenemos
que x € Uy, por lo tanto, que x € U — B = B. Asi, x € AN B°. Reciprocamente, si
x € ANBC, entonces x € Ay x € B = U — B, de manera que x ¢ B: vemos de esta
forma que x ¢ A — B. O

1.3.14. Las dos afirmaciones de la siguiente proposicién son conocidas como las Leyes
de Dualidad de De Morgan, por Augustus De Morgan (1806-1871, Inglaterra), uno de
los fundadores de la 16gica moderna.

Proposicién. Sea U un conjunto de referencia y sean A y B dos subconjuntos de U.
(i) (AUB)" = A°NB-".
(i)) (ANB)° = A°UB°.

Observemos que si A y B son subconjuntos de A, entonces AU By AN B también
lo son, asi que tiene sentido considerar, como en esta proposicién, los complementos
(AUB)®y (AN B) con respecto al conjunto U.

Demostracién. (i) Supongamos que x € (AU B)¢, de manera que x € Uy x ¢ AUB.
Esto ultimo significa que x ¢ Ay que x ¢ B. Vemos asi que x € U — A = A° y que
x € U— B = B°y, entonces, que x € A° N BC.

Reciprocamente, sea x € AN B°. Esx € Ay x € B, asiquexc U, x ¢ Ay x ¢ B:
de esto se deduce que x ¢ AUBy, por lo tanto, que x € U - AUB = (AUB)°".

(i1) Tenemos que

(ANB) = (AN (B))  porque A = (A9 y B = (B
= ((A“UB)°)* por la parte (i) de la proposicién
= A“UB".

Esta ultima igualdad es consecuencia de que (X¢)¢ = X para todo conjunto X y, en
particular, cuando X es el conjunto A° U B€. O

1.3.15. Proposicién. Sea U un conjunto de referencia. Si A y B son dos subconjuntos de U,
entonces

A CB < BfC A"

Demostracién. Sean A y B dos subconjuntos de U, supongamos que A C B y sea x € B.
Como x € Uy x ¢ B, entonces x ¢ Ay, por lo tanto, x € U — A = A°“.

15



Supongamos, para probar la implicacién reciproca, que B¢ C A y sea x € A. Esto
altimo implica que x ¢ A°y, por lo tanto, que x ¢ B°=U — B. Como x € A C U, de
que x no pertenezca a U — B podemos deducir que x € B. Vemos asi que A C B, como
queremos. O

Diferencia simétrica
1.3.16. Si A y B son dos conjuntos, la diferencia simétrica de Ay B es el conjunto

AAB=AUB—-ANB.

En términos de diagramas de Venn, la diferencia simétrica de A y B es

A B

1.3.17. Proposicién. Si A y B son conjuntos, entonces

AAB=(A-B)U(B— A).

Muchas veces, la diferencia simétrica de dos conjuntos se define de esta forma, de
hecho.

Demostracion. Seax € AAB=AUB— ANB,de maneraquex € AUByx & ANB.
Hay dos posibilidades:

* Si x € A, entonces, como x ¢ AN B, necesariamente es x ¢ By, por lo tanto,
x € A—B.

* Si en cambio x € B, entonces de que x ¢ AN B deducimos ahora que x ¢ Ay
que x € B — A.

En cualquiera de estos dos casos tenemos que x € (A — B) U (B — A) y, en definitiva,
concluimos que AAB C (A—B)U(B—A).

Reciprocamente, supongamos que x € (A — B) U (B — A). Otra vez tenemos que
considerar dos casos:

e Six€ A—B,entoncesx € Ayx & B,asiquex € AUByx & AN B, por lo que
xe AUB—ANB=AAB.

e Sixe B—A,entoncesx €c Byx ¢ A,asiquex € B—Ayx ¢ ANBy, como
consecuencia de esto, otra vez tenemos que x € AUB—-—ANB=AAB.
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C

AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

Figura 1.1. El conjunto de la Proposicién 1.3.18(iii).

Vemos asi que (A —B)U(B—A) C AAB. O

1.3.18. Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos.
() AAD=AyAANA=0Q.
(i) AAB=BAA.
(i) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

El conjunto que aparecen en la parte (iv) de esta proposicién esta ilustrado en la
Figura 1.1.

Demostracion. (i) Es

AND=AUD-ANQO=A-0=A

ANA=AUA-ANA=A-A=0Q.

(i1) Tenemos que

AAB=AUB—-—ANB=BUA—-BNB=BAA.

(1ii) Es

AN(BAC)=ANn(BUC—-BNCQC)
=AN(BUC)—ANBNC

—(ANB)U(ANC)—(ANB)N(ANC)
= (ANB)A(ANC).

Esto completa la prueba de la proposicion. O
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1.3.19. Proposicién. Sea U un conjunto de referencia. Si A y B son subconjuntos de U,
entonces

(AAB) = A°AB=AAB.

Demostracién. Sean A y B dos subconjuntos de U. Tenemos que

AAB=(U-A)A
— (U-4)- ) (B— (U - A))
=(U-AUB)U((B—-U)U(ANB)) por 1.3.11(i) y 1.3.11(ii)
=(U-AUB)U(@U(ANB)) ya que B C U
= (U-AUB)U(ANB), (9
que
AANAB =B°ANA por 1.3.18(ii)
=(U—-BUA)U(BNA) por la igualdad (9)
=(U—-AUB)U(ANB) por 1.3.3(iii) y 1.3.6(iii)  (10)
y que
(AABf=U—-AAB
=U—-(AUB—-ANB)
=(U-AUB)UUN(ANB)) por 1.3.11(if)
=(U—-AUB)U(ANB) porque ANB C U. (11)
Comparando (9), (10) y (11) obtenemos las igualdades del enunciado. O

§1.4. Tablas de verdad

1.4.1. Muchas de las demostraciones que hicimos en la seccién anterior requirieron la
consideracion de varios casos. Cada vez que hacemos eso, es importante ser sistemadticos,
para asegurarnos de que no estamos dejando de lado alguna posibilidad. Hay varias
estrategias para lograr eso. Veamos una de ellas.
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Si estamos trabajando con dos conjuntos A y B y tenemos un elemento x, puede ser
que x pertenezca o no a Ay, por otro lado, que pertenezca o no a B. Tenemos entonces
cuatro casos distintos posibles, que son las cuatro entradas de la siguiente tabla:

(x € B?
No Si
No 1 2
(x € A?
Si 3 4

En un diagrama de Venn para A y B, cada uno de esos cuatro casos se corresponde con
una de las regiones del dibujo:

Normalmente tabulamos esos casos en la siguiente forma, que es mas conveniente:

x e A? (x € B?
1 No No
2 No Si
3 Si No
4 Si Si

Si en lugar de dos conjuntos tenemos tres, A, B y C, entonces un elemento x puede
o no pertenecer a A, puede o no pertenecer a B y puede o no pertenecer a C: en total
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esto nos da ocho casos, que son los que aparecen en la siguiente tabla:

ix € A? (x € B? x eC?

mIO\I'hIN-l
92
=
z
o
Z
o

Como en el caso anterior, cada una de las filas de esta tabla se corresponde con una de
las regiones del correspondiente diagrama de Venn:

a9
N

1.4.2. Supongamos que queremos verificar que para cada par de conjuntos Ay B se

tiene que
A—AANAB=ANB. (12)

Una forma de verlo es considerar un elemento x y considerar los cuatro casos que se
obtienen de acuerdo a que x pertenezca ono a A y a B, y decidir en cada uno de ellos
si x pertenece por un ladoa A — A A By por otro a AN B: si en cada uno de los cuatro
casos x pertenece o bien a los dos o bien a ninguno, entonces habremos verificado la
igualdad que queremos. Para organizar esta verificacién, podemos usar tablas como
las que describimos arriba para listar todos los casos.
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Empecemos por ver en qué casos x pertenece a A — A A B. Para ello, en primer
lugar construimos la siguiente tabla y determinamos en qué casos x pertenece a A A B:

ix € A? (x € B? ix € AAB?
No No No
No Si Si
Si No Si
Si Si No

Hecho eso, extendemos la tabla con una columna en la que tabularemos, para cada uno
de los casos, si x pertenece o no a la diferencia A — A A B:

ix € A? (x € B? ixe AAB? (xeA—AAB?
No No No No
No Si S No (13)
Si No Si No
Si Si No Si

Por otro lado, podemos hacer una tabla que nos diga, para cada uno de los cuatro
casos, si x pertenece ono a AN B:

ix € A? ¢(x € B? (x e ANB?
No No No
No Si No (14)
Si No No
Si Si Si

Observemos ahora que en las tablas (13) y (14) las columnas «;x € A — A A B?»
y «x € AN B?» son iguales: esto significa que en cada uno de los cuatro casos
correspondientes a las filas de esas tablas el elemento x o bien pertenece a los dos
conjuntos A — A A By AN B, o bien no pertenece a ninguno de los dos. Claramente
esto prueba que vale la igualdad (12).

1.4.3. Veamos un ejemplo un poco mas complicado:

Proposicién. Si A, By C son tres conjuntos, entonces

AA(BAC)=(AAB)AC.
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QO
< <
3 S = >
) < < <
% = O [<a) <X < =
w w W w w W W
= = = = = “ =
~J ~NJ ~J -~ ~NJ ~NJ -~
No No No No No No No
No No Si Si Si No Si
No Si No Si Si Si Si
No Si Si No No Si No
Si No No No Si Si No
Si No Si Si No Si Si
Si Si No Si No No Si
Si Si Si No Si No No

Tabla 1.1. La tabla de verdad de la prueba de la Proposicién 1.4.3.

Demostracién. En este caso tenemos tres conjuntos, A, B 'y C, asi que cuando conside-
ramos las distintas posibilidades en que un elemento x puede pertenecer o no a cada
uno de ellos, tenemos ocho casos distintos. En cada uno de ellos tenemos que decidir
si x perteneceonoa AA (BAC)ya (AAB)AC,y para ello es util decidir antes si
pertenece a BACya AA B. La Tabla 1.1 contiene todos los resultados.

Si comparamos la quinta columna de esa tabla y la séptima, notamos inmediata-
mente que son iguales: esto significa que un elemento x pertenecea A A (BAC) siy

solamente si pertenece a (A A B) A Cy, por lo tanto, estos dos conjuntos son iguales,
como afirma la proposicion. O

1.4.4. Consideremos un tltimo ejemplo de cémo podemos usar estas «tablas de verdad»:
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QO
[ <]
O =
(@ D
T R R
w W W W W W W w
= = = = = = = =
~ -~ ~ -~ BN N} ~ RS
No No No No No No No No
No No Si No No No Si Si
No Si No Si Si Si No Si
No Si Si Si No No Si Si
Si No No Si Si No Si Si
Si No Si Si No No No No
Si Si No Si Si Si Si Si
Si Si Si Si No No No No

Tabla 1.2. La tabla de verdad de la prueba de la Proposicién 1.4.4.

Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos. Si C C A, entonces

(AUB)NC = (B—C)U(AAQ).

Demostracion. Sean A, B y C tres conjuntos y supongamos que C C A. Otra vez
tenemos tres conjuntos, asi que hay en principio ocho posibilidades para la pertenencia
de un elemento x a cada uno de ellos. La hipétesis que hicimos de que C esta contenido
en A hace, sin embargo, que algunos de esos casos sean imposibles: no puede ser que x
pertenezca a C y no a A. Esto significa que cuando armemos la tabla que tabule todos
los casos posibles hay que excluir todos aquellos en los que esa condicién no se cumpla,
que son dos: las marcamos en rojo.

Si comparamos la quinta columna con la octava, vemos que coinciden en todas sus
entradas no marcadas en rojo. Esto prueba la proposiciéon. O

Es importante notar que esas dos columnas no son completamente iguales: sus
entradas correspondientes a las filas rojas son efectivamente distintas, y eso significa
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que la igualdad
(AUB)NC*=(B-C)U(AAC)

es falsa en general. La tabla nos permite encontrar un ejemplo de esto: las dos columnas
difieren en las entradas correspondientes a la primera de las filas rojas, asi que basta
encontrar tres conjuntos A, B y C tales que haya un elemento x que corresponda a esa
fila, es decir, tal que x € A, x ¢ By x € C. Por ejemplo, podemos elegir A = B = @
y C = {1}. En ese caso es (AU B) N C® = C mientras que (B—C)U(AAC) =C,y
estos dos conjuntos son efectivamente distintos.

Las columnas también difieren en sus entradas correspondientes a la segunda fila
roja, en la que x ¢ A, x € By x € C: esto nos sugiere otro ejemplo, con A = QD y
B =C = {1}. Ahora (AUB)NC® = @ mientras que (B—C)U(AAC) =C.

§1.5. Ejercicios

Uniones e intersecciones de familias de conjuntos

1.5.1. Si .# es una familia de conjuntos, la unién de .7 y la interseccion de .# son los
conjuntos que denotamos con los simbolos

U A y A
AeF AeF

tales que

x € U A < existe Ac Ftalquexc A
AeF

x € ﬂ A <= paracada A € ¥ se tiene que x € A.
AeF

Estas construcciones generalizan la unién y la intersecciéon que ya vimos. En efecto, si
X e Y son dos conjuntos, entonces la interseccién y la unién de la familia .# = {X, Y}
son, respectivamente,

U A=Xuvy, (1 A=XnNY.
AeF AeF
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1.5.2. Si .# es una familia de conjuntos y B es un conjunto, entonces
ﬂ(AuB):<ﬂ A)UB, U(AmB):<U A)mB
AeF AeF AeF AeF

y si todos los miembros de la familia .# estdn contenidos en un conjunto de referencia U,
entonces ademads

(QA)C:UAC, (UA)LQAC.

AeF AeF AeF AeF

Sistemas completos de operaciones

1.5.3. Sea U un conjunto de referencia y sean A y B dos subconjuntos de U. Considere-
mos el diagrama de Venn correspondiente a esta situacion:

A B

El conjunto U queda divido asi en 4 regiones:
A—B, B—-A, ANB, (AUB)*

y considerando uniones de ellas podemos armar 16 conjuntos distintos.

sliEEE
8188l 8
SHSENE
988l 8
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Esto significa que podemos describir estos 16 conjuntos a partir de A y de B usando
las operaciones de unién, interseccién, diferencia y complemento.

1.5.4.

(2) Muestre que para describir estos 16 conjuntos a partir de A y B es suficiente
usar Gnicamente las operaciones de unién y complemento, o las de interseccién y
complemento.

(b) Si X e Y son subconjuntos de U, definimos dos nuevas operaciones | y 1 poniendo

X1Y=(XUY), X1Y=(XNY)

Muestre que es posible describir cada uno de los 16 conjuntos del diagrama
anterior a partir de A y B usando tinicamente la operacién | y también usando
Unicamente la operacién 1. Asi, por ejemplo, se tiene que

ANB=(ALA)|(BLB)

ANB=(A1B)1(A1B).
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Relaciones

§2.1. El producto cartesiano

2.1.1. Si Ay B son dos conjuntos, el producto cartesiano de Ay B es el conjunto A x B
cuyos elementos son los pares ordenados (a,b) cona € Ay b € B.

Asi, por ejemplo, si A = {1,2} y B = {&, <, O, &}, entonces el producto cartesiano
A x B tiene por elementos a los ocho pares

L&) 1,0) 1L,V (1L,e) 2&) ((20) (29 (26)

De manera similar, el conjunto N x R es el de todos los pares (1, r) con n un namero
natural y r un nimero real, Z x Z es el de todos los pares (a,b) con a y b ntimeros
enteros y R X R es el conjunto de pares ordenados (x,y) de ntimeros reales.

2.1.2. Es fécil decidir cuando el producto cartesiano de dos conjuntos es vacio:

Proposicién. Sean A y B dos conjuntos. El producto cartesiano A X B es vacio si y solamente
si A es vacio o B es vacio.

Demostracién. Supongamos primero que A X B no es vacio. Esto significa que existe
algtn par ordenado (a,b) cona € Ay b € By, en particular, ni A ni B son vacios, ya
que contienen, respectivamente, a 2 y a b.

Reciprocamente, supongamos que A X B es vacio y que A no lo es, de manera que
existe un elemento a en A. Si B no fuera vacio, habria también un elemento b en B
y podriamos, por lo tanto, construir el par ordenado (a,b): este par seria en ese caso
un elemento de A X By esto es absurdo, ya que estamos suponiendo que el producto
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cartesiano es vacio. Vemos asi que B debe ser necesariamente vacio y esto prueba la
proposicion. O
2.1.3. En el caso en que ambos factores son conjuntos finitos, el producto cartesiano es
él mismo finito y podemos precisar su niimero de elementos:

Proposicion. Sean A y B dos conjuntos. Si A y B son finitos y poseen, respectivamente, n y m
elementos, entonces el producto cartesiano A X B es finito y tiene exactamente nm elementos.

Observemos que si A y B son finitos y alguno de los dos es vacio, de manera que
n = 0o m = 0, entonces esta proposicién nos dice que A x B tiene nm = 0 elementos;
reciprocamente, si A X B es vacio, es nm = 0y, por lo tanto, alguno de n o m tiene que
ser nulo. Esto es compatible, por supuesto, con lo que afirma la Proposicién 2.1.2.

Demostracién. Supongamos que A y B son finitos y que tienen 1 y m elementos, respec-
tivamente. Sean

a, dz, ..., Oy (1)
los elementos de A listados en algtn orden y sin repeticiones, sean

by, by, ..., bp (2)

los de B en algtun orden vy, otra vez, sin repeticiones y consideremos los nm pares
ordenados

(allbl)l (all bZ)/ ey (alrbm)/

(az,bl), (llz,bz), ey (az,bm),
. : , : (3)

(an/bl)/ (an/ bZ)/ crcy (an/bm)'

Todos ellos pertenecen a A x By, de hecho, todo elemento de A x B es uno de ellos.
En efecto, si (a,b) es un elemento de A x B, entonces a es un elemento de A, asi que
aparece en la lista (1) y hay un indice i tal que a = a;, y b es un elemento de B, asi que
aparece en la lista (2) y hay un indice j tal que b = b;: el par (a,b) es entonces el par
(ai,b;) y es uno de los que estén listados en (3).

Por otro lado, los nm pares ordenados que escribimos en (3) son distintos dos a
dos. Supongamos, por ejemplo, que los pares x = (a;,b;) y u = (a, b;) son iguales. Eso
significa que son iguales componente a componente: esto es, que a; = a; y que b; = b;.
Ahora bien, los elementos de la lista (1) son distintos dos a dos y entonces como a; y a
son iguales se debe tener que los indices i y k mismos son iguales. Por la misma razoén,
los indices j y I son iguales, y vemos asi que les pares x e y con los que empezamos
son, de hecho, el mismo.
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Concluimos asi que la lista (3) incluye todos los elementos de A x B sin repeticiones:
como hay alli nm elementos, vemos que A x B tiene nm elementos y, en particular, que
es un conjunto finito. O

§2.2. Relaciones

2.2.1. Si Ay B son dos conjuntos, una relacion de A a B es simplemente un subcon-
junto R del producto cartesiano A x B. Llamamos a A el dominio de la relacién R
y a B su codominio. Si a y b son elementos de A y de B, respectivamente, entonces
cuando el par ordenado (a,b) pertenece a R decimos que a estd relacionado con b por
Ry escribimos

aRb.
Si en cambio (a,b) ¢ R, escribimos
a Rb.

2.2.2. Consideremos un ejemplo sencillo. Sean A = {1,2,3,4,5} y B = {&, &, ,O}.
El conjunto

R={(1,&), (1,9), (2&) (3,9), (3&), 3 &) (44)}

es una relacion de A a B. Una forma mais eficiente de describir una relacién como ésta,
que va de un conjunto finito a otro, es dar un diagrama —al que llamamos el grafo
de R— construido de la siguiente manera: ponemos a la izquierda los elementos de A
encolumnados, a la derecha los de B y conectamos un elemento a de A con uno b de B
con una flecha si y solamente si el par ordenado (4, b) estd en R. En el ejemplo anterior,
si hacemos esto obtenemos el siguiente diagrama:

5
\>Q

4/
//yQ?
3
¢
&

2
1
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Observemos que en este dibujo bien puede haber elementos de A o de B que no estén
conectados con ningtn elemento del otro conjunto y elementos que estén conectados
con més de uno.

También podemos usar para representar graficamente nuestra relacion R un diagra-
ma —el grdfico de la relacion— como

o o o
0| e ®
B
%
| o o o

1 2 3 4 5
A
Aqui el eje horizontal y el vertical listan en algtin orden y sin repeticiones los elementos
de A y de B, respectivamente, y ponemos un punto por cada par ordenado de R de la
manera evidente.
Esta dltima idea, a diferencia de la primera, puede usarse en ciertos casos para re-

presentar graficamente relaciones entre conjuntos infinitos. Por ejemplo, si A = B = R,
entonces el conjunto

R={(x,y) ERxR:x*+y*> <1}
es una relaciéon de R a R y podemos representarla graficamente usando el dibujo

B

N
NI

Aqui, como siempre, vemos a los puntos a los puntos del plano como pares ordenados

x,Y) con coordenadas x € A € B, intamos los puntos que pertenecen a la
Y Yy yp p que p
relacion.

2.2.3. Si A y B son conjuntos, siempre hay relaciones de A a B: esto es simplemente
la observacién de que el conjunto #(A x B) de A X B no es vacio. Hay dos ejemplos
extremos:
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¢ la relacion vacia de AaBeslarelacion E=® C AX B,y
e la relacion total de A a B es la relacibon T = A x B.

Es posible que la relacién vacia de A a B y la relacién total sean la misma relacion: esto
pasa exactamente cuando alguno de los conjuntos A o B es vacio.

2.2.4. Si A es un conjunto, llamamos a la relacién
Iy ={(a,a) e AxA:ac A}

de A a Alarelacion identidad de A. Sipor ejemplo A = {1,2,3,4}, el grafo y el gréfico
de la relacién 14 son, respectivamente,

5——>5
4 ——> 4
33— 3
22— 2

l1——>1

En cambio, el grafico de la relacion identidad Ir del conjunto R de los ntimeros reales es

R

Composicion de relaciones

2.2.5. Si A, By C son conjuntos,y R C A x By S C B x C son relaciones de Aa By
de B a C, respectivamente, entonces podemos construir una nueva relaciéon de A a C, la
composicion So R de Sy R, poniendo

SoR={(a,c) e AxC:existebc Btalquea RbybSc}.

Es importante observar que solamente consideramos esta construccion cuando el
codominio de la relacién R coincide con el dominio de la relacién S.
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2.2.6. Por ejemplo, si A = {,o,#,0}, B = {1,2,3,456} yC = {@@O.@®} vy

tenemos las relaciones

R={(9,1),(0,4),(0,6),(#,3),(#,6),(%,1),(%,2), (%, 4)}

$§={10),(10).2@).0@),(5@)(60)}
entonces la composicién de S y R es la relacion de A a C
SoR={(%@®) (#@) (#0) @) 0} (4)

La forma mas sencilla de verlo es construir el siguiente diagrama, que contiene simulta-
neamente el grafo de la relacién R y el de la relacién S:

R

6
5
4 (5)
3
2

P 0

/

1

Ahora bien, de acuerdo a la definicién de la composicién S o R, un elemento a de A estd
relacionado con uno ¢ de C por la relacién S o R exactamente cuando hay un elemento b
en Btal quea Rby bR c. Asi, por ejemplo, el par ordenado (O, () pertenece a S o R
porque existe un elemento en B —a saber, el 6— tal que (©,6) € Ry (6,0) € S: en
términos del diagrama anterior, podemos decir que ¢ esta conectado con ) en la
relacién S o R porque se puede llegar del primero al segundo pasando por 6 a lo largo
de las flechas. De la misma forma, como se puede llegar de & a @ pasando por 1, el
par (&, @) pertenece a S o R. Notemos que también es posible llegar de & a @ pasando
por 2, pero esto no es importante: es suficiente con que haya alguna forma de llegar de
uno al otro para que el correspondiente par ordenado esté en S o R. Finalmente, el par
ordenado (#, @) no es un elemento de S o R, ya que no hay forma de ir de & a @ en
el diagrama.

Considerando con cuidado todos los pares, facilmente construimos el grafo de la
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relacion S o R a partir del diagrama (5), y obtenemos

SoR
© @
) @)
¢ ®

L @

La descripciéon de S o R que dimos en (4) es simplemente una transcripcién de esto.

2.2.7. Veamos otro ejemplo: sean los conjuntos A, By C todos iguales a R y sea

R

R={(xy) eRxR:|x—y| <1},

que es una relacion de R a R. Si x e y son elementos de R, entonces x R y si y solamente
si la distancia entre x e y es a lo sumo 1. Afirmamos que

RoR={(xy) eRxR:|x—y| <2} (6)

Llamemos por un momento T a la relacién de R a R que aparece en el miembro derecho
de esta igualdad y probemos que Ro R = T probando las dos inclusiones entre los
conjuntos RoRy T.

Supongamos primero que (x,y) € R o R, de manera que, de acuerdo a la definicién
de la composicién, existe z € R tal que x R z y z R y. Esto significa que |[x —z| <1y
que |z — y| <1y entonces, gracias a la desigualdad triangular, tenemos que

-yl =l(x-2) - -yl <|x—z[+[z-yl <1+1=2
Esto muestra que (x,y) € Ty, en definitiva, que RoR C T.
Reciprocamente, supongamos que (x,y) € T, de manera que x, y € Ry |x —y| < 2.
Si ponemos z = (x +y)/2, tenemos que

x—y|_ -yl 2
2

|lx —z| = 5 5 S

X

Xty
| =

y, de manera similar, que

z—yl <1

Esto nos dice que x R z y que z R y y, por lo tanto, que (x,y) € Ro R. Esto completa la
prueba de nuestra afirmacién (6).
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2.2.8. La composicion de relaciones es una operacion asociativa:

Proposicion. Sean A, B, Cy D conjuntosy R C Ax B, S CBxCyT C C x D relaciones
de Aa B,de Ba CydeCa D, respectivamente. Se tiene que

To(SoR)=(ToS)oR.

Demostracién. Seana € Ay d € D.

Supongamos primero que (a,d) € T o (So R). Esto significa que existe ¢ € C tal que
(a,c) € SoRy (c,d) € T. La primera de estas dos cosas significa, a su vez, que existe
b € Btal que (a,b) € Ry (b,c) € S. Ahora bien, de que (b,c) € Sy (¢,d) € T podemos
deducir que (b,d) € ToS y de esto y de que (a,b) € R, que (a,d) € (ToS)oR.
Concluimos de esta forma que To (SoR) C (ToS) C R.

Supongamos ahora que (a,d) € (T oS) o R, de manera que existe b € B tal que
(a,b) € Ry (b,d) € ToS. Esto ultimo nos dice que existe ¢ € C tal que (b,c) € Sy
(c,d) € T. Como (a,b) € Ry (bc) € S, sabemos que (a,c) € SoR y de esto y de
que (c,d) € T, que (a,d) € To (SoR). Esto prueba que (ToS)oR C To(SoR)y,
junto con la inclusién anterior, la igualdad que aparece en el enunciado. O

2.2.9. Las relaciones identidades se comportan como elementos neutros para la compo-
sicion:

Proposicién. Sean A y B dos conjuntos. Si R C A X B es una relacion de A a B, entonces

IBOR:R:ROIA.

Demostraciéon. Mostremos la primera de las dos igualdades — la segunda puede pro-
barse de exactamente la misma forma. Sean 2 € A y b € B y supongamos primero que
(a,b) € I o R: esto significa que existe b’ € B tal que (b,V') € Iz y (a,b’") € R. Pero si
(b, V") estd en Ip, entonces necesariamente b’ = by, por lo tanto, tenemos que (a,b) € R.
Esto nos dice que Ig o R C R.

Reciprocamente, si (a,b) € R, como ademés (b,b) € Ip, tenemos claramente que
(a,b) € Ig o R: vemos asi que R C [z o R. O

Inversion de relaciones

2.2.10. Si A y B son dos conjuntos y R es una relacién de A a B, la relacién inversa
de R es la relacion de Ba A

R'={(x,y) eBxA:yRx}.
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Observemos que esto significa que si x € A e y € B, entonces
yR1x < xRy.

El dominio y el codominio de la relacién R~ son, respectivamente, el codominio y el
dominio de la relacién de partida R.

2.2.11. Por ejemplo, si A = {0, 4, O, &}y B ={1,2,3,4,5,6}, la relacién inversa de
R={(9,1),(V,4),(V,6),(#,3),(4,6),(%,1),(%,2),(&4)}

es
R ={(1,9),(4,9),(6,9),(3,4),(6d),(1,&),(2&),(4&)}.

Los grafos de estas relaciones son

R R-1
6 6
v 5 5 = O
) 4 4 o
% 3 3 ¢
L 2 2 &
\ 1 1 /
y sus graficos son
R R-1
6 o o
5
4 o o Ol e o °
b 3 ] ) ] ®
2| o 4
1] @ ° | o o °
& & & 0 1 2 3 4 5 6
A B

Es claro que el grafo de R™! se obtiene del de R dando vuelta la direccién de las flechas
e intercambiando de lugar las dos columnas de elementos, mientras que el gréfico
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de R™! se obtiene del de R reflejando el diagrama con respecto a la diagonal —la linea
punteada roja.

2.2.12. Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos. Si R € A X B es una relacion de A a By
S C B x Cuna de B a C, entonces la relacién inversa de la composicion So R C A x C es

(SoR) =R 1tos™ L

Demostracion. Sea R una relacionde Aa By Sunade BaC. Seanc € Cya € A.

Supongamos primero que (c,a) € (So R)~!. Esto significa que (a,c) € SoR
y, por lo tanto, que existe b € B tal que (a,b) € Ry (b,c) € S. Pero entonces
tenemos que (b,a) € R'y (c,b) € S71, asi que (c,a) € S~' o R™L. Vemos asi que
(SoR)"'C S toR™L

Supongamos ahora que (c,a) € R™! o S~1. Esto significa que existe b € B tal que
(c,b) € S7ly (ba) € R, es decir, tal que (b,c) € Sy (a,b) € R. Estas dos cosas
implican entonces que (a,c¢) € So R, de manera que (c,a) € (So R)™1, y esto prueba
que R"1oS 1 C (SoR)™L O

§2.3. Relaciones en un conjunto

2.3.1. Si A es un conjunto y R C A X A es una relaciéon de A a A, decimos que R es
una relacién en A. Por ejemplo, si A = {1,2,3,4,5,6,7}, la relacion
R={(1,1),(1,2),(23),(31),(1,4),(41),(42),(56),(6,6)}

es una relaciéon en A. Su grafo y su grafico, respectivamente, son

7
7 7
6 o o
—— ;
5 5 4| e
4 4 3 )
3 3 21 e o
5 5 11 e o o
1]——mm> 1 1 2 3 4 5 6 7
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En este caso, como el dominio y el codominio de R son ambos el mismo conjunto A,
podemos dibujar el grafo poniendo una sola copia de cada elemento de A, de la
siguiente manera:

C 1/—3:\2 5\6 o

\Y,

No hay ya necesidad de encolumnar los elementos de A y generalmente los ubicamos
de la manera que haga que el diagrama sea lo mas claro posible.

Casi siempre que hacemos un diagrama para una relacién en un conjunto lo hacemos
de esta forma. Observemos que es importante marcar la direccién de cada una de las
flechas: bien puede ser que una relacion tenga un par (x,y) pero no el par inverso
(y,x), como en este ejemplo en el que (1,2) pertenece a R pero (2,1) no. De manera
similar, la relacién de nuestro ejemplo contiene el par (1,1) pero no el (3,3): marcamos
en el diagrama la presencia del primero usando el bucle 1 ©.

En el grafo de una relacién R en un conjunto puede haber a lo sumo dos flechas entre
dos elementos distintos x e y del su dominio: las que van en una y en otra direccién,
correspondiendo a los pares (x,y) e (i, x) que, por supuesto, pueden o no pertenecer
a la relacién. Por otro lado, puede haber a lo sumo una flecha de un elemento x a si
mismo, correspondiendo a que el par ordenado (x, x) puede o no estar en R.

Relaciones reflexivas

2.3.2. Una relaciéon R € A x A en un conjunto no vacio A es reflexiva si para todo
elemento a de A se tiene que

aRa,

es decir, que el par (a,a) pertenece a R. En términos del grafo de la relacién R, esto
significa que en cada uno de los puntos que representan a los elementos de A hay un
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bucle: asi, de los siguientes dos grafos de relaciones en el conjunto {0,1,2,3,4,5,6}

e LN
3 3
) 0D
4 YA
G 6
Y5 50D
solo el de la derecha representa una que es reflexiva. En términos de los graficos

también es inmediato reconocer la reflexividad: por ejemplo, las dos relaciones que
acabamos de considerar tienen gréaficos

6| o 6| o ) )
5 [ ) ) ) 5 e o o

4 o 4 ° o

3 e o 3 e o o

2 ° ° 2 e o o

1 L 1 .

O e ° 0| e ° °
0123456 0123456

y que el segundo corresponda a una relacion que es reflexiva mientras que el primero
no se refleja en que todos los puntos que estdn sobre la diagonal roja estdn marcados
en él, mientras que ése no es el caso en el primero.

2.3.3. La siguiente observacion es inmediata:

Proposicién. Sea A un conjunto no vacio y sea R C A x A una relacion en A. La relacién R
es reflexiva si y solamente si contiene a la relacion identidad 1.

Demostracion. En efecto, esto es consecuencia directa de la definicién de I4. O

Relaciones simétricas

2.3.4. Una relacién R C A X A en un conjunto no vacio A es simétrica si cada vez que
a 'y b son elementos de A se tiene que

aRb = bRa.
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En términos del grafo de la relacion, esto significa que si a y b son dos elementos
de A tales que hay una flecha que va de a a b en el grafo, entonces necesariamente hay
también otra que va en la direcciéon contraria, esto es, de b a a.

Los siguientes grafos representan dos relaciones en el conjunto A = {1,2,3,4,5}

19 1
£7&5 ﬁjﬁf) (7)
G ==, @3,

La primera no es simétrica: contiene la flecha que va de 4 a 3 pero no la que va de 3
a 4. En cambio, la segunda de estas relaciones es simétrica.

Cuando dibujamos el grafo de una relaciéon simétrica cada flecha viene acompafiada
siempre de su flecha inversa. Para simplificar el dibujo podemos convenir en dibujar
simplemente una linea entre dos elementos, sin direccion,

en lugar del par de flechas mutuamente inversas

.K\.

S~

Usando esta convencién, podemos representar la relacion del segundo diagrama de (7)
con el dibujo maés sencillo

Observemos que aqui también eliminamos la orientacién de las flechas que forman
bucles: claramente esa orientacién no agrega informacién alguna.
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2.3.5. Proposicién. Sea A un conjunto no vacio. Una relacion R C A x A en A es simétrica
si y solamente si es igual a su relacion inversa, esto es, si y solamente si

R=RL

Demostraciéon. Sea R C A x A una relacién en A y supongamos primero que R es
simétrica: tenemos que mostrar que R = R1. Si (a,b) € R, de manera que a R b,
entonces la simetria de R nos dice que b R 4, esto es, que (b,a) € R: de acuerdo a
la definicién de R}, entonces, tenemos que (a,b) € R™'. Vemos asi que R C R,y
un razonamiento exactamente andlogo prueba que también R~! C R, de manera que
R =R como queremos.

Supongamos ahora que R = R~! y probemos que R es necesariamente simétrica.
Sean a y b dos elementos de R tales que a R b, esto es, tales que (a,b) € R. Como
R = R7! por nuestra hipétesis, esto nos dice que (a,b) € R™! y, de acuerdo a la
definicion de la relacién R, que (b,a) € R: la relacién R es por lo tanto simétrica. [J

Relaciones transitivas

2.3.6. Una relaciéon R C A x A en un conjunto no vacio A es transitiva si cada vez que
a, by c son elementos de A se tiene que

aRbybRc = aRec.

En términos del grafo de R, esto significa que si hay una flecha que va de a hasta b y
otra que va de b hasta c, entonces tiene que haber también una flecha que va de a a c:

a/b\c

Asf, la condicién de transitividad es que si se puede llegar de un vértice a otro en dos
pasos siguiendo las flechas, también se puede llegar en uno — en otras palabras, que
siempre hay un “atajo”.

2.3.7. Veamos algunos ejemplos. Si A = {1,2,3,4,5,6,7}, la primera de las dos relacio-
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nes siguientes es transitivas, mientras que la segunda no.

(> 5
oA S

3-—>4 <5 Cl—»Z
r AR\ NN e
1{:2}\\7 4

@ O

En efecto, en la segunda tenemos por ejemplo la flecha que vade2a4ylade4 a6,
perono lade?2a6.

2.3.8. Proposicién. Sea A un conjunto no vacio. Una relacién R C A x A en A es transitiva
si y solamente si Ro R C R.

Demostracién. Sea R C A x A una relacién en el conjunto A.

Supongamos primero que R es transitiva y sea (4,c¢) un elemento de Ro R, de
manera que existe b € A tal que (a,b) € Ry (b,c) € R. Como R es transitiva, de esto
se deduce que (a,c) € R: vemos asi que RoR C R.

Reciprocamente, supongamos que Ro R C R y veamos que R es una relacién
transitiva. Supongamos que 4, b y c son tres elementos de A talesquea Rbyb R c. Se
tiene entonces que los pares ordenados (a,b) y (b, c) estdn en R, asi que el par (g, c) estd
en Ro R. Ahora bien, estamos suponiendo que R o R C R, asi que esto tltimo implica
que (a,c) € R, es decir, que a R c¢. Concluimos de esta manera que R es transitiva,
como queremos. O

§2.4. Relaciones de equivalencia

2.4.1. Una relacién R en un conjunto no vacio A es una relacién de equivalencia si es
reflexiva, simétrica y transitiva.

2.4.2. Veamos algunos ejemplos de relaciones de equivalencia:
(a) La relacién identidad 14 y la relacién total A X A en un conjunto no vacio A.
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(b) Si A = {1} tiene un tnico elemento, entonces hay dos relaciones en A —la vacia
y la identidad— y la segunda de ellas es la tinica que es de equivalencia.

Cl

Si A = {1,2} tiene dos elementos, entonces sabemos que A x A tiene 4
elementos y, por lo tanto, que el conjunto de partes Z(A x A) tiene 2¢ = 16:
esto nos dice que hay 16 relaciones sobre el conjunto A. De todas ellas, hay
exactamente dos que son relaciones de equivalencia: la relacion identidad y la
relacion total. En efecto, supongamos que R es una relacién de equivalencia
sobre A. Como es reflexiva, sabemos que los pares (1,1) y (2,2) estdn en R. Por
otro lado, puede ser que (1,2) esté o no en R. En el primer caso, como R es
simétrica también estd en ella el par (2,1) y vemos que estan todos los pares: la
relacion es, por lo tanto, la relacién total

Gr— =20

Si en cambio el par (1,2) no estd en R, entonces el par (2,1) tampoco —ya que la
relacién es simétrica— y, por lo tanto, la relacién es la relacién identidad de A,

G1 29

Razonando de la misma forma, es facil ver que sobre el conjunto A = {1,2,3}
hay cinco relaciones de equivalencia:

Q

1

)

Cmgf)
O
[/
@)

2
G
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En general, si un conjunto A es finito y tiene n elementos, llamamos n-ésimo
niimero de Bell a la cantidad de relaciones de equivalencia que hay en A y
lo escribimos B,,. El nombre recuerda a Eric Temple Bell (1883-1960, Escocia),
matematico y autor de ciencia ficciéon. Los primeros nimeros de Bell son

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
By 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570

Por supuesto, para contar las 115975 relaciones de equivalencia que hay sobre
un conjunto de 10 elementos se requiere una estrategia mas eficiente que la que
usamos arriba!

(c) Larelaciéon R C Z X Z en el conjunto Z tal que para cada x, y € Z se tiene que

xRy < |x| =y

(d) Larelaciéon R C R x R en el conjunto R tal que cada vez que x e y son elementos
de R se tiene que

xRy & x¥*-2x+2=1y>—-2y+2.
(e) Larelaciéon R C Z x Z en el conjunto Z dada por
R={(x,y) €EZXZ:y— x es par}.

Mas generalmente, si k € N tenemos una relacion de equivalencia Ry C Z X Z en
el conjunto Z dada por

Ry ={(x,y) €ZxXZ:kdivideay — x}.
Probemos que esto es, en efecto, una relacién de equivalencia.

* Si x € Z, entonces x —x = 0-k, asi que k divide a x — x y, por lo tanto,
tenemos que x Ry x. Vemos asi que la relacién Ry es reflexiva.

¢ Supongamos que x e y son elementos de Z tales que x Ry y, es decir, tales
que k divide a y — x. Esto significa que existe u € Z tal que y —x = u - k.
Por supuesto, tenemos entonces que x —y = (—u) - k, asi que k divide a
la diferencia x — y y, por lo tanto, y Ry y: vemos asi que la relacién Ry es
simétrica.

¢ Finalmente, supongamos que x, v y z son elementos de Z tales que x Ry y e
Y Ri z, de manera que k divide a y — x y a z — y. Esto significa que existen
enteros u, v € Z talesque y —x = u-kez—y = v-k: usando esto, vemos
que

z—x=(z—-y)+y—x)=v-k+u-k=(v+u)-k
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asi que k también divide a la diferencia z — x y, por lo tanto, es x Ry z.
Concluimos de esta forma que Ry es una relacion transitiva.

Cuando x e y son dos enteros y se tiene que x Ry y, decimos que x e y son
congruentes modulo k y normalmente escribimos

x=y modk

en lugar de x Ry y. Esta relacion de equivalencia es de extraordinaria importancia
en teoria de los niimeros enteros. Fue considerada de manera sistematica por pri-
mera vez por Carl Friedrich Gauss (1777-1855, Alemania) en su libro Disquisitiones
Arithmeticae —escrito en 1798, cuando tenia 21 afios, y publicado 1801— que es
la fundacién de la teoria moderna de ntimeros. La definicién de la relacion de
congruencia ocupa, de hecho, la primera linea de ese texto — véase la Figura 2.1
en la pagina siguiente.

Clases de equivalencia

2.4.3. Sea A un conjunto no vacio y sea R C A X A una relacién de equivalencia
sobre A. Si x es un elemento de A, entonces la clase de equivalencia de x en A con
respecto a la relacion R es el conjunto

[x] ={y€ A:xRy}.

En otras palabras, la clase de equivalencia de x es el conjunto de todos los elementos
de A que estdn relacionados por R con x. Llamamos conjunto cociente de A por R, y
escribimos A/R, al conjunto de las clases de equivalencia de R en A:

A/R ={[x] :x € A}

Asi, por ejemplo, si A es el conjunto {1,2,3,4,5,6,7} y la relacién R es la que tiene
grafo

03040 O
| &
QlOZJ U

entonces las clases de equivalencia de los elementos de A son

[1]=1{1,2,3,4}, [21={1,234}, [3]={1,234}, [4={1,234},
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DISQUISITIONES ARITHMETICAE.

SECTIO PRIMA
DE

NUMERORUM CONGRUENTIA IN GENERE.

Numeri congrui, moduli, residua ¢f nonresidwa.
1.

Sinumerns a numerorum b, ¢ differentiam metitur. b et ¢ secundum a con-
grui dicuntur, sin minus, incongrui: ipsum a modulum appellamus. Uterque nume-
rorum b, ¢ priori in casu alterius residuum, in posteriori vero nonresiduum vocatur.

Hae notiones de omnibus numeris integris tam positivis quam negativis *)
valent, neque vero ad fractos sunt extendendae. E.g. —9 et 4-16 secundum
modulum 5 sunt congrui; — 7 ipsius 4-15 secundum modulum 11 residuum, se-
cundum modulum 3 vero nonresiduum. Ceterum quoniam cifram numerus quis-
que metitur, omnis numerus tamquam sibi ipsi congruus secundum modulum quem-
cunque est spectandus.

Figura 2.1. El primer parrafo de las Disquisitiones Arithmeticae de Carl Friedrich
Gauss, con la definicién de la relacién de congruencia. «Si un numero a divide
la diferencia de niimeros b y ¢, b y ¢ se dicen congruentes y si no incongruentes.
Llamamos a a el médulo y a cada uno de los ntimeros b y ¢ residuos del otro
en el primer caso y no residuos en el segundo. [...] Por ejemplo, —9 y 16 son
congruentes médulo 5; —7 es residuo de 15 médulo 11 y no residuo médulo 3.
Como 0 es divisible por todos los enteros, e sigue que podemos considerar a todo

nimero congruente consigo mismo con respecto a un médulo cualquiera.»
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5] = {5,6}, [6] = {5,6}, 7] = {7}

En este ejemplo, entonces, las clases de equivalencia de la relacién R son tres, a saber:
{1,2,3,4}, {5,6}, {7}.

El conjunto cociente de A por R es, por lo tanto,
A/R = {{1,2,3,4}, {5,6}, {7}}.

2.4.4. La siguiente es la observacién mds importante que podemos hacer sobre las
clases de equivalencia de una relacién de equivalencia:

Proposicion. Sea A un conjunto no vacio y sea R C A x A una relacién de equivalencia en A.
Si x e y son elementos de A tales que x € [y], entonces [x] = [y].

Demostracién. Sean x e y elementos de A tales que x € [y], es decir, tales que
y R x. (8)

Queremos probar que [x] = [y] y para ello probamos, como es usual, las inclusiones
mutuas de los dos conjuntos [x] e [y]. Supongamos entonces primero que u € [x],
de manera que x R u. Como la relacién R es transitiva, de esto y de la hipétesis (8)
tenemos que y R u, esto es, que u € [y]: esto muestra que [x] C [y].

Reciprocamente, supongamos que u € [y], de manera que y R u y, como R es
simétrica, que u R y. De esto y de la hipétesis (8) tenemos que u R x y, otra vez por
la simetria, que x R u, es decir, que u € [x]. Esto muestra que [y] C [x] y completa la
prueba de la proposicion. O

2.4.5. Vamos cudles son las clases de equivalencia de las relaciones de equivalencia que
listamos en 2.4.2.

() Sea A un conjunto no vacio y sea R = I4 la relacién identidad de A. Si x € A,
entonces la clase de equivalencia [x] es el conjunto {x}. En efecto, si y € A es tal
que x R y, entonces se sigue inmediatamente de la definicion de la relacién que
necesariamente y = x: esto muestra que [x] C {x}. Por otro lado, como x R x
porque R es reflexiva, tenemos que x € [x] y, en consecuencia, que {x} C [x].
Vemos asi que [x] = {x}, como dijimos. En este ejemplo, entonces, hay tantas
clases de equivalencia como elementos hay en A y el conjunto cociente es

A/R={{x}:x e A}

(b) Sea A u conjunto no vacio y consideremos ahora la relacién total R = A x A
en A. En este caso, cualquiera sea el elemento x en A la clase de equivalencia
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(©)

de x es [x] = Ay, por lo tanto, hay exactamente una clase de equivalencia, todos
los elementos de A tienen la misma clase de equivalencia y el conjunto cociente
es

A/R = {A}.

Sea A =Zy sea R C Z x Z la relacién de equivalencia tal que si x e i estdn en Z
entonces

xRy <= |x| =y

Sea x € Z. Un entero y € Z pertenece a [x] si x R y, es decir, si |x| = |y|, v
esto ocurre exactamente cuando oy = x o y = —x. Vemos asi que la clase de
equivalencia de x es [x] = {x, —x}. Esta clase tiene dos elementos, x y —x, cuando
x es distinto de 0, y uno solo en caso contrario.

En este ejemplo dos elementos de Z tienen la misma clase de equivalencia si y
solamente si son o iguales o opuestos. La clase de equivalencia de 0 tiene un tinico
elemento, ya que [0] = {0}, mientras que todas las otras clases de equivalencia
tienen exactamente dos. El conjunto cociente es

A/R = {[x] : x € Ng}.

Sea ahora A = Ry R C R x R la relacién de equivalencia en R tal que si x e y
son dos elementos de R, entonces

xRy < x¥*—2x+2=1y*—2x+2.

Fijemos x € R y encontremos la clase de equivalencia [x] de x con respecto a R.
Un namero y € R pertenece a [x] si y solamente si x R y, es decir, si y solamente
si

X2 —2x+2=1y*-2x+2.
Observemos que podemos reescribir esta igualdad en la forma
(x=1)*+1=(y—1)>+1,

y entonces es claro que esa igualdad se cumple si y solamente si y — 1 es igual a
x—1loa—(x—1),esdecir, si y esigual a x 0 a 2 — x. Vemos asi que

[x] = {x,2 —x}.
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(e)

Si x # 1, entonces x # 2 — x y la clase de equivalencia [x] tiene exactamente dos
elementos; si en cambio es x = 1, entonces x = 1 = 2 — x y [x] tiene un dnico
elemento. Afirmamos que el conjunto cociente es, en este ejemplo,

A/R={[x]:x €R, x> 1}. )

En efecto, sea y € R. Si y > 1, entonces claramente la clase [y| es uno de los
elementos del conjunto que aparece a la derecha en (9). Si en cambio vy < 1,
entonces2 —y > 1y [y] = {y,2 —y} = [2 —y], asi que [y] también es uno de los
elementos de ese conjunto.

Sea A =7y R C 7Z x Z la relacién tal que si x e y son elementos de Z entonces

XRy <= y—xespar.

Fijemos un entero x € Z. Si y € [x], entonces y — x es par, es decir, existe k € Z tal
que y — x = 2k y, por lo tanto, y = x + 2k. Vemos asi que [x] C {x +2k : k € Z}
y vale, de hecho, la igualdad. En efecto, si y es un entero de la forma x + 2k
para algtn k € Z, entonces la diferencia y — x = 2k es un namero par y, en
consecuencia, x R y, de manera que y € [x].

Concluimos de esta forma que para cada x € Z la clase de equivalencia de x
con respecto a R es

x] ={x+2k:keZ}.
Afirmamos que el conjunto cociente en este caso es

A/R = {[0], (1]}

y que éste tiene dos elementos distintos. Para verlo, tenemos que mostrar, por un
lado, que toda clase de equivalencia de la relacién R es igual o a [0] o a [1] y, por
otro, que [0] # [1].

Sea y € Z un entero. Si y es par, entonces por supuesto la diferencia y — 0 es
par, de manera que 0 R y y, por lo tanto, y € [0]: esto implica, como sabemos,
que [y] = [0]. Si en cambio y es impar, entonces la diferencia y — 1 es par y ahora
tenemos que y € [1] y que [y] = [1]. Esto prueba la primera de las dos cosas que
queremos. Para ver la segunda basta observar que como la diferencia 1 — 0 no es
par, entonces 0 R 1y, por lo tanto 1 & [0]: como 1 € [1], es claro que esto muestra
que las clases [0] y [1] son distintas.

2.4.6.
en A.

Proposicién. Sea A un conjunto no vacio y sea R C A X A una relacion de equivalencia
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(i) Toda clase de equivalencia de R es no vacia.
(i1) Todo elemento de A pertenece a alguna una clase de equivalencia de R.
(1i) Dos clases de equivalencia de R son o bien disjuntas o bien iguales.

Observemos que de (ii) y (iif) se deduce que, de hecho, todo elemento de A pertenece
a exactamente una clase de equivalencia de R.

Demostracion. (i) Si c es una clase de equivalencia de R, entonces existe x € A tal que
¢ = [x] y, por lo tanto, x € c: en efecto, la relacién R es reflexiva, asi que x R x y, en
consecuencia, x € [x].

(if) Si x es un elemento de A, entonces [x] es una clase de equivalencia de R que
contiene a x.

(iif) Sean c y d dos clases de equivalencia de la relacion R, de manera que existen
elementos x e y de A tales que ¢ = [x] y d = [y], y supongamos que ¢ y d no son
conjuntos disjuntos. Existe entonces z € cNd = [x] N [y] y, en particular, z € [x] y
z € [y]. De acuerdo a la Proposicién 2.4.4, esto implica que [z] = [x] y que [z] = [y], asi
que, por supuesto, tenemos que [x] = [y]. O

Particiones

2.4.7. Si A es un conjunto, una particion de A es un conjunto .# contenido en Z(A)
—de manera que los elementos de .# son subconjuntos de A— que satisface las siguien-
tes tres condiciones:

* D& .F,
¢ todo elemento de A pertenece a algiin elemento de .%;
* dos elementos de .# son o bien iguales o disjuntos.
Llamamos a los elementos de .# las partes de la particion.
Por ejemplo, el conjunto A = {1,2,3,4,5,6} tiene a
Z1=112,5}, {46}, {3}},
T2 =1}, {2}, {3}, {4}, {5}, 16}}
ya

F = {{1,2,3,4,5,6}}

como particiones, entre otras.

2.4.8. Podemos obtener una particién de un conjunto a partir de una relacién de
equivalencia:
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Proposicion. Sea A un conjunto no vacio y sea R C A x A una relacién de equivalencia en A.
El conjunto cociente A/ R es una particion de A.

racion. En efecto, que las tres condiciones de la definicion 2.4.7 se cumplen es
Demostracién. En efect las t d de la def I
precisamente lo que afirma la Proposicién 2.4.6. O

2.4.9. Reciprocamente, si tenemos una particiéon en un conjunto, podemos construir de
manera natural una relacién de equivalencia:

Proposicién. Sea A un conjunto no vacio y sea % una particion de A. La relacion R C A x A
tal que si x e y son elementos de A entonces

x Ry <= existe una parte P € 7 tal que x € Pey € P

es una relacion de equivalencia en A y su conjunto cociente es A/R = Z.

Demostracion. Mostremos primero que la relacion R definida en el enunciado de esta
proposicién es una relacion de equivalencia.

* Si x € A, entonces como .# es una particién, existe una parte P € .# tal que
x € Py, por lo tanto, x R x.

* Sean x e y dos elementos de A tales que x R y, de manera que existe una parte
P e 7 tal que x € P ey € P. Por supuesto, tenemos entonces quey € Py x € P,
asi que y R x.

¢ Finalmente, sean x, v y z elementos de A tales que x R i e y R z. Existen entonces
partes Py Q en la particiéon .# talesque x € P,y € P,y € Qyz € Q. En
particular, vemos de esto que y € PN Q, de manera que las partes P y Q no
son disjuntas: como .# es una particion y satisface por lo tanto la tercera de las
condiciones de la definicion 2.4.7, vemos que tiene que ser P = Q. Pero en ese
caso tenemos que x € Py z € Py, por lo tanto, que x R z.

Como consecuencia de todo esto, la relacién R es reflexiva, simétrica y transitiva y, por
lo tanto, se trata de una relaciéon de equivalencia.

Veamos ahora que A/R = .#. Para ello, tenemos que mostrar las dos inclusiones
entre los conjuntos A/Ry 7.

® Sea primero ¢ un elemento de A/R, es decir, una clase de equivalencia de la
relacién R, de manera que existe x € A tal que ¢ = [x]. Como .# es una particién
del conjunto A, sabemos que existe una parte P € .# tal que x € P. Afirmamos
que c y P son el mismo conjunto y, en particular, que ¢ € .%#. Cuando probemos
esto tendremos, por lo tanto, que A/R C .#.
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Sea y € ¢ = [x]: esto significa que x R y y, de acuerdo a la definicién de la
relacion R, que existe una parte Q € .# tal que x € Q e y € Q. Ahora bien, como
x € PN Q, las partes P y Q no son disjuntas, asi que tienen que ser iguales, esto
es, debe ser P = Q. En particular, como y € Q tenemos que y € P, y en definitiva
esto muestra que ¢ C P.

Por otro lado, sea y € P. Como x € P ey € P, la definicién de R nos dice que
x Ry, asi que y € [x]: esto implica que P C c.

¢ Sea ahora P una parte de .#. Como .# es una particion, P no es el conjunto vacio
y, por lo tanto, existe x € A tal que x € P. Para ver que P pertenece a A/R es
suficiente con que mostremos que P = [x].
Si y es un elemento de P, entonces tenemos que x € Pey € P, asique x Ry
y, por lo tanto, y € [x]. Esto muestra que P C [x]. Reciprocamente, si y € [x],
de manera que x R y, entonces existe una parte Q de .# talque x € Qey € Q.
Como la interseccién P N Q no es vacia, ya que contiene a x, debe ser P = Q y,
por lo tanto, tenemos que y € P. Concluimos de esta forma que [x] C P.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

§2.5. Relaciones de orden

2.5.1. Si A es un conjunto no vacioy R € A x A es una relacién en A, entonces decimos
que R es anti-simétrica si cada vez que a y b son elementos de A se tiene que

aRbybRa = a=bD.

En términos del grafo de la relacién, esta condicién nos dice que hay a lo sumo una
flecha entre dos elementos distintos de A. De las siguientes dos relaciones en el conjunto
{1,2,3,4} so6lo la primera es anti-simétrica:

N
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Es importante observar que la propiedad de anti-simetria de una relacién es in-
dependiente de la de simetria y, en particular, que no es lo mismo que la de no
ser simétrica. La siguiente tabla muestra relaciones que tienen las cuatro posibles
combinaciones de estas dos propiedades.

¢Es anti-simétrica?

Si No
(Es simétrica?  Si 1 3 1 — )
Y/
2
DN
No 1—>2 ! ~
3

2.5.2. Una relaciéon R C A x A en un conjunto no vacio A es una relacién de orden si
es reflexiva, anti-simétrica y transitiva.

2.5.3. Veamos algunos ejemplos de relaciones de orden.
(a) La relacién identidad I4 en un conjunto no vacio A.
(b) Si A =N, entonces la relacion R C A x Atal quesia, b€ Aes

aRb <— a<b

es una relaciéon de orden. Podemos reemplazar al conjunto N por Z, por R y, més
generalmente, por cualquier subconjunto de R. Este ejemplo es el que motiva el
nombre de «relacién de orden» de la propiedad que estamos estudiando.

(c) Si B es un conjunto, podemos considerar la relacion R C #(B) x #(B) en el
conjunto de partes &(B) de B tal que si X, Y € &(B) entonces

XRY < XCY.

Es inmediato verificar que se trata de una relacion de orden en #(B). En
efecto, ya sabemos que es reflexiva y transitiva, y la Proposicién 1.2.2(i7) nos dice
precisamente que es anti-simétrica.

(d) En el conjunto N consideremos la relaciéon R C N x N tal que si x e i son elementos
de N entonces

xRy <= xdivideay.

Sabemos que se trata de una relacion reflexiva y transitiva y es, de hecho, una
relacién de orden. Para verlo, bastard que mostremos que es anti-simétrica.
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(e)

Supongamos que x e y son elementos de N tales que x Ry e y R x, es decir,
tales que x | y e y | x. Existen entonces k y l en N tales que y = Ix y x = ky, y se
tiene entonces que

x =ky = kix,

de manera que (1 —kl)x = 0. Como x no es nulo, esta igualdad implica que
1 — kI silo es, es decir, que kI = 1. Como tanto k como [ estdn en N, vemos asi
que necesariamente k = 1y, por lo tanto, que x = ky = y. Esto prueba que la
relacion es anti-simétrica, como queriamos.

Si definimos en Z una relacion R C Z x Z de manera que para cada x ey € Z
se tenga que vale

xRy <= xdivideay,

entonces 10 obtenemos una relacién de orden: por ejemplo, 2 R (—2) y (—2) R 2,
pero ciertamente 2 y —2 no son iguales.

Sea A = R x R y consideremos la relacion R C A x A tal que cada vez que
(x1,x2) e (y1,y2) son dos elementos de A se tiene que

X1 >0
(x1,%2) R (y1,2) = 0 (10)

X1 =Y1€ X2 > 1Yo

Veamos que se trata de una relacién de orden en el conjunto A. Observemos antes
que claramente se tiene que

(x1,%2) R (y1,y2) = x1 > 11 (11)

siempre que (x1,x2) e (y1,y2) son elementos de A.

® Si (x1,x2) es un elemento de A, entonces es claro que (x1,x2) R (x1,x2), asi
que la relacion es reflexiva.

® Sean (x1,x2) e (y1,y2) dos elementos de A para los que se tiene que

(x1,%2) R (y1,42) (12)

(y1,y2) R (x1,x2). (13)

De nuestra observacion (11) y de esto deducimos que x; > y1 y que y1 > x1,
asi que, de hecho, es x; = .
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Ahora bien, de (12) y de esto vemos que debe ser x, > v, ya que
la primera de las alternativas de la definicién (10) no puede valer. De la
misma forma, de (13) y de que x; = y; deducimos que y, > x,. Juntando
las dos desigualdades, vemos que, de hecho, x, = v, y, por lo tanto, que
(x1,x2) = (y1,Y2). Esto prueba que la relacién R es anti-simétrica.

¢ Finalmente, supongamos que (x1,x2), (2,Y2) ¥ (z1,22) son elementos de A

tales que

(x1,22) R (y1,y2) (14)
y

(y1,¥2) R (z1,22). (15)

En particular, de acuerdo a nuestra observacién (11), tenemos que x; > 11
y que y; > z1. Si alguna de estas dos desigualdades es estricta, entonces
tenemos que x1 > z; y, por lo tanto, que (x1,x2) R (z1,22). Supongamos
entonces que ninguna de esas dos desigualdades es estricta, de manera
que x; = y; e y1 = z1. De la definicién de la relacién R y de (14) y
de (15) podemos deducir entonces que x > y» y que y» > z>. Tenemos en
consecuencia que x; = z1 y que X > 2, asi que otra vez (x1,x2) R (z1,22).

En cualquier caso, entonces, es (x1,x2) R (z1,2z2) y, por lo tanto, la
relacién R es transitiva.

Vemos de esta forma que la relacion R es una relacion de orden en el conjunto A,
como queriamos.

§2.6. Ejercicios

Interseccion de relaciones

2.6.1. Sea A un conjunto.

(@) Si Ry S son dos relaciones en A que son reflexivas, simétricas, transitivas o
anti-simétricas, entonces la interseccion RN S, que es una relacién en A, tiene la
misma propiedad. Si R y S son relaciones de equivalencia o de orden, entonces
RN S también lo es.

(b) Mas generalmente, si .# es una familia no vacia de relaciones en A y todos los
miembros de .% son relaciones reflexivas, simétricas, transitivas o anti-simétricas,
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entonces la interseccion

R
ResF
que también es una relacién en A, tiene la misma propiedad. Si todos los
miembros de la familia .# son relaciones de equivalencia o de orden, entonces la
interseccién de la familia también lo es.
(c) ¢Hay resultados como los de las dos partes anteriores de este ejercicio pero con
respecto a la unién de relaciones?

Clausura transitiva

2.6.2. Sea A un conjunto y sea R C A x A una relacién en A.
(a) La familia .%# de todas las relaciones S C A x A que son transitivas y tales que
R C S es no vacia. Podemos entonces considerar la relaciéon

R=s.
Esta relacion R es una relacion transitiva en A que contiene a R y es la menor

relaciéon en A con esa propiedad, en el sentido de que

si S C A X A es una relacion transitiva en el conjunto Ay R C S,
entonces R C S.

Llamamos a la relacién R la clausura transitiva de R.
(b) Sea R C N x N la relacién en N tal que si x e y son elementos de N entonces

XRy < y=x+1.

Describa la clausura transitiva R de R.

2.6.3. Sea A un conjunto y sea R C A X A una relacién en A. Consideremos la relacién
R’ C A x A tal que si x e y son elementos de A, entonces se tiene que

xRy
si y solamente si se cumple la siguiente condicién:

existen n € Ny elementos zg, z1, ..., 2, € A tales quezyo =X,zZp =Yy
paracadai € {1,...,n} esz;_1 R z;.
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Muestre que R’ es una relacion transitiva en A, que R C R’ y que, de hecho, R’ es la

clausura transitiva de R.

Relacién de equivalencia generada por una relacion

2.6.4.

(@)

(b)

Sea A un conjunto y sea R C A X A una relacién.
La familia .# de todas las relaciones S C A x A que contienen a R y que son
relaciones de equivalencia no es vacia y podemos, por lo tanto, considerar la

interseccion
R=s.
Se7F

Esta relaciéon en A es una relacion de equivalencia, contiene a R y es la menor
relacién de equivalencia en A que contiene a R, en el sentido de que

si S C A x A es una relacién de equivalencia en el conjunto Ay R C S,
entonces R C S.

Llamamos a esta relacién R la relacion de equivalencia generada por R.
Sea R’ C A x A la relacién en A tal que si x e y son elementos de A, entonces se
tiene que

xRy
si y solamente si se cumple la condicién de que

existen n € Ny y elementos zo, z1, ..., zn € A tales quezg = X,z =y
yparacadai € {1,...,n}eszi_1 Rzjoz Rz_1.

Muestre que R’ es una relaciéon de equivalencia en A, que R C R’y que R’ es, de
hecho, la relacién de equivalencia en A generada por R.

Relacion de orden generada por una relacién aciclica

2.6.5.

Si A es un conjuntoy R C A x A es una relaciéon en A decimos que R es posee

un ciclo si existen n € N y elementos zg, ..., z, € A tales que z;_1 R z; para cada
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ie{l,...,n}yz,Rz.

Zy €~

R
[
8 )

\. Zn

el

Si R no posee un ciclo, entonces decimos que R es aciclica.

2.6.6.

(@)
(b)

(©)

Sea A un conjunto y sea R C A X A una relacién en A.

Si la relacion R posee un ciclo, entonces no existe ninguna relacién de
orden S C A x Atalque R C S.

Supongamos ahora que R es aciclica. Si R™ es la clausura transitiva de la relacion
R U I4, entonces R™ es una relaciéon de ordenen Ay R C R™.

En particular, esto muestra que si R es aciclica, entonces la familia .# de todas
las relaciones de orden S en A tales que R C S no es vacia y que, por lo tanto,
podemos considerar la interseccién

s,

SeF

que es una relacién en A. Esta relacion es precisamente la relaciéon R™ construida
en la parte (b) y es la menor relacion de orden en A que contiene a R, en el sentido
de que

si S € A x A es una relacion de orden en el conjunto Ay R C S,
entonces RT™ C S.

Llamamos a esta relacion R™ la relacion de orden generada por R.

La relacion de cubrimiento de una relacion de orden

2.6.7. Sea A un conjunto y sea R C A x A una relacién de orden en A. Definimos una
nueva relaciéon R° € A x A en A de la siguiente manera: si x e y son elementos de A,
entonces x R° y si y solamente se se cumplen las siguientes dos condiciones

esxRy,y

cadavezquez € Restalquex Rzyz Ry setienequez=x0z=1y.
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En otras palabras, si x e y son elementos de A, entonces se tiene que x R° y si
y solamente si x R y y no hay elementos z de R distintos de x y de y que sean
«intermedios» entre x e y, en el sentido que se tengan las relaciones

xRz, zRy.

Llamamos a la relaciéon R° la relacion de cubrimiento correspondiente a la relaciéon R
de partida.

2.6.8. Describa en cada uno de los siguientes ejemplos la relacién de cubrimiento
correspondiente.
(a) Sea R C Z x Z la relacién de orden en Z tal que si x e y son elementos de Z
entonces

XRy < x<uy.

(b) Sea B un conjunto y sea R C #(B) x Z(B) la relacién de orden en el conjunto
de partes Z(B) tal que si X e Y son elementos de #?(B) entonces

XRY «<— XCY.

(c) Sea R C Q x Q la relacién de orden en Q tal que si x e y son elementos de Q
entonces

xRy < x<y.
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Funciones

§3.1. Funciones

3.1.1. Sean A y B dos conjuntos. Decimos que una relacién f C A x B de A a B es una
funcion de A a B si

* para cadaa € A existe b € B tal que (a,b) € f,y

e siae Ayb, b € Bson tales que los pares ordenados (a,b) y (a,0’) estéan en f,
entonces necesariamente b = b'.

En términos del grafo de la relacién f, la primera de estas condiciones dice que de cada
elemento de A sale al menos una flecha, mientras que la segunda que sale a lo sumo
una: juntas, entonces, nos dicen que de cada elemento del dominio de la relacién f sale
exactamente una flecha. Observemos que ambas condiciones son sobre lo que sucede con
los elementos del dominio de f: bien puede suceder que haya elementos del codominio,
el conjunto B, a los que no llegue ninguna flecha en el grafo de f o elementos a los
que llegue mas de una. Asi, por ejemplo, si A = {1,2,3} y B = {a,b,c}, entonces la
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relacién f C A x B cuyo grafo es

es una funcién. En efecto, en este grafo de cada elemento de A sale exactamente una
flecha.

3.1.2. Cuando una relaciéon f C A x B de un conjunto A a otro B es una funcién,
escribimos f : A — B. Esta notacién nos dice cuédl son el dominio y el codominio de la
relacién f y deja en claro que se trata de una funcién.

Por otro lado, si f : A — B es una funcién de A a B y a un elemento de A, sabemos
que existe un elemento b en B y uno solo tal que (a,b) € f: a ese elemento lo escribimos
f(a) y lo llamamos el valor de f en a o la imagen de a por f. En otras palabras, cuando
escribimos que

b= f(a)

estamos diciendo, ni mds ni menos, que el par ordenado (a,b) pertenece a f.

3.1.3. Proposicién. Sean A, B y C tres conjuntos.
(1) La relacion identidad Iy C A X A es una funcion.
(i1) Si f : A — By g: B — C son funciones, entonces la relacion go f C A x C es una
funcién de A a C.

Demostracién. (i) Veamos que I4 es una funcién, verificando las dos condiciones de la
definicién 3.1.1.

* Sia es un elemento de A, entonces el par ordenado (a,a) pertenece a I4.

* Supongamos que a € Ay b, b’ € A son tales que los pares ordenados (a,b) y
(a,b") estén en I4. De la definicion de I, se sigue, claro, quea =by quea =1y,

en particular, que b = 1'.
(if) Otra vez, para mostrar que la relacién compuesta go f de A a C es una funcién

verificamos las dos condiciones de la definicién 3.1.1.

e Seaa € A. Como f es una funcién, existe un elemento b € B tal que (a,b) € f y,
por otro lado, como g es una funcién, existe un elemento ¢ € C tal que (b,c) € g.
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De acuerdo a la definicién de la composicién de relaciones, entonces, se tiene que
(a,c) € gof.

e Seana € Ayc, ¢ €C tales que los pares ordenados (a,¢) y (a,c’) estinen g o f.
Esto significa que existen elementos b y b’ en B tales que (a,b) y (a,b’) estan en f
y (b,c) y (V/,c') estan en g.

A

v ——

Ahora bien, como f es una funcién, de que los pares (a,b) y (a,b’) estén en f se
deduce que b = I'. Tenemos entonces que los pares (b,c) y (b,¢’) estan en gy,
como g también es una funcion, vemos que ¢ = c’.

Esto completa la prueba de la proposicion. O

§3.2. Inyectividad, sobreyectividad, biyectividad

3.2.1. Sean A y B dos conjuntos y sea f : A — B una funcién de A a B. Decimos que

* fesinyectiva si cada vez que a 'y a’ son dos elementos de A tales que f(a) = f(a’)
se tiene que a = a’, que

* f es sobreyectiva si para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b, y que
* f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

En términos del grafo de la funcién f, la condicién de inyectividad es que a cada
elemento de b llegue a lo sumo una flecha desde un elemento de A, mientras que la de
sobreyectividad que a cada elemento de B llegue al menos una flecha.

3.2.2. Estas tres propiedades de las funciones se preservan al componerlas:

Proposicién. Sean A, B y C conjuntos y sean f : A — By g : B — C funciones.
(i) Silas funciones f y g son inyectivas, entonces la composicion g o f es inyectiva.
(if) Si las funciones f y g son sobreyectivas, entonces la composicion g o f es sobreyectivas.
(iii) Si las funciones f y g son biyectivas, entonces la composicién g o f es biyectiva.

61



Demostracion. (i) Supongamos que f y g son inyectivas y sean a y a’ elementos de A
tales que (go f)(a) = (go f)(a’), es decir, tales que g(f(a)) = g(f(a’)). Como g es
inyectiva, esto implica que f(a) = f(a’) y, a su vez, como f es inyectiva, esto implica
que a = a’: vemos asi que la composicién g o f es inyectiva.

(if) Supongamos ahora que f y g son inyectivas y sea c € C. Como g es sobreyectiva,
existe b € B tal que g(b) = cy, por otro lado, como f es sobreyectiva, existe a € A tal
que f(a) = b. Tenemos entonces que

(g0 f)(a) =g(f(a)) =g(b) =c,

y esto nos dice que g o f es sobreyectiva.

(iif) Supongamos finalmente que f y g son biyectivas. Como f y g son entonces
inyectivas, la primera parte de esta proposicién nos dice que la composiciéon go f es
inyectiva; por otro lado, como f y g son sobreyectivas, la segunda parte nos dice que
esa composicion es sobreyectiva. Vemos asi que g o f es biyectiva, como queremos. []

3.2.3. Las implicaciones reciprocas a las de la Proposicién 3.2.2 son falsas. Asi, por
ejemplo, la composicién indicada en el grafico

1>< ><

b

2 p

e
d

es inyectiva, pero la segunda funcién no lo es. De manera similar, la composicién

es ciertamente sobreyectiva pero la primera de las dos funciones que estamos compo-
niendo no lo es. Sin embargo, tenemos el siguiente resultado parcial:
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3.2.4. Proposicién. Sean A, By C conjuntos y sean f : A — By g : B — C funciones.
(i) Sila composicion g o f es inyectiva, entonces la funcién f es inyectiva.
(if) Si la composicion g o f es sobreyectivas, entonces la funcion g es sobreyectiva.

Demostracién. (i) Probaremos la implicacién contrarreciproca, esto es, que
si f no es inyectiva, entonces la composicion g o f tampoco lo es.

Supongamos entonces que f no es inyectiva, de manera que hay elementos a y a’ en A
tales que a # a’ y f(a) = f(a’). Se tiene entonces que

(80 f)(a) =g(f(a)) =g(f(a')) = (g0 f)(d),

y, como a # a’, que la composicién g o f no es inyectiva.

(if) Supongamos que la composicién g o f es una funcién sobreyectiva y sea c € C.
La hipétesis nos dice que existe a € A tal que ¢ = (g o f)(a), es decir, que ¢ = g(f(a)).
El elemento b = f(a) de B es entonces tal que g(b) = c: esto muestra que la funcién g
es sobreyectiva. O

§3.3. Funciones inversibles y funciones inversas

3.3.1. Sea f : A — B una funcién de un conjunto A a otro B. Decimos que f es
inversible si existe una funciéon g: B — Atalque go f =I5 y que fo g = I y en ese
caso decimos que g es una funcién inversa de f.

3.3.2. Una observacion importante es la siguiente:

Lema. Si una funcion es inversible, entonces posee exactamente una funcion inversa.

En vista de esto, cuando tengamos una funcién inversible podremos hablar de la
funcién inversa y no solamente de una funcién inversa, ya que ésta esta bien determi-
nada.

Demostracion. Sea f : A — B una funcién. Supongamos que f es inversible y que las
funciones g1, g2 : B — A son funciones inversas de f, de manera que se tiene que

g1of=gof=1Ia fogi=fog =1Is.
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Usando estas igualdades, vemos que

g1=g10olp=g10(fog)=(g10f)og2=1Ia0% = g.

Esto prueba el lema. O

3.3.3. Proposicién. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f : A — B es inversible si y
solamente si es biyectiva. Cuando ése es el caso, la relacion inversa f~1 C B X A es una funcion
y es, de hecho, la funcién inversa de f.

Demostracion. Sea f : A — B una funcioén y supongamos primero que f es inversible,
de manera que existe una funcién ¢ : B -+ A tal que gof = Ip y fog = Ip.
Como la composiciéon g o f es inyectiva, ya que es la funciéon identidad de A, la
Proposicién 3.2.4(i) nos dice que f es inyectiva. De manera similar, como la composicién
f o g es sobreyectiva, ya que es la funcién identidad de B, la Proposicion 3.2.4(ii) nos
dice que f es sobreyectiva. Vemos asi que f es biyectiva.

Supongamos en segundo lugar que f es biyectiva y consideremos la relacién inversa
f~1 C B x A. Se trata de una funcién: para verlo, verificamos las dos condiciones de la
definicién 3.1.1.

* Sib € B, entonces, como f es sobreyectiva, existe a € A tal que b = f(a), esto es,
tal que el par ordenado (a,b) pertenece a f. Esto significa que el par ordenado
(b, a) pertenece a la relaciéon f~!.

* Seanb € Bya, a' € A tales que los pares ordenados (b,a) y (b,a’) estin en f~1.

(b,
Esto significa que los pares ordenados (a,b) y (a’,b) estdn en f, es decir, que
f(a) = by que f(a') = b. Pero entonces f(a) = f(a’) y, como f es inyectiva,
tenemos necesariamente que a = a’.

Vemos asi que, como dijimos, tenemos una funcién f —1. B — A. Mostremos que f -1
es una funcién inversa de f y, por lo tanto, que la funcién f es inversible.

® Seaa € A. Pongamos b = f(a), de manera que (a,b) € f y, por lo tanto,
(b,a) € f~1, es decir, f~1(b) = a. Usando esto, vemos que

(fof)a) = fH(f(a)) = f1(b) = a=la(a)

y concluimos que las funciones f~'o f e I4 toman el mismo valor en cada
elemento de su dominio comtn A: esto significa, precisamente, que f ! o f = I,.

* Sea ahora b € By pongamos a = f!(b), de manera que (b,a) € f 'y (a,b) € f,
es decir, f(a) = b. Tenemos que

(fofH(®b) = f(f71(b)) = f(a) = b = Ip(b)
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y, en consecuencia, que f o f~! = Ip.
Esto completa la prueba de la proposicién. O

3.3.4. Es importante observar que si f : A — B es una funcién que no es biyectiva,
entonces la relacion inversa f ! : B X A no es una funcién. Por ejemplo, las relaciones
inversas de las funciones

b T~ a
2 —

c b
3 35—

\ d
son, respectivamente,

a

1 1
b a —

2 T,
c b

3 I
i

y ninguna de estas dos tltimas es una funcién.

3.3.5. Proposicién. Sean f : A — By g: B — C dos funciones inversibles, de manera que
poseen funciones inversas f ' : B— Ay ¢! : C — B. La composicién g o f es inversible y
su funcion inversa es

(gof)h=fTlog™.

Demostracién. Como f y g son inversibles, la Proposicién 3.3.3 nos dice que son bi-
yectivas y la Proposicion 3.2.2(iii), a su vez, que la composicion g o f es biyectiva. La
primera de esas proposiciones, por lo tanto, implica que esta composicién es inversible.
Esto prueba la primera de las dos afirmaciones del enunciado. Para ver la segunda, es
suficiente que mostremos que & = f~! o0 ¢~! es una funcién inversa de k = g o f y para
ello tenemos que probar que hok =14 y quekoh = I¢.
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Sia € A, entonces
(hok)(a) = h(k(a)) = (g7 (8(f(0))) = f'(f(a)) =a.
De manera similar, si ¢ € C, es
(koh)(c) = k(h(c) =(f(f (g7 (c)))) =8(g™(c)) =c.

La proposicién queda asi probada. O

§3.4. Ejercicios

Imagen y preimagen de subconjuntos por una funcion

3.4.1. Sean A y B dos conjuntos y sea f : A — B una funcién de A a B. Si X es un
subconjunto de A, llamamos imagen de X por f al subconjunto

fIX]={f(a):a X}
de B, de manera que si b € B se tiene que
b e f[X] <= existea € X tal que f(a) =b.

De manera similar, si Y es un subconjunto de B, llamamos preimagen o imagen inversa
de Y por f al subconjunto

frIY)={acA:f(a) €Y}
de A, y entonces para cada a € A se tiene que

ac Y] < fa)eY.

3.4.2. Sea f : A — B una funcién.
(a) Para cada subconjunto X C A se tiene que X C f~![f[X]] y, més atin, si la funcién
f es inyectiva, entonces X = f~![f[X]]. Esta tltima igualdad no vale siempre.
(b) Para cada subconjunto Y C B se tiene que f[f~![Y]] C Y y, més atin, si la funcién
f es sobreyectiva, entonces f[f ![Y]] = Y. Esta igualdad no vale siempre.
(¢) Si X; y Xz son subconjuntos de A tales que X; C X», entonces f[X;] C f[X].
(d) SiY; e Ys son subconjuntos de B tales que Y7 C Y3, entonces f1[Y;] C f1[Ya].
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3.4.3. Sean f : A = By g : B — C dos funciones.
(a) Si X es un subconjunto de A, entonces (g o f)[X] = g[f[X]]-
(b) SiY es un subconjunto de B, entonces (go f) Y] = f g [Y]].

3.4.4. Sea f : A — B una funcién.
(a) Si Xj y Xp son subconjuntos de A, entonces

fIX1UXa] = f[X1] U f[Xo]

fIXanX] € fIXa] N f[Xa,

y, mds aun, si la funcién f es inyectiva entonces de hecho se tiene que
fIXanXo] = fXa] 0 f[X].

Esta igualdad no vale siempre, sin embargo. Ademads, se tiene que
fIX1 = Xo] 2 f[Xa] = fXo]

(b) SiY; e Y; son subconjuntos de B, entonces

fiMmuy] = muf X,
Ny = 'm0 Y]

i -] ="l - ]

3.4.5. Si f : A — B es una funcién y X e Y son subconjuntos de A y de B, respectiva-
mente, entonces se tiene que

XCFUY) — fX)CY

y vale que
fIXINY = fIXn f7HY]], fIXJUY 2 fIXUFHY]],
Xnfylc ffIXINY], XUyl c XUy,

Ninguna de las dltimas tres igualdades vale siempre: encuentre ejemplos en los que
sean estrictas las inclusiones y condiciones sobre f que garanticen las igualdades.
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Restriccion y correstriccion de funciones

3.4.6. Sea f : A — B una funcién y recordemos que, como f es una relaciéon de A a B,
se trata de un subconjunto del producto cartesiano A x B.
(a) Si C es un subconjunto de A, entonces el subconjunto f N (C x B) de A x B es
una funcién de C a B. La llamamos la restriccion de f a C y la escribimos f|c.
(b) Si D es un subconjunto de B tal que D O f[A], entonces el subconjunto
fN(AxD)deAx B es una funcién de A a D. La llamamos la correstriccion
de f a By la escribimos f|P.
(c) Mas generalmente, si C y D son subconjuntos de A y de B, respectivamente, y se
tiene que f[C] C D, entonces la interseccién f N (C x D) es una funcién de C a D.

“Pegado” de funciones

3.4.7. Sean Ay, Ay y B tres conjuntos y sean f : Ay = By g: Ay — B dos funciones.
Si las restricciones f|a,na, Y &la,na, coinciden, entonces existe una y sélo una funcion
h:A1UAy; — Btal que h|a, = f vy h|a, = g En esta situacion, decimos que la funcién
h se obtiene por “pegado” de las funciones f y g.

Caracterizaciones alternativas de la inyectividad y la sobreyectividad

3.4.8. Sea f : A — B una funcién.
(a) La funcién f es inyectiva si y solamente si cada vez que g1 : C -+ Ay g :C — A
son funciones tales que f o g1 = g o f, se tiene que g1 = g».
(b) La funcién f es sobreyectiva si y solamente si cada vez que g1 : B =+ Cy
g2 : B = C son funciones tales que g1 o f = g2 o f se tiene que g1 = $.

3.4.9. Si f : A — B es una funcién, entonces las siguientes tres condiciones son
equivalentes:
(a) La funcién f es inyectiva.
(b) Cada vez que X e Y son subconjuntos de A se tiene que f[XNY] = f[X] N f[Y].
(c) Cada vez que X e Y son subconjuntos de A tales que X C Y se tiene que

fIY = X] = fIY] - fIX].

Funciones inversas a izquierda y a derecha

3.4.10. Sea f : A — B una funcién. Decimos que una funcién f : B — A es
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* una inversa a izquierda de fsigo f =1u,y

* una inversa a derecha de f si f o g = Ip.

3.4.11. Sea f : A — B una funcién.
(a) La funcién f posee una funcién inversa a izquierda si y solamente si f es inyectiva,
pero en general no tiene una sola.
(b) La funcién f posee una inversa a derecha si y solamente si f es sobreyectiva, pero
en general no tiene una sola.
(c) Si f posee una inversa a izquierda g : B —+ A y una inversa a derecha h : B — A,
entonces f es inversible y se tiene que g = h = f~1.

Relaciones de equivalencia inducidas por funciones

3.4.12. Sea f : A — B una funcién. La relacién Ry C A x A en el conjunto A tal que si
x e y son elementos de A entonces

XRpy < f(x) = f(y)

es una relacién de equivalencia. Llamamos a Ry la relacién de equivalencia inducida
por la funcién f.

3.4.13. Sea A un conjunto y sea R C A x A una relacién de equivalencia en A. Hay
una funcién f : A — A/R con codominio en el conjunto cociente de A por R tal que

f(a) = [a]

para cada a € A, esta funcién es sobreyectiva, y la relacién de equivalencia Ry C A x A
inducida por f es precisamente la relacién R con la que empezamos. Llamamos a la
funcién f la proyeccion candnica de A al cociente A/R.

Observemos que este resultado nos dice que foda relaciéon de equivalencia es la
relaciéon de equivalencia inducida por alguna funcién.

Funciones definidas sobre un conjunto cociente

3.4.14. Sean Ay B dos conjuntos, sea R C A X A una relacién de equivalencia en A y
sea f : A — B una funcién. Si cada vez que a y 4’ son elementos de A se tiene que

aRd = f(a)=f(d),
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entonces existe una y una sola funcién F : A/R — B con dominio en el conjunto
cociente A/R de A por R tal que para cadaa € A es
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Induccion

84.1. El principio de induccidn

4.1.1. Decimos que un subconjunto S de N es inductivo si tiene las siguientes dos
propiedades:
eleS,y

* para cada k € N vale que
keS — k+1e€6S.

Es evidente que el conjunto N es inductivo y una propiedad fundamental del conjunto N
de los nameros naturales es que, de hecho, éste es el tnico ejemplo:

Proposicién. Si S es un subconjunto inductivo de N, entonces S = N.

Llamamos a este resultado el Principio de Induccion. Veamos por qué es cierto. Sea S
un subconjunto inductivo de N y supongamos que S no es igual a N, de manera que la
diferencia T = N — S es un conjunto no vacio. Ahora bien, como T es un subconjunto
no vacio de N, posee un menor elemento m: es decir, existe un elemento m € T tal que
para todo n € T se tiene que m < n. Como 1 pertenece a S, es m # 1y, en consecuencia,
el namero m — 1 pertenece a N. Mds atin, como m — 1 es estrictamente menor que m, la
forma en que elegimos a m implica que m —1 ¢ T, es decir, que m — 1 € S. Usando
esto y el hecho de que S es inductivo, entonces, podemos deducir que m € S: esto
es absurdo, ya que m pertenece a T. Esta contradiccién provino de suponer que S es
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un subconjunto propio de N y todo esto prueba, en consecuencia, que S = N, como
queremos.

Este argumento es convincente pero adolece de un problema: depende de que
sepamos que la afirmacion

todo subconjunto no vacio de N posee un menor elemento

es cierta y —mads alld de que es intuitivamente plausible— no sabemos que esto es
asi. El problema es que para poder establecer formalmente el Principio de Induccién
necesitamos hacer antes un tratamiento formal de qué es el conjunto N y de sus
propiedades bésicas. En estas notas no haremos esto. Usaremos, de todas formas, con
total libertad ese principio.

4.1.2. La razén por la que estamos interesados en el Principio de Induccién es que nos
da un mecanismo muy efectivo para probar que un subconjunto de N coincide con N.
Vamos un ejemplo sencillo de por qué esto es til.

Supongamos que queremos probar la siguiente afirmacion:

para todo n € N se tiene que 2" 4 3" < 5", (1)

Esto puede hacerse de muchas formas. Una de ellas consiste en considerar el subcon-
junto

S={neN:2"4+3"<5"}

de N y probar que coincide con N: claramente, esto es lo mismo que probar que la
afirmacién (1) vale. Para ver que S es igual a N es suficiente, de acuerdo al Principio de
Induccién, con mostrar que se trata de un conjunto inductivo, es decir, que tiene las
dos propiedades de la definicién 4.1.1. Asi, tenemos que probar que

l1es
y que para todo k € N se tiene que
keS = k+1€8. (2)

La primera de estas dos cosas puede verificarse por un célculo directo: en efecto, basta
observar que

2l 431 =5 <5

Veamos la segunda. Para ello, supongamos que k es un elemento de N tal que k € S, es
decir, tal que

2k 4 3k < 5k, (3)
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Tenemos que
2k+1+3k+1 :2k2+3k3
y, como 2 <5y 3 <5, esto es
<2F.543F.5=(2F4+3%.5 (1)

Ahora bien, estamos suponiendo que k pertenece a S, asi que vale la desigualdad (3), y
entonces tenemos que el tltimo miembro de la igualdad (4) es

<5k.5:5k+1'

Esto nos dice, precisamente, que k + 1 pertenece a S. Hemos probado asi que vale la
segunda condicién (2)

4.1.3. Demos otro ejemplo de este procedimiento: probemos que

1
pamtodonENsetienequel+---+n:n(n;). (5)

A la izquierda de la igualdad que aparece en esta afirmacion tenemos la suma de los
primeros n nimeros naturales, del 1 hasta n. Como hicimos antes, consideramos el
subconjunto

_n(nt1)

S:{nEN:1+---+n—2}

de N, mostramos que es inductivo y, entonces, gracias al Principio de Induccién,
podemos concluir que S = N, que es precisamente lo que se afirma en (5).

La verificacién de la primera condicién de la definicién 4.1.1 es, como en el ejemplo,
anterior, un simple cédlculo directo: cuando n = 1, la suma de los primeros n niimeros
naturales es claramente igual a 1y, por otro lado, es

nn+1) 1.2
2 2

Esto muestra que 1 € S.

1.

Probemos ahora que la segunda condicién de 4.1.1 también se cumple. Supongamos
que k es un elemento de N tal que k € S, es decir, tal que

1+...+k:k(k;1). (6)

La suma de los primeros k + 1 nameros naturales es

1+ (k+1) =1+ +k+(k+1)
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Ahora bien, los primeros k sumandos de esta suma son precisamente los primeros k
nuimeros naturales, y estamos suponiendo que vale (6): usando esto vemos que

k(k+1)

T+ (k+1) = ==

+ (k+1)

y, observando que k + 1 es un factor comtn en los dos términos del miembro derecho
de esta igualdad, podemos reescribirlo:

= (k+1) (SH) - (k+1)k;2 _ (k+1)2(k+2)‘

Observemos que hemos probado que, bajo la hipétesis de que vale (6), se tiene que

k+1)(k+2
1_|_..._|_(k_|_1) :H)Z(H’
y esto significa, precisamente, que
keS = k+1€S.

Esto completa la prueba de que el conjunto S es inductivo y, como dijimos antes, de la
afirmacion (5)

4.1.4. En estos dos ejemplos el procedimiento que seguimos fue completamente similar.
En efecto, en ambos casos tenemos un predicado P(n) que depende de un namero
natural n y queremos probar que

para todo n € N vale P(n). 7)

En el primer ejemplo P(n) es el predicado «2" 43" < 5"» mientras que en el segundo es
«l4---4+n=n(n+1)/2» Consideramos entonces el subconjunto S = {n € N: P(n)}
de N y mostramos que se trata de un subconjunto inductivo, esto es, que 1 € S y que
para cada k € N se tiene que k € S = k+1 € S. En vista de la definicién del
conjunto S, esto es lo mismo que mostrar que

e la afirmacién P(1) vale, y que
e para cada k € N se tiene que si la afirmacion P(k) vale entonces también vale la
afirmacion P(k+1).

Hecho esto, el Principio de Induccién nos permite concluir que S = N, esto es, que
vale (7), como queremos. En la préxima seccién daremos varios ejemplos més de este
procedimiento.

Una demostraciéon hecha de esta forma es llamada una prueba por induccién. La
parte en que probamos que vale la afirmacion P(1) es llamada el paso inicial o caso base
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de la induccién, mientras que la prueba de la implicaciéon P(k) = P(k+ 1) para
cada k € N es llamada el paso inductivo. Habitualmente, la prueba del paso inductivo
procede de la siguiente forma: elegimos un nimero natural k € N y suponemos que
la afirmacién P(k) se cumple —esta hipotesis es la hipétesis inductiva— y de alguna
manera, usando esa hipétesis inductiva, probamos que en ese caso también vale la
afirmacion P(k +1).

84.2. Algunos ejemplos de pruebas por induccion

Sumas geométricas
4.2.1. Fijemos un nimero a4 € R distinto de 1 y mostremos que
a" —1
. 8
| (8)

El miembro izquierdo de esta igualdad es la suma de las primeras n potencias de a,

para cada n € N se tiene que 1 +a+ - +a"1 =

desde la 0-ésima, a° = 1, hasta la (n — 1)-ésima, a"~!; llamamos a esa suma la suma

geométrica de razén a. Para ello, para cada n consideramos la afirmacién

_ a" —1

P(n):14a+---4a" 1= ——
a—1

y procedemos por induccion.

* Vemos que vale P(1) calculando directamente: si n = 1, entonces por un lado
esl+a+---+a" ! =1y,porotro, (a" —1)/(a — 1) = 1. Esto establece el caso
base de la induccién.

* Veamos ahora el paso inductivo. Sea k € N y supongamos que vale P(k), de

manera que

k
-1
l14+a+ +ad1=2"2
a—1
Usando esto, vemos que
k N e S
1+a+--+a"=1+a+---+a"")+a" = — +a
_d—1+d@-1) -1
B a—1 oa-—1

y esto significa, precisamente, que vale la afirmacién P(k +1).

La induccién queda asi completa y prueba, como queriamos, la afirmacién (8).
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La suma alternada de los cuadrados de los primeros numeros naturales

4.2.2. Probemos que si n € N entonces

n ) _1\n
Z(_l)liZ — ( 1) 1’1(1’1 + 1)‘ (9)
- 2
i=1
Llamemos P(#) a la afirmacién de que esta igualdad vale y procedamos por induccion.
e Vale P(1),yaque Y1 ;(—1)i?= -1y (-1)'1(1+1)/2 = —1.
* Supongamos que k € Ny que vale a afirmacién P(k), de manera que

o (CDMCGE+ )
2(—1) i = s

i=1
Separando el tltimo término de la suma, tenemos que

k+1 _ k+1 .
Z(—l)liz — Z(—l)liz + (—1)k+1(k+ 1)2
i=1 i=1
y entonces, usando la hipétesis inductiva, vemos que esto es
_ 1)k
— ( 1) k2<k+ 1) + (_1)k+1(k_|_ 1)2

= (—1) (]; — (k+ 1)) (k+1)

_ (_1)kk—2(2k+1)(k+1)

(k+2) gy COM ) (k2)

2 2
Esto nos dice que, bajo la hipétesis inductiva, vale la afirmacién P(k +1).

~ (-1

De esto podemos concluir, gracias al Principio de Induccién, que vale la igualdad (9)
para todon € N.

Una suma de fracciones

4.2.3. Queremos probar que

n
para cada n € N se tienequei;i(i_i_l) = n:l-l'

De manera similar a lo que hicimos antes, para cada n € N llamamos P(n) a la
afirmacién de que

i 1 _on
=i(i+1) n+1

y probamos por induccién que P(n) vale para todo n € N.
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¢ (Calculando, vemos que cuando n =1 es

1 1 n

n
l.;li(H—l) T2 n+1

asi que la afirmacién P(1) vale.

* Sea ahora k € N y supongamos que vale la afirmacién P(k), es decir, que

1 k

k
;i(i+1):k+1' (10)

Se tiene entonces que

k+1 1 1 1

IR CE )

Mw

Siir1) =i+

1 1

y, en vista de la hipétesis inductiva (10), esto es

k 1
“kr1 T kI Dk r2)

I S S S k(k+2)+1  k+1
Ck+1 k+2) (k+1)(k+2) k+2

Vemos asi que

kil 1 k+1
Hi(i4+1) k42

y, por lo tanto, que vale la afirmacién P(k + 1).

Esto prueba lo que queremos.

El producto de los primeros numeros impares

4.2.4. Mostremos que para todo n € N se tiene que

[1ei-1 =21 (11)

i=1

haciendo induccién con respecto a n. Llamemos P(n) a la afirmacién de que esa
igualdad vale.

e Sin =1, entonces
L 2 (2n)!
2i—1)=1===
[12-1) 2~ i

i=1

asi que vale la afirmacion P(1).
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* Supongamos ahora que k € N y que vale la afirmacién P(k), es decir, que

k
T]2i—1) = (132«'

i=1

Separando el ultimo factor del producto, vemos que

k+1 k
H(Zi 1) = E(Zi —1)- (2(k+1) - 1)

y, usando ahora la hipétesis inductiva, que esto es

(2K (2K
= o k1) —1) = SoE 2k + 1),
2k+2

Si multiplicamos al Gltimo miembro de esta cadena de igualdades por 1 = 55,

vemos finalmente que

k+1 (2k)! 2k+2  (2(k+1))!

E(ZZ_D TR (k + 1)12k+17

es decir, que vale la afirmacién P(k +1).

Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba de (11).

Una sucesion de enteros divisibles por 5

4.2.5. Probemos que
para todo n € N el mimero 8" — 3" es divisible por 5. (12)

Para ello, para cada n € N llamamos P(n) a la afirmacién «8" — 3" es divisible por 5» y
procedemos por induccion.

* Como 8! — 3! =8 —3 =5, y esto es evidentemente divisible por 5, es claro que
la afirmacion P(1) vale: esto establece el caso base.

* Sea, por otro lado, k € N y supongamos que la afirmaciéon P(k) vale, de manera
que 5 divide a 8" — 3k, esto es, que existe un ntimero r € Z tal que 8¢ — 3¢ = 5r.
Entonces

gttt — 3kl —gk.g—gk.3+8.3-33
—=g8k. (8 —-3) 4 (8k—3F).3
y, de acuerdo a la hipétesis inductiva, esto es
=8 5+4+5r-3
= (8" +3r) - 5.

Vemos asi 8571 — 35+1 es divisible por 5, esto es, que vale la afirmacién P(k + 1).
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Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba de (12).

La cardinalidad del conjunto de partes de un conjunto finito

4.2.6. Mostremos que

sin € Ny A es un conjunto finito de n elementos, entonces el conjunto de (13)
. 1
partes P (A) tiene 2" elementos. 3

Para cada n € N sea P(n) la afirmacién «si A es un conjunto finito de n elementos,
entonces Z(A) tiene 2" elementos» y procedamos por induccién con respecto a 7.

* Sea A un conjunto que tiene 1 elemento y sea a ese elemento, de manera que
A = {a}. Es claro que Z(A) = {©,A} y, como A # @, que Z(A) tiene
exactamente dos elementos. Como 2! = 2, esto nos dice que la afirmacién P(1)
vale.

* Sea ahora k € N y supongamos que vale la afirmacién P(k). Sea A un conjunto
finito con k + 1 elementos y sean a4y, ..., a1 esos k + 1 elementos listados en
algin orden y sin repeticiones. El conjunto B = {ay,...,a;} tiene entonces k
elementos, asi que —como estamos suponiendo que vale la afirmaciéon P(k)—

el conjunto de partes 2(B) de B tiene 2¥ elementos. (14)

Ahora bien, un subconjunto de A puede contener a a1 0 no, y esto significa que
si llamamos

P={Xe P(A): a1 ¢ X}

Q={XeZ(A):a € X}

entonces tenemos que Z(A) = PUQy PN Q = @. Esto implica que el namero
de elementos de Z#(A) es la suma del niimero de elementos de P y el niamero de
elementos de Q.

Observemos que P es, de hecho, el conjunto &7(B): un subconjunto de A que
no contiene a a;1 es un subconjunto de B y, reciprocamente, todo subconjunto
de B es un subconjunto de A que no contiene a ;1. De acuerdo a (14), sabemos
entonces que P tiene exactamente 2F elementos.

Por otro lado, hay tantos elementos en P como en Q. En efecto, hay una
funcién f : P — Q tal que si X € P entonces f(X) = X U {a,1} y esta funcion es
biyectiva, asi que su dominio y codominio tienen el mismo numero de elementos.
Vemos asi que Q tiene 2F elementos.

Juntando todo, concluimos que & (A) tiene 2F + 2k = 2k+1 elementos y, por lo
tanto, que vale la afirmaciéon P(k + 1).
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Queda asi completa la prueba de (13)

Veamos en un ejemplo como funciona este argumento. Sea A = {1,2,3,4}, de
manera que k = 3, y pongamos a1 = 1, a, = 2, a3 = 3 y a4 = 4. Dividimos a #(A) en
dos partes: Py Q son los subconjuntos de &?(A) de los subconjuntos X de A que no
contienen y que contienen, respectivamente, a 4. Asi, los elementos de P son

o, {1y, {2y, {3}, {v2y, {13} {23}, {123},
y los de Q son

{4}, {1,4}, {2,4}, {3,4}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,234}

Es claro que P es precisamente #2({1,2,3}) y, gracias a la hip6tesis inductiva, tiene
entonces 2% elementos. Por otro lado, la funcién X € P — XU {4} € Q es claramente
biyectiva y, por lo tanto, Q tienen la misma cantidad de elementos que P, es decir, 2°.

Subconjuntos de dos elementos de un conjunto finito

4.2.7. Para cada n € N vale que
un conjunto de n elementos posee n(n — 1) /2 subconjuntos de dos elementos. (15)
Para verlo, llamemos P(n) a esta afirmacién y procedamos por induccién.

¢ Si un conjunto A tiene 1 elemento, entonces por supuesto A no posee ningtin
subconjunto de dos elementos. Como n(n —1)/2 es 0 si n = 1, esto nos dice que
el caso base funciona, es decir, que vale la afirmacién P(1).

* Supongamos ahora que k € N y que vale la afirmaciéon P(k), y sea A un conjunto
con k 4 1 elementos. Digamos que los elementos de A, listados en algtin orden
y sin repeticiones, son ay, ..., ax1. Hay dos tipos de subconjuntos de A de dos
elementos:

o En primer lugar, estdn los subconjuntos de A de dos elementos que 1o contie-
nen a 1. Estos son, por supuesto, los subconjuntos de {aj,...,ax} de dos
elementos. Como el conjunto {a,...,a;} tiene k elementos y nuestra hipote-
sis inductiva es que la afirmacion P(k) vale, hay k(k — 1) /2 subconjuntos de
este tipo.

o En segundo lugar, estdn los subconjuntos de A de dos elementos que si
contienen a a;,;. Estos son de la forma {a;,a;,1} con i algin elemento
de {1,...,k} y, por lo tanto, hay k de ellos.

Concluimos asi que, en total, hay k(k —1)/2 + k subconjuntos de A de dos
elementos, y este numero es igual a (k + 1)k/2. Esto muestra que vale P(k +1).

Gracias al Principio de Induccién, podemos concluir con todo esto que vale (15).
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La dualidad de De Morgan

4.2.8. Fijemos un conjunto de referencia U y mostremos la siguiente generalizacién de
la Proposicion 1.3.14(i):

sin € Ny Ay, ..., Ay son subconjuntos de U, entonces se tiene que
(A1N---NA,° =A{U---UAS.

Procedamos por induccién. En este caso, si n € N la afirmaciéon P(n) que nos interesa
es

si Ay, ..., Ay son subconjuntos de U, entonces (A1 N---NA,)¢ = AjU---UA;

Observemos que la afirmacién P(1) es evidente, asi que el caso base se satisface
automdticamente. Resta entonces probar que vale el paso inductivo. Sea k un elemento
de N, supongamos que vale la afirmacién P(k) y sean Ay, ..., Ax.1 subconjuntos de U.
Tenemos entonces que

(Alﬂ"'ﬂAk_H)C: ((Alﬂ---ﬂAk)ﬂAk_H)C
:(Alﬂ"'ﬂAk)CUAi+1

porque vale la Proposicién 1.3.14(i), y esto es, de acuerdo a la hipétesis inductiva,
= (AfU---U A U AL,
:A(ljU"'UAiUA;iJ'_l.

El «principio del palomar»

4.2.9. Mostremos que si n € N, entonces vale que

si distribuimos m bolas en n cajas y m > n, alguna caja necesariamente (16)
contiene dos bolas o mds.

Por ejemplo, una posible distribucién de 11 bolas en 6 cajas es

y claramente hay cajas que tienen al menos dos bolas.

Llamemos P(n) a la afirmacién (16) y procedamos por induccién.

* Consideremos primero el caso en que n = 1. Es evidente que si tenemos una sola
caja y mds que una bola, al distribuir las bolas va a haber mas de una bola en esa
tnica caja: esto nos dice que la afirmacién P(1), el caso base, vale.
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* Supongamos ahora que k € N y que sabemos que vale la afirmacién P(k). Supon-

gamos que distribuimos k 41 cajas y m bolas, con m > k + 1, y consideremos tres

Casos:

o Si la caja ntiimero k + 1 estd vacia, entonces en realidad lo que hicimos fue

distribuir las m bolas en las primeras k cajas, y la hipétesis inductiva nos
dice que alguna de éstas contiene al menos dos bolas.

Si la caja ntimero k 4 1 contiene al menos dos bolas, entonces por supuesto
alguna de las cajas contiene al menos dos bolas: por ejemplo, la nimero
k+1.

Consideremos, finalmente, el caso en que la caja k + 1 contiene exactamente
una bola. En ese caso, distribuimos las otras m — 1 bolas en las primeras k
cajas, y como m — 1 > k, ya que m > k + 1, la hipétesis inductiva nos dice

que alguna de esas primeras k cajas contiene al menos dos bolas.

Asi, en cualquier caso podemos garantizar que alguna caja contiene al menos dos

bolas y, por lo tanto, que vale la afirmacién P(k + 1). Esto completa la induccion.

Un embaldozado

4.2.10. Supongamos que tenemos muchas piezas de la siguiente forma:

5

(17)
y que podemos rotarlas 9o°, 180° y 270°, de manera que obtenemos
I—I_—I I{I |_|__I (18)
Afirmamos que para cada n € N vale que
si tenemos un tablero de ajedrez de 2" x 2" cuadrados al que le falta uno de los
cuadrados, podemos taparlo con piezas como la de (17) y sus rotaciones (18) (19)

sin que falte cubrir ninguno de los cuadrados restantes ni haya uno cubierto
mds de una vez.

Asi, por ejemplo, si n = 2 y tenemos un tablero de 22 x 22 cuadrados al que le falta un

cuadrado como en el dibujo de la izquierda

/////

/////
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entonces podemos taparlo con fichas como esta indicado en la figura derecha. De
manera similar, el siguiente dibujo indica como tapar un tablero de 2% x 23 al que le

ot
ey

Probemos nuestra afirmacién (19) haciendo induccion sobre 7. El caso base, en el que

falta el cuadrado gris siguiente:

n = 1, es inmediato: si tenemos un tablero de 2! x 2! al que le falta un cuadrado,
el tablero tiene la forma es de una de nuestras piezas, asi que ciertamente podemos
taparlo de la manera correcta.

Supongamos entonces que k € N, que la afirmacién (19) vale cuando n es k y
consideremos un tablero de tamario 2K x 25+1 al que le falta uno de los casilleros.
A ese tablero podemos dividirlo en cuatro tableros de tamafio 2¢ x 2*, y el casillero
faltante estd en uno de los cuatro:

2k+1 L

2k+1

Podemos poner una de nuestras piezas en la posicion central, de manera que tenga
un casillero en cada uno de los subtableros que no contienen el casillero que falta. Por
ejemplo, si el casillero que falta el el tablero estd en el subtablero que esta en la esquina
inferior derecha, ponemos una pieza en el centro orientada de la siguiente manera:

Hecho esto, cada uno de los cuatro subtableros es un tablero de tamafio 2F x 2% al que
le falta un casillero, y la hipétesis inductiva nos dice que podemos taparlo con nuestras
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piezas de manera que no haya casilleros cubiertos més de una vez. Si hacemos esto
con cada uno de estos subtableros, vemos que hemos cubierto el tablero original de la
manera que queriamos. Esto significa que vale la afirmacién (19) cuandonesk+1y
completa la induccién.

84.3. Dos variaciones del Principio de Inducciéon

Induccion «corrida»

4.3.1. Muchas veces tenemos una afirmacién P(n) para cada entero positivo n pero,
a diferencia de los ejemplos que vimos antes, queremos mostrar no que vale para
todo n € N sino que vale a partir de algtin entero en adelante. Asi, por ejemplo, la
afirmacién «n! > 3"» vale para todo entero n > 7 (y no vale si 1 < n < 6). Para probar
cosas como esta podemos usar el Principio de Induccién bajo la siguiente forma:

Proposicion. Sea ng un elemento de 7 y consideremos, para cada entero n > ng, una afirmacion
P(n). Si

* vale P(ng) y

® para cada entero k > ny se tiene que

entonces la afirmacion P(n) vale para todo entero n > ny.

Demostracién. Para cada n € N sea Q(n) la afirmacién P(n + ng — 1). Las dos condi-
ciones que aparecen en el enunciado nos dicen que vale Q(1) y que para cada k € N
se tiene que Q(k) = Q(k+ 1), asi que el Principio de Induccién nos dice que la
afirmacién Q(n) vale para todo n € N: esto significa precisamente que la afirmacion
P(n) vale para todo entero n > ny. O

4.3.2. Veamos, como ejemplo, que, como dijimos antes,
para todo n > 7 se tiene que n! > 3" (20)

usando esta proposicion. Llamemos P(n) a la afirmacién «n! > 3"».

* Calculando, vemos que 7! = 5040 mientras que 3’ = 2187, asi que claramente
vale que 37 < 7!, es decir, vale la afirmacién P(7).
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e Por otro lado, supongamos que k > 7 y que vale la afirmacién P(k), de manera
que 3F < k!. Entonces se tiene que

=3k 3 <kl (k+1)
usando la hipétesis inductiva y el hecho de que 3 < k+1, y esto es
= (k+1)!
Vemos asi que para cada entero k > 7 se tiene que
P(k) = P(k+1).

Estas dos observaciones y la Proposicion 4.3.1 implican que vale (20).

Es de notar que la prueba del segundo punto que hicimos muestra que, de hecho,
para todo entero k > 2 se tiene que P(k) = P(k+ 1): esto no nos permite concluir
que P(r) valga para todo n > 2, ya que P(2) no vale —en efecto, 2! =2 < 9 = 32,

4.3.3. La proposicién anterior nos dice, informalmente, que podemos arrancar la
induccién en cualquier entero. Es importante, de todas formas, arrancarla en alguno.
Por ejemplo, si para cada n € N llamamos P(n) a la afirmacién

n=n+1,
entonces es cierto que si k € Z vale que
P(k) = P(k+1).

En efecto, supongamos que k es un elemento de Z y que vale P(k), esto es, que k = k + 1.
En ese caso, sumando 1 a ambos lados de esa igualdad vemos inmediatamente que
k+1= (k+1)+1, es decir, que vale la afirmacién P(k + 1). Por supuesto, no existe
ningiin entero ny € Z tal que P(ng) valga, asi que no podemos usar la Proposicion 4.3.1
para concluir nada.

Induccion «fuerte»

4.3.4. En todos los ejemplos de pruebas por induccién que llevamos vistos hasta ahora,
para probar que una afirmacién P(n) vale cualquiera sea el entero positivo # mostramos
que para cada k € N se tiene que

P(k) = P(k+1).

Al hacer eso, fijamos k € N, supusimos que vale la afirmaciéon P(k) —ésta es la llamada
«hipétesis inductiva»— y de alguna forma, a partir de eso, concluimos que vale la
afirmacién P(k + 1). La razon por la que esto funciona, en todos los casos que vimos,
es que saber que P(k) vale ayuda a probar que P(k + 1) vale. Hay situaciones, sin
embargo, en que esto no es asi.
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4.3.5. Veamos un ejemplo sencillo de esto. Supongamos que tenemos monedas de 3 y
de 7 centavos y tratemos de probar que

para cada n > 12 es posible juntar exactamente n centavos usando estas
monedas.

Asi, como 2 -3 +4 -7 = 34, podemos juntar 34 centavos usando 2 monedas de 3 centavos
y 4 de 7. Si intentamos proceder por induccién, es natural llamar P(n), para cada n € N,
a la afirmacion

es posible juntar n centavos usando monedas de 3 y de 7 centavos.

Como 12 = 4 -3, con 4 monedas de 3 centavos juntamos 12 centavos: esto significa
que vale la afirmacién P(12). Tenemos sin embargo un problema cuando intentamos
mostrar que vale el paso inductivo: si suponemos que k € N es tal que k > 12 y vale
P(k), entonces no hay ninguna forma de concluir que vale P(k 4+ 1). En efecto, no
es dificil convencerse que no es ttil saber coémo juntar k centavos usando nuestras
monedas si lo que queremos es juntar k + 1.

De todas formas, podemos hacer la siguiente observacion: si k es un entero positivo,
entonces vale que

P(k—2) = P(k+1). (21)

En efecto, si suponemos que la afirmacién P(k — 2) vale, entonces existen a y b en Ny
tales que k —2 = 3a + 7b y, por lo tanto, k +1 = 3(a + 1) + 7b: esto implica que vale la
afirmacion P(k +1).

Usando que vale la implicacién (21) y el hecho de que P(12) vale, podemos concluir
que P(15), P(18), P(21) valen y, més generalmente, que P(12 + 3c) vale para todo
¢ € Ny, pero no que P(16) vale, por ejemplo. Sin embargo, basta observar que
13=2-3+41-7y que 14 =2 -7 para deducir que P(13) y P(14) valen, y esto junto a la
implicacion (21) si nos permite concluir que P(n) vale para todo n > 12. El argumento
puede representarse graficamente de la siguiente manera

K&&m

OO s =« )
\&\&%U

4.3.6. Estamos en una situacién similar cuando queremos probar el siguiente resultado:

todo entero no negativo n € Ny puede escribirse como suma de potencias
distintas de 2.
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Asi, 77 = 20 + 22 + 23 + 26,530 = 2! + 2% + 29 y 0 puede escribirse como la suma con
cero sumandos y esa suma es una suma de potencias distintas de 2. Como ocurre
en el ejemplo anterior, no es obvio que saber que el nimero k — 1 puede escribirse
como suma de potencias distintas de 2 ayude a escribir a k de esa forma. En este caso,
podemos proceder de la siguiente manera.

Sea k € Ny elijamos r € Ny de manera que 2" sea la potencia més grande de 2
que no supera a k, es decir, tal que 2" < k. El namero k — 2" es un elemento de Np.
Supongamos por un momento que vale P(k —2"), es decir, que k — 2" puede ser escrito
como suma de potencias distintas de 2. Todas las potencias de dos que aparecen en esa
suma son menores que 2": de no ser asi, tendrfamos que k — 2" > 2" y, por lo tanto, que
k > 2", lo que contradice la forma en que elegimos el ntimero r. Como

k= (k—2")+2'

y sabemos ahora que podemos escribir a k — 2" como suma de potencias de 2 distintas
dos a dos y distintas de 27, es claro que k puede ser escrito como suma de potencias de
dos distintas dos a dos: vale por lo tanto P (k).

Lo que esto muestra es lo siguiente: para cada k € N vale que

si v es el mayor elemento de Ny tal que k > 2" y vale P(k — 2"), entonces

vale P (k). (22)

No es dificil convencerse que esto es suficiente para probar que P(n) vale para todo
n € Ny. Asi, para ver que vale P(22) observamos que la potencia mds grande de 2
menor que 22 es 2%, asi que basta ver que vale P(22 —2*) = P(6). Ahora bien, la
potencia de 2 mas grande que es menor que 6 es 22, asi que es suficiente verificar
que vale P(6 —22) = P(2): como 2 es él mismo una potencia de 2, esto es claro. Este
razonamiento puede ilustrarse con el siguiente diagrama:

P(0) ~» P(2) ~ P(6) ~ P(22)

De manera similar, para ver que vale P(5785) usando (22) hacemos las siguientes
reducciones:

P(0) ~» P(1) ~» P(9) ~ P(25) ~» P(153) ~ P(665) ~ P(1689) ~+ P(5785)

Lo que es importante es que (22) permite reducir la verificacion de que la afirma-
cién P(k) vale a la verificacion de que P(I) vale para algin ntimero ! que es menor que
k y entonces iterando este proceso un cierto namero finito de veces concluimos que
para verificar afirmacion P(k) es suficiente con verificar P(0).

4.3.7. En general, tenemos el siguiente resultado:
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Proposicion. Sea ng € Z y para cada entero n > ng sea P(n) una afirmacion. Si
* vale la afirmacién P(ng0) y

® para cada k > ng se tiene que

si valen las afirmaciones P(ng), P(ng+1), ..., P(k), entonces también
vale la afirmacion P(k + 1),

entonces la afirmacion P(n) vale para todo entero n > ny.

Demostracién. Para cada entero n > np sea Q(n) la afirmacion
las afirmaciones P(ng), P(no+1), ..., P(n) valen.
y mostremos por induccién que Q(n) vale cualquiera sea el entero n > ny.

e En primer lugar, la afirmacién Q(n00) vale, porque esta afirmacion es simplemente
la misma que P(ng) y que esta vale es la primera de las condiciones del enunciado.

e Supongamos ahora que k > 1y y que vale Q(k), es decir, que las afirmacio-
nes P(ng), P(ng+1), ..., P(k) valen. De acuerdo a la segunda condicién del
enunciado, esto implica que P(k + 1) vale: vemos asi que si Q(k) vale, entonces
P(ng), ..., P(k+1) valen, es decir, que Q(k + 1) vale.

Ahora bien, es claro que si Q(n) vale para todo entero n #( en particular P(n) vale
para todo entero n > ny, y esto es precisamente lo que queriamos probar. O

4.3.8. Usando esta proposicién, podemos formalizar los argumentos que hicimos
en 4.3.5 y 4.3.6.

* En el primer caso, para cada n > 12 llamamos P(n) a la afirmacion «es posible
juntar n centavos con monedas de 3 y de 7 centavos». Que P(12) vale es con-
secuencia de que 12 = 4 -3, asi que con 4 monedas de 3 centavos tenemos 12
centavos. Para usar la Proposicion 4.3.7, tenemos que probar ahora que para cada
k > 12 se tiene que

si P(12), P(13), ..., P(k) valen, entonces vale P(k +1).

Supongamos entonces que k > 12 y que valen las afirmaciones P(12), ..., P(k).
En particular, por supuesto, vale la afirmacién P(k — 2) y, como vimos antes, de
esto se deduce que vale P(k + 1): esto es lo que nos dice la implicacion (21). Esto
prueba el enunciado de 4.3.5.

* Veamos ahora como usar la Proposicion 4.3.7 para probar el enunciado de 4.3.6.
En este caso, para cada n € Ny escribimos P(n) a la afirmacion

n puede escribirse como suma de potencias distintas de 2.
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Es claro que P(0) vale, ya que cero es suma de cero potencias de dos. Para el
paso inductivo, supongamos que k € Ny y que valen P(0), ..., P(k). Sear € Ny el
mayor entero no negativo tal que 2" < k+1. Si k+1 = 27, entonces claramente
k 4+ 1 puede escribirse como suma de potencias distintas de 2. Si en cambio
k+1 > 2", entonces el nimero I = k+ 1 — 2" es un de los elementos de {0, ..., k}
y, de acuerdo a la hipétesis, vale P(I), es decir, | puede escribirse como suma de
potencias distintas de 2. Méds atn, todas las potencias de dos que aparecen en esa
suma son menores que 2": si no fuese ése el caso, tendriamos que k +1 —2" > 27
y por lo tanto, k +1 > 2"*!, lo que es imposible en vista de la forma en que
elegimos a r. Como

k+1=(k+1-2")+2

y ahora sabemos que k + 1 — 2" puede escribirse como suma de potencias distintas
de 2 y todas distintas de 2”, vemos que k + 1 puede escribirse como suma de
potencias distintas de 2, es decir, que vale P(k + 1).

Observemos que en ambos casos no estamos usando la hipétesis inductiva completa:
en el primer ejemplo, la hipétesis inductiva es que valen P(12), ..., P(k), pero sélo
usamos el hecho de que P(k — 2) vale, mientras que en el segundo ejemplo la hip6tesis
inductiva es que valen P(0), ..., P(k) pero s6lo necesitamos que P(k+ 1 — 2") valga.

4.3.9. Llamamos a un argumento basado en la Proposicién 4.3.7 una induccion fuerte,
porque es una forma de induccién en la que la hipétesis inductiva es mas fuerte que la
usual. De todas formas, es importante notar que este principio es simplemente una
aplicacion del principio usual que usamos antes —esto queda claro en la prueba que
dimos de la Proposicién 4.3.7.

84.4. Tres pruebas por «induccién fuerte»

Potencias de dos

4.4.1. Mostremos que para cada n € N vale que
existen r € No y un entero impar u tales que n = 2"u. (23)

Sea P(n), para cada n € N, esta tltima afirmacion.

e Es claro que P(1) vale: como 1 =2°-1, basta tomar r =0y u = 1 en (23).
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* Sea k € Ny supongamos que P(1), ..., P(k) valen. Si k + 1 es impar, entonces
podemos tomar r = 0y u = k+ 1 en (23), y P(k+ 1) vale en ese caso. Si k + 1
es par, entonces existe kK € N tal que k+1 = 2k. Como k' = (k+1)/2 < k+1,
la hipétesis inductiva implica que P(k’) vale, es decir, que existen r € Ny y un
entero impar u tales que k’ = 2"u. Pero entonces es k +1 = 2k = 2" "1y, y esto
muestra que P(k 4 1) vale también en este caso.

Usando estas dos observaciones y la Proposiciéon 4.3.7 podemos concluir, como quere-
mos, que P(n) vale para todo n € N.

Numeros irreducibles

4.4.2. Decimos que un namero n € N es irreducible si no puede ser escrito en la
forma n = ab con a y b enteros mayores que 1. Por ejemplo, es facil ver que 2, 3,5y 7
son irreducibles, pero 6 0 9 no lo son: en efecto, 6 =2-3y 9 =3-3.

Queremos probar que

todo elemento de N es producto de niimeros irreducibles (24)

usando la Proposiciéon 4.3.7 y para ello llamaremos P(n), para cada n € N, a la
afirmacién «n es igual a un producto de nameros irreducibles».

e La afirmacién P(1) vale: en efecto, 1 es igual a un producto con cero factores y
—de manera tautolégica— cada uno de esos factores es irreducible.

* Sea ahora k € N y supongamos inductivamente que P(1), ..., P(k) valen. El
ntmero k 4 1 puede ser o no irreducible. Si es irreducible, entonces ciertamente is
igual a un producto de irreducibles —un producto con un tnico factor, él mismo—
asi que en ese caso P(k + 1) vale. Si, por el contrario, k + 1 no es irreducible,
entonces existen a y b en N tales que k +1 = ab y a, b > 2. Observemos que

ab  k+1  k+1
= = < —
5 A <k+1

y, de manera similar, que b < k + 1. De acuerdo a la hipétesis inductiva, entonces,
las afirmaciones P(a) y P(b) valen: esto significa que a y b son iguales a producto
P1---Puy g1 - §o de nimeros irreducibles: se sigue de eso, claro, que

k+1:ab:p1...puq1...qv,

asi que también k + 1 es igual a un producto de nimeros irreducibles. Vemos asi
que P(k+1) vale.

Estos dos puntos, junto con la Proposicién 4.3.7, nos permiten concluir que la afirma-
cion (24) vale.
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Caminos

4.4.3. Supongamos que en un pais hay n ciudades y que entre cada par de esas ciudades
hay una ruta de una sola mano. Por ejemplo, si n = 5 y las ciudades se llaman a, b, c, d
y e, podriamos describir las rutas usando el siguiente diagrama

b

B
/

e

\

/

Observemos que en este caso hay un camino que recorre todas las ciudades avanzando
en la direccién permitida de las rutas, a saber

a—b—e—d—c
No es el tinico, ya que también esta el camino
d—a—b—e—g

pero lo tinico que nos interesa es que hay alguno.
Queremos mostrar que para cada n € N se tiene, de hecho, que

si hay n ciudades y entre cada dos de ellas hay una ruta de una sola mano,
entonces hay al menos un camino que las recorre todas.

Sea P(n) esta afirmacion y procedamos por induccién en n.

e La afirmacién P(1) vale: si hay una sola ciudad, entonces hay un camino que
recorre todas las ciudades, que consiste en empezar en esa ciudad y no moverse.

e Sea ahora k € N y supongamos que todas las afirmaciones P(1), ..., P(k) valen.
Supongamos ademds que tenemos k + 1 ciudades conectadas dos a dos con rutas
de una sola mano y llamemos ¢ a una de esas ciudades.

Sea A al conjunto de ciudades a tales que la ruta que une a y c va desde a ac,
y B al conjunto de ciudades b tales que la ruta que une b y c va desde c hasta b.
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Podemos representar esquematicamente esta situacion de la siguiente manera:

A B

=

Como cada par de ciudades estd conectado por una ruta, es claro que AUBU {c}
es el conjunto de todas las ciudades; por otro lado, los conjuntos A, By {c} son
disjuntos dos a dos. En otras palabras, el conjunto {A, B, {c}} es una particion
del conjunto de nuestras k + 1 ciudades.

Supongamos ahora por un momento que tanto A como B son conjuntos no
vacios. Sir es el nimero de elementos de A, entonces claramente 1 < r < ky,
de acuerdo a nuestro hipétesis inductiva, la afirmacioén P(r) vale: esto significa
que hay un camino —llamémoslo a— que recorre todas las ciudades de A. De
manera similar, si s es el nimero de elementos de B, entonces 1 < s < ky la
hipétesis inductiva nos dice que hay un camino —que podemos llamar f— que
recorre todas las ciudades de B. Pero entonces hay un camino que recorre todas
las ciudades: consiste en

— seguir primero el camino «,

— tomar luego la ruta que va desde la ultima ciudad visitada por « hasta
la ciudad ¢ (notemos que esto es posible precisamente porque esa tltima
ciudad visitada por « estd en el conjunto A y, por lo tanto, la ruta que la une
con ¢ va en direccion de c),

— continuar por la ruta que va desde c hasta la primera ciudad visitada por el
camino S (y esto es posible porque esta ciudad estd en B) y,

— finalmente, recorrer el camino p.

Si alguno de los conjuntos A o B es vacio, podemos hacer algo parecido. Suponga-
mos, por ejemplo, que A es vacio. En este caso, B tiene exactamente k elementos
y la hipétesis inductiva nos dice que hay un camino B que recorre esas ciudades.
Un camino que recorre todas las ciudades consiste entonces en empezar en c,
tomar la ruta que va desde c hasta el la primera ciudad visitada por ese camino S,
y luego recorrer el camino . Por supuesto, si B es vacio podemos proceder de
manera similar.

Esto completa la induccion: gracias a la Proposicioén 4.3.7 podemos concluir que P(n)
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vale cualquiera sea n € N.

84.5. Ejercicios

4.5.1. Pruebe las siguientes afirmaciones por induccién con respecto a n.

@ Y i(i+1) = A 1;(71 +2) para cada n > 1.
i=1
o1 n—1)3n+2

(b) Z g = ( 4n(31(+ 0 ) para cada n > 2.
i=2

2n—1

© ) (2i+1)= n? para cada n > 1.
i=n

(d) il <2—1 aracadan > 1
~ i2 — n P -

1

n
(e) ﬁgZ\;SZ\/ﬁ—lparacadanZL
i—1

4.5.2. Muestre que
(a) 2" >sin >1;
(b) 2" >?sin > 4;
(c) n! >2"sin > 4;
@d (1—x)">1-—nxsin>0yxe(0,1);
() 1+x)">1+4+nxsin>0yx>0.

4.5.3. Pruebe por induccioén los siguientes enunciados:
(a) El producto de n nimeros enteros impares es impar.
(b) Sin € N xq, ..., x, son numeros reales, entonces

in(£)

(c) Sin € Ny x € Res tal que sin %x # 0, entonces

n

< sin xi|.

|
i=1

o sin 3(n 4 1)x - sin $nx
Y sinnx = —
= sin 3x
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n sin(n +11)x
+ ) cosnx = (712)
= 2sin 5x

(d) Sin € Ny x € R es tal que sinx # 0, entonces

n
[Jcos2x =

i=1

sin2"*+1y
2nsinx

n
4.5.4. Muestre que para cada entero n > 0 se tiene que Zi il = (n+1)! — 1. Usando
i=1
eso, pruebe que todo entero positivo m € N puede escribirse en la forma

paraalginr € Ny cond; € {0,...,i} paracadai € {1,...,r}.

4.5.5.
(a) Todo entero positivo puede escribirse en la forma 3a 4 5b con a y b enteros.
(b) Sin € N, entonces el nimero 3%" + 542 es divisible por 13.

4.5.6. Todo ntimero natural puede escribirse como suma de nimeros de Fibonacci
distintos y no consecutivos. Por ejemplo,

278=1+24+8+434+233 =F + F; + Fs + F + Fi3.

Esta resultado —junto con la afirmacién adicional de que esa escritura es tnica— es
conocido como Teorema de Zeckendorf, por Edouard Zeckendorf (1901-1983, Bélgica), ya
que éste publico ese resultado en su trabajo [Zec1972], aunque habia sido encontrado
antes por Cornelis Gerrit Lekkerkerker (1922-1999, Paises Bajos) en 1952..
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Recursion

§5.1. Sucesiones

5.1.1. Si A es un conjunto, una sucesion de elementos de A es una funcién f : N — A.
Casi siempre que tenemos una tal sucesién y un ndamero n € N, preferimos escribir f,
en lugar de f(n) y llamamos a f,, la n-ésima componente de la sucesion en lugar de
«el valor de f en n». Méas atin, solemos escribir a una sucesién en la forma

(fn)nzl

o, mas explicitamente, listando las primeras de sus componentes

f1, for f3, far e -

Por ejemplo, la funcién f : N — R tal que f(n) = 2" para todo n € N es una sucesion
de ntimeros reales puede ser escrita en la forma

(Zn)nzl
o en la forma
2,4,8,16,32, ... (1)

Es importante observar que esta tiltima notacién es solamente indicativa y no determina
completamente a la sucesion. Asi, la sucesion g : N — R tal que

gn = 5 (x* —6x° +23x* — 18x +24)
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para cada n € N tiene las mismas primeras cinco componentes que f y podriamos
escribirla también en la forma (1). Para evitar ambigiiedades, incluimos en la lista de
las primeras componentes de una sucesion la expresién de tu componente general:
escribimos, por ejemplo,

2,4,8,16,32,...,2",...

2,4,8,16,32,..., 45 (x* — 6x° +23x* — 18x +24), ...

para referirnos a f y a g, respectivamente.

5.1.2. Una pequefia variacion de la definicién de sucesién que acabamos de dar es la
siguiente. Si np € Z y A es un conjunto, una sucesion de elementos de A que empieza
en 1y es una funcién f : {n € Z : n > ny} — A. Escribimos a una tal sucesion en la
forma

(fﬂ)nzno

o listando sus componentes empezando por la ny-ésima,

f”()/fﬂo+1/fn0+2, .

Por ejemplo, la funcién f : Ny — Z tal que f(n) = 2" es una sucesién de enteros
1,2,3,4,...,2",...

que empieza en la componente 0-ésima y la sucesién

1 1 1 1 1 1

247120’ 360° 840" 1680" "' n(n—1)(n—2)(n —3)"" "

empieza en su componente con indice 4.

§5.2. Definiciones por recursion

5.2.1. Muchas sucesiones se dan de manera explicita, como dimos los todos los ejemplos
de sucesiones de la seccién anterior, exhibiendo una férmula que determine los valores
de cada una de sus componentes. También es posible dar una sucesién de manera
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implicita o recursiva. Veamos un ejemplo de qué significa esto: afirmamos que hay
exactamente una sucesion (a,),>0 que empieza en su componente 0-ésima, que tiene

a =1 (2)
y tal que para cada n > 1 vale que
an =Mn-ay—1. (3)

Observemos que no estamos diciendo con esto cudl es el valor de cada componente a,
de la sucesion, sino que estamos dando un procedimiento o algoritmo que permite calcular
esas componentes:

* Asi, es claro que la 0-ésima componente de la sucesién es ap = 1, porque eso es
precisamente uno de los dos datos que tenemos sobre ella.

* De la componente a; sabemos, gracias a (3), que es igual a 1 - a9. Como sabemos
ya cudl es el valor de 4, esto nos permite determinar de manera univoca el valor
de a: enefecto,esa; =1-a9=1-1=1.

¢ Podemos seguir de esta forma: de la componente a; de la sucesién sabemos que
es igual a 2 - a1 y como la componente a; estd bien determinada por los datos que
tenemos —y vale 1— tenemos que a, =2-a4; =2-1=2.

¢ Por supuesto, de manera similar vemos que a3 = 3-a, = 3-2 = 6, que
ag=4-a3 =4-6 =24, etc.
Vemos asi que los datos que tenemos sobre la sucesién implican que las primeras
componentes de la sucesién son, necesariamente,

1,1,2,6,24,120,...

Mas atn, deberia ser intuitivamente claro que con este procedimiento podemos deter-
minar de manera univoca a partir de las ecuaciones (2) y (3) con las que empezamos
cualquier componente de la sucesioén: es por eso que hay exactamente una sucesiéon
(ay)n>0 que satisface esas dos ecuaciones.

5.2.2. Veamos otro ejemplo de una sucesion definida recursivamente. Afirmamos que
hay exactamente una sucesién de nameros (C,),>o tal que

Co=1 a)
y, para cada enteron > 1,
22n —1
Cn = (n+1)cnl' 5)
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En efecto, claramente toda sucesion que satisfaga esas dos condiciones tiene Cyp = 1,
2(2:1-1 2(2:2-1 2(2:3-1 2(24-1

C =22 lc, = 1,6 = 2220¢, =2, = 225U, =5, ¢, = 284 0c; = 14,

etc. Es facil ver de esta manera que las primeras componentes de una sucesiéon que

cumple (4) y (5) necesariamente son

n 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cy 1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786

Estos ntiimeros se llaman niimeros de Catalan, por Eugene Charles Catalan (1814-1894,
Bélgica), y aparecen en los més variados contextos.

5.2.3. La forma general de las definiciones recursivas de sucesiones del tipo de los dos
ejemplos que acabamos de ver es la siguiente. Empezamos con un conjunto A, un
elemento « € A y una funcién f : Nx A — A, y consideramos la sucesion (a,),>0
tal que

apg =« (6)

an = f(n,a,-1) (7)
para cada entero n > 1. Asf,

® para obtener el ejemplo de la sucesién de 5.2.1, podemos tomar A = 7Z, a« =1
y f i NxXZ — Z ala funcion tal que f(n,x) = n-x paracadan € Ny x € Z,
mientras que

¢ en el ejemplo de 5.2.2 de los nimeros de Catalan se obtiene eligiendo A = Q,
«=1ycomo f:NxQ — Qala funcién que para cadan € Ny x € Q tiene

2(2n—1)

f(n,x): n+1

Aunque es intuitivamente claro, es sin embargo necesario verificar que una vez que A,
a'y f estdn fijos existe efectivamente una sucesiéon que satisface las condiciones (6) y (7)
y que, mds atn, existe una sola: esto es lo que justifica usar esas dos ecuaciones para
definir la sucesién (a,),>0. De esto se ocupan las siguientes dos proposiciones.

5.2.4. Empecemos por la unicidad, que es la parte mas sencilla:

Proposicion. Sea A un conjunto, sea o un elemento de A y sea f : N x A — A una funcion.
Existe a lo sumo una sucesion (a,),>o de elementos de A tal que

ap)g =«
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ap = f(n,a,-1)

para cada n € N.

Demostracion. Supongamos que (a,)u>0 V (bn)n>0 son dos sucesiones de elementos
de A tales que

agp = «, bp =uw (8)
y que para cada n € N se tiene que

an = f(n/an71>/ bn = f(nl bnfl)' (9)

Tenemos que mostrar que en estas condiciones las sucesiones (a,),>0 ¥ (bn)n>0 son
iguales: es decir, que para todo n € Ny se tiene que a, = b,. Llamemos para ello P(n)
a la afirmacién «a, = b,» y probemos que P(n) vale para todo n € Ny procediendo por
induccioén.

* Que P(0) vale es consecuencia inmediata de las igualdades de (8).

e Supongamos que k es un elemento de Ny y que P(k) vale, de manera que a; = by.

En ese caso, tenemos que

a1 = f(k+1,a) porque vale la primera igualdad de (9)
= f(k+1,b) por la hipétesis inductiva
= b4 porque vale la segunda igualdad de (9).

Vemos asi que vale la afirmacion P(k + 1)

Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba de la proposicion. O

5.2.5. Consideremos ahora la cuestion de la existencia. Este resultado es bastante
técnico, asi que el lector puede saltearse sin mucha pérdida su demostracién.

Proposicion. Sea A un conjunto, sea a un elemento de A ysea f : N x A — A una funcion.
Existe una sucesion (a,),>o de elementos de A tal que

a)g = o

ap = f(n,a,-1)

para cada n € N.
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Demostracion. Organizamos esta demostracion en tres pasos.

Primer paso. Si n € N, sea P(n) la afirmacién

existe una tinica funcion funcion hy, : {0,...,n} — A tal que h,(0) = a 'y

hy(i) = f(i,hy(i—1)) para cadai € {1,...,n}. (10)

Nuestro primer objetivo es probar por induccién en n que esta afirmacién vale cual-
quiera sea n € N.

e Hay una funcién hg : {0} — A tal que hp(0) = a. Esta funcion satisface las
condiciones y claramente es la tnica funcién {0} — A que las satisface: esto
significa que vale la afirmacién P(0).

e Sea k € Ny y supongamos que vale la afirmacién P(k), de manera que existe una
tnica funcioén i : {0,..., k} — A tal que

I’lk(O) =K

hi(i) = f(i, (i — 1)) paracadai € {1,...,k}.

Definimos una nueva funcién g : {0,...,k+ 1} — A de la siguiente manera: si
i€{0,...,k+1}, ponemos

_ hy (i), si0<i<k;
(i) = y (11)
flk+1,h(k)), sii=k+1.
Afirmamos que g satisface las condiciones de que
g(0) =a (12)
y
g(i)=f(i,g(i—1)) paracadai € {1,..., k+1}. (13)

Que la primera se cumple es evidente, ya que g(0) = h(0) = a. Por otro lado, si i
es un elemento de {1,...,k + 1}, entonces hay dos casos: o bien i < k, y entonces

8(1) = me(i) = fi, (i = 1)) = f(i,8(i = 1)),

obieni=k+1, y en ese caso

8(1) =gk +1) = flk+1, (k) = f(k+1,8(k)) = f(i,g(i —1))

por la forma en que definimos a g.
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Veamos ahora que la funcién g : {0,...,k+ 1} — A que definimos en (11) es
la tinica funcién {0, ...,k + 1} — A que satisface las condiciones (12) y (13). Para
verlo, supongamos que ¢’ : {0,...,k+1} — A es otra funcién con ¢'(0) = a y
tal que ¢'(i) = f(i,¢'(i—1)) paracadai € {1,...,k+ 1}, y mostremos que, de
hecho, g y ¢’ son la misma funcién. Si no lo son, entonces el conjunto

X={ie{0,... ,k+1}:g(i) #g(i)}

es no vacio y tiene, por lo tanto, un menor elemento j = min X. No puede ser
que j sea igual a 0, ya que g(0) = a = ¢’(0), asi que j es un elemento positivo
de {0,...,k+1}. Se sigue de eso que j — 1 es un elemento de {0, ...,k + 1} que
no pertenece al conjunto X, es decir, tal que ¢(j —1) = ¢'(j — 1): pero esto es
absurdo, porque en ese caso tenemos que

s()=fG.8(—1) =fG.&G~1) =g

contradiciendo el hecho de que j pertenece a X.

Hemos probado que la funcién g que definimos en (11) satisface las condi-
ciones (12) y (13), y que es la tinica que las satisface: esto significa que podemos
poner hy 1 = g para concluir que la afirmacién P(k 4 1) se cumple.

Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba de que la afirmaciéon P(n) de (10)
vale cualquiera sea para todo n € N.
Segundo paso. El segundo paso de la demostracion es mostrar que

si n € Ny, entonces la restriccion de la funcion hy,q al conjunto {0, ..., n}

es huy1l{o,..ny = hu y, en particular, se tiene que hy 11(n) = hy(n). (14)

Antes de eso, observemos que esta afirmacion tiene sentido: el conjunto {0,...,n}
estd contenido en el dominio de la funcién h,; y podemos entonces considerar la
restriccion hy, 41| {0,...,n}, Y €sa restriccion tiene el mismo dominio y codominio que ;.

Para verificar (14), fijemos n € Ny y llamemos ¢ a la restriccion h,,41 | (0,...n}, que es
una funcién {0,...,n} — A. Se tiene que

9(0) = hy11(0) = a.
Por otro lado, si k € {1,...,n}, entonces
q(k) = hus1(k) = f(k hya(k—1)) = f(k,q(k —1)).

Esto significa que g tiene las mismas propiedades que, de acuerdo a la afirmacién P(n),
caracterizan univocamente a la funcién h,: se sigue de eso, entonces, que q = h,;, como
queremos.
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Tercer paso. Estamos por fin en condiciones de definir una sucesiéon (ay)n>0 en A
poniendo, para cada n € Ny,

ay = hy(n).

Esto tiene sentido precisamente porque a esta altura tenemos determinada para cada
n € Np una funcién h,, que tiene al ntimero n en su dominio. Para concluir la prueba
de la proposicién es suficiente que mostremos que la sucesion (a,),>0 satisface las
condiciones del enunciado. Procedemos, como siempre, por induccién.

Primero, observemos que claramente ay = hp(0) = a, porque hy hace que valga
la afirmacién P(0). Por otro lado, supongamos que k € Ny es tal que vale que
ax = f(k,ax_1) y observemos que entonces

i1 = hea (k+1)
= f(k+1,hgq1(k)) porque vale P(k+1)
= f(k+1, (k) gracias a (14)
= f(k+1,a)

De acuerdo al Principio de Induccién, entonces, la sucesién a satisface las condiciones
del enunciado. Esto completa la prueba de la proposicion. O

§5.3. Variaciones sobre la recursion

5.3.1. En la seccién anterior vimos que es posible determinar una sucesion (a,),>o de
elementos de un conjunto A dando la componente inicial ag y describiendo cémo cada
una de las demds componentes puede obtenerse a partir de la inmediatamente anterior.
El punto clave que hace que esta idea funcione es que a pesar de que no damos una
férmula explicita para cada componente de la sucesién, la informacién que damos
es de todas formas suficiente como para determinar univocamente cada una de esas
componentes.
Este idea admite muchas variaciones. Consideraremos en esta seccién algunas.

Recurrencias de orden superior

5.3.2. Existe exactamente una sucesion (F,),>o de elementos de Z tal que
Fo=0,
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Fo=F, 1+ F-2

para cada entero n > 2. En efecto, Fy y Fi quedan completamente determinados por
las dos primeras condiciones y sus valores son 0 y 1, respectivamente. La tercera
condicién, por su parte, nos dice que F, = F; + F, asi que la componente F, también
estd completamente determinada: su valor es F;, = 1+ 0 = 1. Esa misma tercera
condicién nos dice que F3 = F, + F; y, de acuerdo a lo que ya sabemos, es entonces
FF =141 = 2. Claramente podemos continuar de esta forma: cada una de las
componentes de la sucesion (F,),>0 empezando por la segunda estd determinada por
las dos anteriores: es su suma. Asi, las primeras componentes de la sucesion son

0,1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ...

Llamamos a esta sucesion la sucesion de niimeros de Fibonacci, por Fibonacci, nom-
bre por el que es conocido’ Leonardo de Pisa (1175-1250, Italia). Durante su infancia,
Fibonacci acompafi6 a su padre, que era comerciante, en sus viajes por la costa del Me-
diterrdneo, donde aprendi6 los métodos de los drabes para hacer calculos aritméticos.
Anos mas tarde, en 1202, escribié un libro titulado Liber Abaci («El libro del cédlculo»
en latin) en el que explica el sistema de numeracién que hoy llamamos ardbigo: esta
obra tuvo un rol fundamental en convencer a los europeos —tanto a los comerciantes
como a los matemdticos— de abandonar el sistema de numeracién romano, que usaban
hasta ese momento, y adoptar el ardbigo, que seguimos usando hasta hoy. En ese libro,
Fibonacci plantea y resuelve un problema sobre el crecimiento de una poblacién de
conejos, y es en ese contexto que estudia la sucesiéon de niimeros que hoy lleva su
nombre.

5.3.3. Decimos que la definicién de la sucesién de los nameros de Fibonacci es por
una recurrencia de orden dos, porque cada una de las componentes de la sucesiéon —a
partir de la segunda— depende del valor de las dos anteriores. Es facil dar muchos
ejemplos de sucesiones de esa forma.

Un ejemplo importante y estrechamente relacionado con el de los ntimeros de
Fibonacci es la sucesion (L, ),>0 de enteros que estd determinada por las condiciones
de que

Ly=2,

'El apellido de su padre era Bonacci: Fibonacci es una contraccién de la frase latina filius Bonacci,
que significa «hijo de Bonacci». Es de notar que este sobrenombre le fue puesto recién en 1838 por el
historiador francés Guillaume Libri.
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L1 =1

Ly=Ly—1+ Ly
para cada entero n > 2. Las primeras componentes de esta sucesién son
2,1,3,4,7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2207, ...

Notemos que la relaciéon de recurrencia que define a esta sucesién es exactamente la
misma que la que usamos para construir la sucesion de los nameros de Fibonacci: cada
componente, desde la segunda en adelante, es suma de las dos que la preceden. La
Unica diferencia entre las dos definiciones radica en los valores iniciales de la recursién.
Esta sucesion (Ly),>o es la de los niimeros de Lucas. El nombre recuerda a Frangois
Edouard Anatole Lucas (1842-1891, Francia), que estudié con gran detalle a los ntiimeros
de Fibonacci. Uno de sus intereses era el desarrollo de métodos para verificar si un
nimero es primo o no: en 1857, a la edad de 15 afios, empez6 a probar un algoritmo
—llamado hoy el «método de las secuencias de Lucas»— para decidir si el niimero

2127 _ 1 = 170141183 460469231 731 687303715 884 105 727

es primo y en 1879, 19 afios después, concluyé que si lo es. El invent6 el juego conocido
como La Torre de Hanoi, con el que el autor de estas notas se entretenia cuando era nifio
durante los largos viajes en auto que hacia con sus padres por la Patagonia.

—

5.3.4. Podemos también dar definiciones por recursion de 6rdenes mds altos. Asi, hay
exactamente una sucesion (T}),>o tal que

To=T1 =0,
=1

Thn=Ty1+Ty2+Tus

para cada n > 3. Calculando en orden, vemos que las primeras componentes de esta
sucesion son

0,0,1,1, 2, 4,7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, ...
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La recursion que define esta sucesién —a la que llamamos, un poco en broma, sucesion
de numeros de tribonacci— es de orden tres: cada uno de las componentes, a partir de
la tercera, se calcula a partir de las tres anteriores.

5.3.5. De manera similar, hay exactamente una sucesion (a,),>o tal que

ap =0, a1 =1, a, =2, a3 =23

ay = ap_10p—4 + (_1)11

para cada n > 4, y sus primeras componentes son, empezando por la 0-ésima,
0,1,23,10,1,23 -1,0, -1, -2,1,1, -2,5,4,5, —11, —54, ...

5.3.6. En general, para cada k € N podemos considerar sucesiones dadas por relaciones
de recursién de orden k: el siguiente resultado es el andlogo de las Proposiciones 5.2.5
y 5.2.4 para esta situacion:

Proposicion. Sea A un conjunto, sea k € N, sean wy, ..., ay_q elementos de A y sea

fNxAx---xA—=A
~—_————

k factores

una funcién. Existe una y una vinica sucesion (a,),>o de elementos de A tal que

a,=w;8510<i<k

ap = f(n,ay_1,an-2,...,8,_k)

para cada entero n > k. O

Omitimos la demostracién, porque es enteramente similar a las de aquellas dos
proposiciones. Esta proposicion nos permite justificar la buena definicién de los
ejemplos que consideramos arriba:

® La sucesion (F,),>0 de los nimeros de Fibonacci se obtiene tomando A = N,
k=2 a0 =0 a0 =1ycomo f: NxAxA — A ala funcién tal que
f(n,x,y) = x+y paracada (n,x,y) € Nx A x A.

* La sucesion (L,),>o de los ntimeros de Lucas, por su parte, se obtiene con esa
misma eleccién de A, ky f, peroconag =2y g = 1.
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e La sucesion (Ty,),>0 de los nameros de tribonacci se obtiene tomando A = N,
k=3 a0=0a1=0,ap=1ycomo f:NxAxAxXA— A alafuncién tal que
f(n,x,y,z) =x+y+zcadavezquen e Nyx, y, z € A.

¢ Finalmente, la sucesion del ejemplo 5.3.5 se obtiene tomando A =Z, k =4, a; =i
paracadai € {0,1,2,3} y f: Nx AXx Ax Ax A — A ala funcién tal que

f(ﬂ,x,y,z,w) = xw + (_1>n

cadavezquen € Ny x, vy, z, w € A.

5.3.7. Es posible definir sucesiones por recursiones més complicadas que las que se
consideran en la Proposicién 5.3.6. Veamos dos ejemplos
() Hay una sucesion (t,),>1 que tiene t; = 1y que es tal que, para cada entero
n > 2, satisface la relacion

; {1 +t,/2, sinespar;
n:

ti1, si n es impar.
Las primeras componentes de esta sucesién son
1, 2,2, 3,3,3,3,4 4 4 4, 4, 4, ...

(b) Hay una sucesion (u,),>o tal que u3 =0y
n—1
m=0
para cada entero n > 1. Las primeras componentes de esta sucesién son

1, 5, 50, 850, 22100, 817700, 40885000, 2657525000, ...

En cada uno de estos dos ejemplos, la relaciéon de recursién que determina cada
componente de la sucesién no depende de un ntimero fijo de componentes anteriores:
en el primer ejemplo, ¢, depende, cuando 7 es par, de t,/», mientras que en el segundo
ejemplo para calcular u, usando la relacién de recurrencia necesitamos conocer todas
las componentes anteriores, u, ..., u,—1. De todas formas, es claro que en ambos
casos las sucesiones consideradas estdn bien determinadas. Esto puede formalizarse en
una proposiciéon del mismo estilo que la Proposicién 5.3.6, pero no lo haremos. Nos
tomaremos, de todas formas, la libertad de usar éstos y otros tipos de recursiones para
definir sucesiones
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§5.4. Manipulacion de sucesiones definidas
recursivamente

5.4.1. El Principio de Induccién es una herramienta natural para probar cosas sobre
sucesiones que estdn definidas usando relaciones de recurrencia. El objetivo de esta
seccion es usar las sucesiones ejemplos concretos y de Catalan para ejemplificar esto.

Numeros de Fibonacci

5.4.2. Sea (F,),>0 la sucesién de ntimeros de Fibonacci, de manera que

Fy=0,
F=1
y
Fn =Iy 1+ Fn—Z (15)

para cada entero n > 2.

5.4.3. Lema. Para todo n € Ny se tiene que F, < 2".

Demostracion. Procedemos por induccién, llamando P(n) a la afirmacién «F, < 2"». Es
claro que Fy =0 < 2%y que F; =1 < 2!, asi que P(0) y P(1) valen.

Supongamos, para establecer el paso inductivo, que k € N es tal que k > 2 y que las
afirmaciones P(k — 1) y P(k — 2) valen. Entonces

Fe=F_1+Fk- por (15)
< k1 4 pk=2 por P(k—1) y P(k —2)
< k=1 4 okl ya que 2k=2 < 2
=2.2k1 =9k
Esto nos dice que, bajo la hipétesis inductiva, vale la afirmacién P(k) y, por lo tanto,
completa la induccién. O

5.4.4. La suma de los primeros niameros de Fibonacci difiere ella misma de un ndamero
de Fibonacci en una unidad:

Lema. Sin € N, entonces Fy + F, +-- -+ F, = F,.0 — 1.

Demostracion. Procedemos por induccion con respecto a n. Si n = 1, el lado izquierdo
de la igualdad que queremos probar es F; = 1y el derechoes ;-1 =2-1 = 1:
vemos asi que en ese caso la igualdad vale.
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Supongamos ahora que k € N es tal que k > 2 y que la igualdad del enunciado vale
cuando 7 es k — 1, esto es, que

h+h+-+Fhi1=FkFa1—-L
Usando esto, vemos que
h+b+-+ha+thk=FKa—-1+FKk=FKo—-1

asi que la igualdad del enunciado también vale cuando n es k. Esto completa la
induccién y prueba el lema. O

5.4.5. La siguiente identidad es conocida como Identidad de Cassini, por Giovanni
Domenico Cassini (1625-1712, Italia):

Lema. Para cada n € N se tiene que F,1F, 1 — F? = (—1)".

Demostracién. Cuando n = 1, el lado izquierdo de la igualdad que queremos probar es
BE—F=0-1—1= —1y el derecho (—1)! = —1, asi que vale.

Supongamos ahora que k € N es tal que la igualdad del enunciado vale cuando n
es k, es decir, tal que

2 k
Fepibq — Fo = (=1) (16)
y calculemos, usando la relaciéon de recurrencia que define a los niimeros de Fibonacci:

FioFie — Pk2+1 = (Fx + Fey1)Fe — Feo1(Feo1 + )
- FI? + Fet1Fe — FeprFe—1 — B Fe
= F} — B K

y esto es, de acuerdo a la hipétesis inductiva (16),
— (_1)k+1.

Vemos asi que bajo esa hipétesis la igualdad del enunciado también vale cuando n
es k4 1. El lema es consecuencia de esto y del Principio de Induccion. O

5.4.6. Las sumas de los productos de nimeros de Fibonacci consecutivos tienen también
una descripcién directa en término de niimeros de Fibonacci:
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5.4.7. Lema. Para cada entero n > 2 se tiene que

2 ; .
F7, si n es par;

hE+BEh+:+F k=4 _ _
F; —1, sinesimpar.

Demostracion. Sea P(n) la afirmacion de que vale la igualdad del enunciado. Cuando
n = 2, aizquierda y a derecha en la igualdad del enunciado tenemos FiF, =1-1=1y
F? = 12 = 1, respectivamente, asf que esa igualdad vale en ese caso: en otras palabras,
vale P(2).

Supongamos ahora que k es un entero tal que k > 2 y que vale que

sz, si k es par;
hE+Bbh+- -+ Fak =9 . .
F; —1, sikesimpar.

Tenemos entonces que

F? + FFe.q, si k es par;
Eh+hEh+- +FFa= kz ! . p
F; — 1+ FFyq, sikesimpar.

Ahora bien, es
Ff 4 FeFiepr = Fe(Fe+ Fega) = FeFin = B2y + (1)<
de acuerdo a la identidad de Cassini 5.4.5, asi que

F2 .+ (=11 si k es par;
FE+RE -+ +FFg =1 5 ( )k . oF
Ffq 4+ (=1)*"1 =1, sikesimpar;

y esto es lo mismo que

FI?H —1, sik+1esimpar;
F,?H, sik+1 es par.

Hemos mostrado asi que si k > 2, entonces la afirmacién P(k) implica la afirmacion
P(k+1). El lema sigue de esto, gracias al Principio de Induccién. O

5.4.8. Lema. Si n € Ny m € Ny, entonces

Foim = Fy1Fn +FnFm+1-
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Demostracion. Para cada n € N sea P(n) la afirmacion
para todo m € Ny se tiene que F,1,, = F,—1Fy + FyFpy1.

Observemos que es evidente que P(1) vale: es simplemente la afirmacién de que para
todo m € Ny se tiene que F;+1 = Fy1.

Supongamos entonces, para hacer induccién, que k € N y que vale la afirmacién
P(k), de manera que para todo m € Nj se tiene que Fy,, = F_1Fy + FxFy4+1. Ahora
bien, para todo m € Ny tenemos que

Fier1)+m = Fer(me)

y, usando la hipétesis inductiva, vemos que esto es

= Fe1Fut1 + FeFmso

= Fe_1Fns1 + F(F + Fut1)

= FcFin + (Fe—1 + Fe) Fuia

= FcFy + Fep1Fnpa
Esto nos dice, precisamente, que vale la afirmaciéon P(k + 1), y completa la prueba del
lema, gracias al Principio de Induccion. O

5.4.9. Este lema tiene el siguiente corolario inmediato: las férmulas que aparecen en él
se llaman férmulas de duplicacion, ya que permiten duplicar el indice.

Corolario. Para todo n € N se tiene que

T = I — oy = ol — %)

Fout1 = Foyy + Eo.

Demostracién. Si en la identidad del Lema 5.4.8 ponemos m = n, vemos que
Fn, =F,_1F, + F,F, 11
- Fn(Fn—l +Fn+1) (17)
= (Fuy1 — Fa-1)(Fi1 + Fuy1)

_ 2 2
- Fn-i—l _Pn—lf

y esta es la primera de las igualdades del corolario. Volviendo a la igualdad (17),
tenemos también que

FZn - Pn(anl +Fn+1) == Fn(an+1 _Fn)/
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ya que F,_1 = F,41 — F,, y ésta es la segunda igualdad del enunciado.
Finalmente, si ponemos m = n + 1 en el Lema 5.4.8, éste nos dice que

Font1 = Fy—1Fyp1 + FuFus
= Fy1F1 + Fu(Fy + Fuga)
= (Fo-1+ Fa)Fuy1 + F
=F .+ F,

que es la segunda de las igualdades del corolario. O

5.4.10. La siguiente identidad, a la que llamamos identidad de Catalan, generaliza a la de
Cassini:

Lema. Si 0 < r < n, entonces

Fy,  Fuyr — F2 = (=1)""H1F2,

En efecto, la identidad de Cassini es el caso particular de ésta en el que r = 1.
La prueba de esta proposicién es un poco mas complicada que las de las anteriores:
procederemos por induccién y para probar el paso inductivo haremos una induccién.

Demostracién. Para cada r € Ny sea P(r) la afirmacién
para cada entero n > r se tiene que F,_,F, 1, — F? = (—1)"""+1F2,

Probaremos que para todo r € Ny la afirmacion P(r) vale, procediendo por induccién
con respecto a r: esto es demostrard la proposiciéon. Observemos que la validez de la
afirmacion P(0) es evidente, asi que bastara que nos ocupemos del paso inductivo.

Sea entonces s € Ny y mostremos que P(s) = P(s+ 1). Para ello, supongamos
que P(s) vale, es decir, que

sin > s, entonces F,_sFys — F2 = (—1)"5t1F2, (18)
y mostremos que entonces también vale P(s 4 1), es decir, que se tiene que
sin>s+1,entonces Fy_s_1F, 541 — F2 = (—1)”_5+2F52+1. (19)

Para hacer esto, procederemos por induccién: para cada entero n > s + 1, llamemos
Qs(n) ala afirmacion

Fos—1Futst1 — Fr% = (_1)nfs+21_~52+1
y mostremos que Qs(n) vale para todo entero n > s + 1. Esto probara (19).
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La afirmacién Qs (s + 1) vale, ya que lo que afirma es que

FoFy(s11) — F2y = (=172,

que es evidente. Supongamos entonces que k € N es tal que k > s + 1y que Qs (k) vale.
Sumando y restando Fi1sFc;1_s, vemos que

2
Fey1-s—1Fer1s01 — Fiq (20)

2
= Pk+1—s—1Pk+l+s+l - Fk+1+st+1—s + Fk+1+st+1—s - Fk+1~

Como k+1 > sy estamos suponiendo que P(s) vale —es decir, que vale (18)— podemos
reemplazar la parte marcada, y ver que esto es

= Fer1-s-1Feitsst1 — FertasFeatos + (—1) 15412
y esto, reescribiendo Fi. 11511 usando la relacién de recurrencia de los ndameros de
Fibonacci y simplificando un poco, es, a su vez,

= Fe—s(Ferigs + Frps) — FestasFea—s + (=1)°F

= (Fe—s = Fes1—s) Fests + FemsFips + (1) °F2

= —Fes1Fetts + FeosFers + (1) °F2.

Como estamos suponiendo que P(s) vale y k > s, reemplazando la parte marcada,
vemos que esta tltima expresion es

= _kasflPk+1+s + FI?
y, finalmente, como estamos suponiendo que Qs (k) vale, esto es
= (=1)F T2, (21)

Con toda esta cadena de igualdades —que va de (20) a (21)— hemos probado que

1) (k+1)—(5+1)+1F2

2 _
Fk+1fsflpk+1+s+1 - Pk+1 - (_ s+17

es decir, que vale Qs(k + 1). Esto completa la prueba de la proposicion. O

5.4.11. Todo lo que hemos probado hasta ahora sobre los ntimeros de Fibonacci estuvo
basado pura y exclusivamente en el hecho de que satisfacen la relacién de recurrencia
que los define. En particular, hasta ahora no tenemos ninguna férmula cerrada para
calcular los niimeros de Fibonacci, sino solamente un algoritmo para calcularlos. El
siguiente resultado, conocido como la férmula de Binet, por Jacques Philippe Marie Binet
(1786-1856, Francia), nos da una férmula explicita:
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1445 1-—

Lema. Sean « = > Y g= 5 > las dos raices del polinomio X* — X — 1. Para cada

n € Ny se tiene que

an_ﬁn
5, = .
V5

Demostracion. Para cada n € Ny sea G, = (a" — p")/+/5. Lo que tenemos que probar
es que para cada n € Ny es

Fn — Gn (22)

y, como siempre, procedemos por induccién con respecto a 7.

Como Gy = (1-1)/v/5=0y G; = (« — B)//5 = 1, asi que la igualdad (22) vale
si n esa 0 o 1. Para ver que vale el paso inductivo, supongamos que k € Ny y que la
igualdad (22) si n es k o k + 1. En ese caso, tenemos que

V5 Fea = V5 B + V5 Fo= o1 — B of — g,

Calculando, vemos que a> = a+1y B2 = B+ 1, asi que a2 = a1 + ok y

pF+2 = g1 1 gk, v entonces lo que tenemos es que
V5 Fyp = akt2 — g5,

es decir, que Fi;, = Ggyp y, por lo tanto, la igualdad (22) vale si n es k + 2. Esto prueba
el lema. ]

Numeros de Catalan

5.4.12. Recordemos de 5.2.2 que la sucesion (Cy),>0 de los nimeros de Catalan es tal
que

Co=1

_2(2n-1)

C, = —— C,q (23)

para cada entero n > 1. Calculando, vemos que sus primeras componentes son
1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ... (24)

5.4.13. Una primera observacién que podemos hacer es que la sucesién de nimeros
de Catalan estd, como la de Fibonacci, acotada por una sucesién de crecimiento
exponencial:
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Lema. Para cada n € Ny se tiene que

41’!

C, < .
" n41

Demostracién. Sea P(n) la afirmacién de que vale la desigualdad del enunciado. Como
Co=1y4°/(0+1) =1, es claro que P(0) vale. Por otro lado, si k € N y suponemos
que vale P(k — 1), entonces
2(2n—1) 22n—1)4"1  2m—1 4" 4n
n— 1 Ln S = S ’
n—+1 n+1 n 2n n+1 " n+1

es decir, vale P(k). El lema es consecuencia de esto y del Principio de Inducciéon. [

5.4.14. A partir de la definicién por recursién de los ntimeros de Catalan es facil obtener
una férmula explicita:

Lema. Para todo n € Ny es

1 (2n)!
C”_n—i—l nln!

Demostracién. Es inmediato que la igualdad del enunciado vale cuando n = 0. Veamos
que si k € Ny es tal que esa igualdad vale cuando 7 es k, entonces ella también vale
cuando 7 es k + 1: el lema seguird entonces por induccién.
Sea entonces k € Ny y supongamos que
1 (2k)!
T k2 Kk
En ese caso, en vista de la relacién de recurrencia que define a los ntiimeros de Catalan,

tenemos que
2(2(k+1)—1)
(k+1)+1
y esto, gracias a nuestra hipétesis inductiva, es
22k+1) 1 (2k)!
T k2 k1 kK
Multiplicando el numerador y el denominador de este cociente por k 4- 1, vemos que es
22k+1) 1 (2k)'k+1
T k+2 k+1 KK k+1
1 (2k+2)!
T k+2(k+D)I(k+ 1)
y esto completa la induccién. O

Cr1 = k

114



5.4.15. Del célculo directo de los ntimeros de Catalan, como en (24), vemos que parecen
ser todos enteros: esto no es obvio ni a partir de la relacién de recurrencia (23) que
los define ni a partir de la férmula explicita para ellos que nos da el Lema 5.4.14. Un
primer paso para probar que se trata efectivamente de nlimeros enteros es el siguiente
resultado, que es fundamental en el estudio de los ntimeros de Catalan:

Lema. Para cada n € Ny se tiene que

n
G = GGy s
i=0

Demostracion. Para cada n € Ny, llamemos P(n) a la afirmacion de que vale la igualdad
del enunciado. Es claro que P(0) vale: el miembro izquierdo de la igualdad es C; =1
y el derecho }}! , C;Cy—_; = CoCp = 1.

Sea ahora k € Ny y supongamos inductivamente que P(k) vale. Tenemos que

k k
CiCroi= Y (k+2)CiCj =) (i+1+k—i+1)C;Cr;
i=0 i=0

M»

(k+2)

1

I
M- L

k
(i+1)CiCi+ Y (k—i+1)CiCr;
i—=0 i=0

~

k k-1
=CoCr+ Y (i+1)CiCri+ Y (k—i+1)CiCr_; + CrCo
i=1 i=0

1 1

y, usando la relacién (23), vemos que esto es

k k-1
= CoCr+ ) _2(2i —1)Ci-1Cr—i + Y 2(2(k — i) = 1)CiCy—i_1 + CiCo.
i—=1 i=0

i= =

Si cambiamos el indice i por i — 1 en la primera de las dos sumas, podemos reescribir
esto en la forma

k-1 k—1
CoCr+ Y 2(2(i+1) = 1)CiCro1—i + Y _ 2(2(k — i) —1)CiCr—i—1 + CxCo
i=0 i=0

1 1

y, una vez hecho eso, juntar las dos sumas en una para obtener
k-1
2C0Ck+ Y 2((2(1‘ +1)—1) + (2(k—i) — 1))CiCk_1_l-.
i=0

Esto es lo mismo que

k—1 k=1
2C+ ) 22k - CiCro1—j =2Ck +2-2k ) CiCro1—
i=0 =0
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y, de acuerdo a la hipétesis inductiva, esto es igual a
2C,+2-2kCr =2(2(k+1) = 1)C = (k +2)Cp1.

Hemos probado de esta manera que

k
(k+2))_ CiCr_i = (k+2)Cps1
i=0

y, por lo tanto, que la afirmacién P(k + 1) vale. El lema sigue por induccién. O

5.4.16. Una primera consecuencia del Lema 5.4.15 es que podriamos haber definido la
sucesion (Cy)y>0 de los nameros de Catalan diciendo que

para cada n € Ny. De hecho, esta definicién es la mds frecuente en la literatura.

5.4.17. Una segunda consecuencia de ese lema es que podemos ahora facilmente
verificar que todos los nimeros de Catalan son enteros:

Lema. Para todo n € Ny el n-ésimo niimero de Catalan C,, es un entero.

Demostracion. Esto sigue inductivamente del lema anterior. En efecto, Cy es un entero y
si k € Ny y suponemos inductivamente que cada uno de los niimeros Cy, ..., Cx es un
entero, entonces el Lema 5.4.15 nos dice que

k
Crr1 =) CiCr
ip
y claramente esto implica que Ci1 también es un entero. O

Un método rapido para calcular potencias

5.4.18. Fijemos un nuimero real « no nulo y consideremos la sucesion (a,),>o tal que

El():l

Ay = Kdy_q
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para cada n € N. Es inmediato que
para todo n € Ny se tiene que a, = a".

En efecto, sigue inmediatamente de la definicién de la sucesién que ag = a®, y si k € N

k_l, entonces claramente se tiene que a; = aa;_1 = a1 = ok, Esto

es tal que 4,1 =«
nos da un procedimiento —el obvio— para calcular las potencias de a: para calcular «”
empezamos con 1 y lo multiplicamos 1 veces por «. Es evidente que cuando llevamos
a cabo esto hacemos n multiplicaciones. Hay una forma mucho mads eficiente ara

determinar «”, basada en el siguiente resultado:

5.4.19. Lema. Hay una tinica sucesion (by),>o con by = 1y tal que para cada n € N se tiene
que
(buy2)?, si n es par;

bn =
{uc(b(n_1)/2)2, si n es impar.

De hecho, si (by)yn>0 es una sucesion que satisface estas dos condiciones entonces b, = " para
todo n € Ny.

Demostracion. Veamos por induccién que si (by,),>0 es una sucesion que satisface las
dos condiciones del enunciado entonces b, = a" pata todo 1 € Ny. Es claro que by = a®.
Sea, por otro lado, k € Ny supongamos que b; = &’ para todo entero i tal que 0 < i < k.

Consideramos ahora dos casos, de acuerdo a la paridad de k.

* Si k es par, entonces k/2 es un entero no negativo menor que k, la hipétesis
inductiva nos dice que by, = a*/2 y, por lo tanto,

b = (bry2)? = (a/2)? = o,

* Si en cambio k es impar, entonces (k — 1) /2 es un entero no negativo menor que
k y otra vez la hipétesis inductiva nos dice que b(;_q),, = ak—1)/2 Usando esto,
vemos que

b = a(by1y2)” = a(a®D/2)? = ok,

Asi, en cualquier caso tenemos que by = af y esto completa la induccién.

Esto nos dice que a lo sumo hay una sucesion que satisface las dos condiciones
del enunciado, a saber, la sucesién (a™),>o de las potencias de a. Para completar la
prueba del lema, entonces, es suficiente con mostrar que esta tiltima sucesion satisface
efectivamente aquellas dos condiciones: esto es inmediato. O
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potencia :: Num a => a -> Integer -> a
potencia a 0 = 1
potencia a n
| even n = potencia a (n ‘div‘ 2) ~ 2
| odd n

a * potencia a ((n - 1) ‘div‘ 2) =~ 2

Figura 5.1. Un algoritmo rdpido en HASKELL para calcular las potencias de un

numero. La expresiéon potencia a n seevaliaa a
un entero no negativo.

n, asumiendo que n es

5.4.20. Este lema nos dice, por ejemplo, que
W0 = bro = 12 = (ab3)? = (a(b})%)? = (w(a?))2

Esta expresién muestra que podemos calcular #!° haciendo cuatro productos: calcu-
lamos primero a2, luego lo elevamos al cuadrado, multiplicamos por « el resultado
y elevamos lo que obtenemos al cuadrado. Esto es menos que la mitad de las multi-
plicaciones que hacemos si calculamos «!'” de la manera evidente. De manera similar,
usando el lema vemos que

o™ = (a((a(a((a?)*))?)?)%)?

y la expresion que aparece a la derecha en esta igualdad puede calcularse usando 10
productos: esto es considerablemente mejor que hacerlo con 154 productos!

En general, el lema nos provee una forma rapida de calcular las potencias de & —
en la Figura 5.1 damos una implementacion en HASKELL. Queremos ahora estimar la
cantidad de trabajo que este algoritmo realiza.

Para cada n € N sea M, la cantidad de multiplicaciones que realizamos cuando
usamos el Lema 5.4.19 para calcular a”. De acuerdo a las férmulas que aparecen en el
enunciado de ese lema, tenemos que

M; =0
y para cada entero n > 2 que

1+ M,,, si n es par;
AAH _ { n/2 P

2+ My_1)/2, sinesimpar.
Las primeras componentes de la sucesion (My),>0 son

0,0,1,2,2,3,3,4,3,4,4,5,4,5/5,6,4,5,5,6,5,6,6, 7,5,6,6,7,6,7,7, ...
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20 [ — 2log(n)
15}
L N Mn
10} — log(n)
5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n
200 400 600 800 1000

Figura 5.2. Un gréfico de la cantidad de multiplicaciones M;, que el algoritmo del
Lema 5.4.19 hace al calcular a”.

Esta sucesion es bastante irregular —como puede verse en la Figura 5.2— pero podemos
acotarla sin mucha dificultad.

5.4.21. Lema. Para todo n € N se tiene que log, n < M, < 2log, n.

De acuerdo a esto, el algoritmo que se deduce del Lema 5.4.19 calcula a!?0000
usando entre 20 y 40 multiplicaciones —ya que log, 1000000 = 19,931. ..

Demostracién. Cuando n = 1 la desigualdad es inmediata. Sea, por otro lado, k € N tal

que k > 2 y supongamos inductivamente que para todo entero i tal que 1 <i < k se

tiene que log, n < M,, < 2log, n. Dependiendo de la paridad de k tenemos dos casos.
Si k es par, entonces

k
My =1+ M), < 1+2|0g2§ =1+2log,k—2log,2 < 2log,k,
yaquel—2log,2=-1<0,y
k

Si en cambio k es impar, tenemos que

My =2+ Mg_1)/, <2+2log, =2+2log,(k—1) —2log, 2
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Yy que

My =2+ Mx_1)/2 > 2+ log, =2+log,(k—1) —log,2

=1+logy(k—1) > log, k,

ya que para todo namero real x > 2 se tiene que 1 + log,(x — 1) > log, x.
Vemos asi que en cualquier caso se tiene que log, k < Mj < 2log, k, y el lema sigue
por induccién. O

§5.5. Ejercicios

Una cota inferior exponencial para los nimeros de Fibonacci

5.5.1. El Lema 5.4.3 nos dice que la sucesién de nimeros de Fibonacci estd acotada
componente a componente superiormente por la sucesion (2"),>1, que crece exponen-
cialmente. También podemos acotarla inferiormente:

Muestre que existe un namero real 2 > 1 tal que para todo entero n > 3 se tiene que
F, > a".

Subsucesiones de la sucesion de los numeros de Fibonacci

5.5.2.
(a) Para cada entero n > 2 se tiene que

by = 3F2(n71) - F2(n72)

Foni1 =3B n-1)+1 — B(n-2)+1-

(b) Sead € {0,1,2}. Para cada entero n > 2 se tiene que

Fsnyd = 4B3(n-1)+d T F3(n—2)44-
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553
(a) Existe u € Z tal que para cada d € {0,1,2,3} y cada entero n > 2 se tiene que

Fapta = uFy(n-1)1a — Fa(n—2)+a-
(b) Existen u, v € Z tal que para cada d € {0,1,2,3,4} y cada entero n > 2 se tiene
que

Fspia = uFs(y_1)1q + 0F5(1-2) 1a-

Sumas de numeros de Fibonacci

5.5.4. El Lema 5.4.4 nos da el valor de la suma de los primeros ntiimeros de Fibonacci.

También podemos considerar la suma de los de indice par o impar:

Sin € N, entonces
(@ B+ F+-+Fy=Fyp — 1
b F+FE+- -+ 5, 1= F,.

5.5.5. Para cada n € Ny sean

An=FR+FE+- -+ Fy,
By=F+F+- -+ Fu,
Cho=BE+FE+- -+ By

Para cada entero n > 3 se tiene que

An = 5An71 - 3An—2 - An—Sr
Cy=5C—1—-3C2—Cy3

y para cada entero n > 2 se tiene que

B, = 4B, 1+ B, ».

La sumas de los cuadrados de los nimeros de Fibonacci

5.5.6. El Lema 5.4.7 nos dice que la suma de los productos de los primeros pares de
numeros de Fibonacci consecutivos es esencialmente el cuadrado de un nimero de
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Fibonacci. El siguiente resultado nos da el valor de una suma de cuadrados de ntimeros
de Fibonacci:

n
Para cada n € N se tiene que Z Fiz = F,Fi 11
i=1

Cocientes de numeros de Fibonacci

5.5.7. Usando la identidad de Cassini 5.4.5 muestre que para todo n € N es

Fi  E _ (-D)"

Fn anl anan'

Deduzca de ello que la sucesion (F,/Fy—1)n>1 €s creciente, que la sucesion
(Fant1/Fan)n>1 es decreciente, que ambas tienen el mismo limite y que ese limite
es el ntimero (1 ++/5)/2.

5.5.8. Muestre que

K Fy 1 F 1 Fe 1
2141, Z2=14— 2=14— L_q4 -
Fz P3 1+1 P4 1 F5 1

1+1

y que, mas generalmente, para cada entero n > 2 se tiene que

Fn—i—l 1
=1+
Ey 1
1+
1

1
+1+...

con n — 2 fracciones anidadas.

5.5.9. Usando ahora la identidad de Catalan 5.4.10 estudie la sucesiéon de cocientes
(Fusr/Fy)n>1 para cada r € N.
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Numeros de Lucas

5.5.10. Recordemos que la sucesion (L, ),>o de nimeros de Lucas es la sucesion tal que
Ly =2,
Ly =1

Ly=Ly1+ Ly

para cada entero n > 2.

5.5.11.
@) Ly = Fy1 + Fup1.
(b) Lon = Lj +2(=1)".
(C) Fy = LyF,.
(d) F3n = Fn(LZH + (_1)11).
(€) Fnin = 3(EnLn +FuLn) Y Fuen = 3(—1)"(FuLn — FaLp).
(f) Ly — 5EF; = 4(-1)"
n

© Y 2L =2"Fq — 1.
j=1

5.5.12. Sin, m € Np son tales que m < n, entonces
Fn-i—m = LyFy — (_1)an—m-
Observe que esto da una relacién de recurrencia de orden dos para la sucesién

Fi, Fuva, Bomsa, Famsd, Famads ---

cada vez que 0 < d < m. Esto generaliza los resultados de los ejercicios 5.5.4 y 5.5.5.

La razén aurea

5.5.13. Sea a = (1++/5)/2.
(a) Paratodon € Nesa" =aF,+F,_1ya" =

(b) Para cada n € Ny se tiene que
a1
Fo=|—+2|.
! {\@ i 2J

Esto significa que F, es el entero mds cercano a a /+/5.

Ly, +E,\/5
—EL I
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Calculo rapido de los numeros de Fibonacci

5.5.14. La razon por la que las férmulas de duplicaciéon del Corolario 5.4.9 son impor-
tantes es que nos permiten calcular nimeros de Fibonacci muy rdpidamente. Asi, por
ejemplo, nos dice que

Fioo = F50(2F51 — Fso)

y entonces para calcular Fjg es suficiente que determinemos primero Fsy y F51. También
tenemos que

Fs1 = P226 — F225, F50 = F25(2F26 - F25)/

asi que basta que encontremos Fys5 y Fx. Por supuesto, podemos iterar este proceso y
usando el corolario encontrar las siguientes igualdades:

Fxs = Fi3(2F14 — Fi3), Fs = F5 — Fp, Fiu = F(2Kk - F),
Fi3 = F2 — F2, Fip = Fs(2F; — Fy), Fs = F4(2Fs — Fy),
F, =F} - F3, Fs = F3(2F; — F3), Fs = F2 — 3,

F, = B(2F — F), Fs=F —F;, E =F(2F - F),
F, =F} —F.

Esto significa que para calcular Fjoyp podemos ir calculando en orden cada uno de los
nameros

F, B, 3, F4, F5, F, F;, Fs, Fio, Fi3, Fia, F»5, Fos, Fs0, Fs1, Fioo.

usando las igualdades que obtuvimos. De esta forma, vemos que podemos calcular
Fipp determinando solamente 15 otros niimeros de Fibonacci y realizando unas 40
operaciones aritméticas. Esta idea puede extenderse a un algoritmo general. Veamos
como.

Para cada n € Ny sea P, el par ordenado (F,, F,11). La sucesiones de pares
ordenados

Po, P, Py, . ...

estd determinada por una relacién de recurrencia que permite calcular cada P, en
términos de P, :

Muestre que Py = (0,1) y que si n > 1, el par P, es (a,b) y ponemos ¢ = a(2b — a)
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yd= a% + b2, entonces

an (c,d), si n es par;
! (d,c+d), sinesimpar.

5.5.15. Para cada n € Ny llamemos T (1) al numero de sumas, diferencias y multiplica-
ciones que hacemos usando esta relaciéon de recurrencia para calcular el par ordenado
P, usando esta relacion de recurrencia. Mirando las férmulas, claramente tenemos que

T(0) =0

[6+T(
Tm)_{7+T(

n), si n es par;

NI—= N—

(n—1)), sin esimpar.

Muestre que T(n) < 10log, n para todo n > 3.

Esto implica, por ejemplo, que si calculamos F; gooooo determinando primero el par
ordenado P o000 Y nos quedamos luego con su primera componente, hacemos como
mucho 200 operaciones aritméticas. Observemos que Fj o000 €s un nimero de 208 988
cifras decimales.

Fi 000000 = 19532821287077577316 - - - - - - 68996526838242546875
208988 digitos

Si lo calculamos usando la recurrencia de orden dos que usamos para definir original-
mente a los nimeros de Fibonacci realizaremos un millén de sumas.

Hay que notar que muchas de esas 200 operaciones aritméticas son multiplicaciones
y, mds atn, multiplicaciones de ntimeros de muchos digitos, asi que hay que tener
cuidado al comparar con el millén de sumas: multiplicar lleva bastante mas tiempo que
sumar. Hay, de todas formas, algoritmos muy rdpidos para multiplicar nimeros enteros
—mucho mads rapidos que el algoritmo que aprendemos de nifios— y que entonces
la determinacién de un ntiimero como Fjgpoooo es factible. Usando la implementacién
dada en la Figura 5.3 en la pagina siguiente, que es una transcipcion directa a HASKELL
de la recurrencia del Ejercicio 5.5.14, podemos calcular F; gooo00 en todo su esplendor
en 43 milisegundos.

125



fibonacci :: Integer -> Integer
fibonacci n | n >= 0 = fst (fib n)

fib :: Integer -> (Integer, Integer)

fib 0 = (0, 1)
fib n
| even n = (c, d)

| otherwise = (d, ¢ + f)

where (a, b) = fib (n ‘div‘¢ 2)
c=ax (2 *Db-a)
d=ax*xa+b=x*xb

Figura 5.3. Un algoritmo rdpido en HASKELL para calcular niimeros de Fibonacci,
basado en la recurrencia del Ejercicio 5.5.14. La expresién fib n calcula el par
ordenado P, mientras que fibonacci n esla primera componente de ese par.

Una cota inferior exponencial para los nimeros de Catalan

n—1

5.5.16. Para todo n € N se tiene que C,, > 7
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Divisibilidad

§6.1. La relacion de divisibilidad

6.1.1. Siay b son enteros, decimos que b divide a a, que b es un divisor de a y que a es
un miiltiplo de b, si existe un tercer entero c tal que a = bc y en ese caso escribimos
b | c. Obtenemos de esta forma una relacion | en el conjunto Z de los nimeros enteros.

6.1.2. Proposicién. (i) Para todo a € 7Z se tiene que 1 | a y que a | 0.
(il) Siayb € Z son tales que b | a, entonces también (—b) | a, b | (—a)y (=b) | (—a).

Demostracion. (i) Sia € Z, entoncesa=1-ay0=a-0y, porlo tanto,a |aya|O0.

(if) Sean a y b elementos de Z tales que b | a, de manera que existe ¢ € Z tal que
a = bc. Se sigue inmediatamente de eso que a = (—b)c, (—a) = b(—c) y (—a) = (=b)c
y, por lo tanto, que (—b) | a, que b | (—a) y que (=b) | (—a). O

6.1.3. Proposicion. (i) La relacion | de divisibilidad en 7 es reflexiva, transitiva y para cada
a, b € Z se tiene que

albbla = a=boa=—b. (1)

(if) La restriccion de la relacion | de divisibilidad a N es una relacion de orden, es decir, es
reflexiva, transitiva y anti-simétrica.

Demostracion. (i) Sia € Z, entonces a = a - 1y, por lo tanto, a | a: esto nos dice que la
relacion de divisibilidad es reflexiva. Por otro lado, si a, b y c son enteros y se tiene que
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a|byb|c de manera que existen enteros x e y tales que b = ax y ¢ = by, entonces
claramente ¢ = axy y esto nos dice que a | c: vemos asi que la relacién | es transitiva.

Sean ahora a y b dos elementos de Z y supongamos que a | by que b | a, de manera
que existen enteros c y d tales que b = ac y a = bd. Tenemos entonces que a = acd,
es decir, que

a(l—cd) =0. (2)

Sia =0, entonces b = ac = 0c = 0y ay bson iguales. Si en cambio a # 0, entonces de
la igualdad (2) se deduce que 1 — cd = 0, esto es, que cd = 1y, por lo tanto, que c = 1
o ¢ = —1. Correspondiendo a esas dos posibilidades tenemos que b = al = a o que
b =a(—1) = —a. Esto prueba la implicacién (1).

(if) La restriccién de la relaciéon | a N es reflexiva y transitiva porque la relacién
original en Z lo es, como acabamos de mostrar. Nos queda entonces probar que es
anti-simétrica. Sean a y b dos elementos de N tales que a | by b | a. Como en Z vale la
implicacion (1), tenemos que a = b o a = —b. Ahora bien, no puede ser que a sea —b,
ya que a es positivo y —b no: tiene que ser entonces a = b, que es lo que querfamos. [

6.1.4. Usaremos muchas veces la siguiente observacién, que establece una relacién
entre la relacion de divisibilidad y la del orden usual de los nimeros enteros:

Proposicién. Sean a y b dos enteros. Si b | ay a # 0, entonces |b| < |a.

Notemos que la hipétesis de que el entero a no es nulo es necesaria para alcanzar la
conclusién de la proposicion: por ejemplo, es 1 | 0 pero ciertamente no vale que 1 < 0.

Demostracién. Supongamos que b divide a 4, de manera que existe ¢ € Z tal que a = bc.
De esto se sigue que |a| = |b||c|. Sia # 0, entonces tiene que ser ¢ # 0y, por lo tanto,
como c es un entero, |c| > 1. Tenemos entonces que |a| = |b||c| > |b|, como afirma la
proposicion. O
6.1.5. Otra propiedad bésica de la divisibilidad es su compatibilidad con las operaciones
aritméticas:

Proposicion. Sean a, b y c tres enteros. Si c divide a a y a b, entonces también divide a a + b
yaa—b.

Demostracion. Supongamos que c divide a a y a b, de manera que existen enteros x
ey tales que a = cx y b = cy. En ese caso tenemos que a+b =cx+cy =c(x+y)y
a—Db=cx—cy=c(x—y): como claramente x + y y x — i son enteros, esto nos dice
que c divide aa + by aa — b. La proposiciéon queda asi probada. O

6.1.6. Muchas veces usaremos la Proposicién 6.1.5 via el siguiente corolario:

128



Corolario. Sean a, b y c tres enteros. Si ¢ divide a a y a a + b, entonces también divide a b.

Demostracién. En efecto, bajo esas condiciones de la proposicion se sigue que c divide
a(a+b)—a=b. O

§6.2. El algoritmo de la division

6.2.1. Siay b son enteros y b divide a a, entonces existe ¢ € Z tal que a = bc. Cuando b
no divide a a, esto no es cierto, por supuesto. La Proposicién 6.2.3 que probaremos mds
abajo nos permite describir exactamente qué sucede en el caso general.

6.2.2. Antes de eso, hagamos una observacién que nos serd ttil varias veces:

Lema. Seab € Nyseani, j€ Z. Si0<1i,j<byb |i—j entoncesi=j.

Demostracion. Supongamos que i y j son dos enteros tales que 0 < i,j <byb|i—j.
Tenemos entonces que —b < i—j < b, asi que |i — j| < b. Por otro lado, como b divide
a i — j, de la Proposicién 6.1.4 sabemos que o bien i —j = 0 o bien |[b| < |i —j|. La
segunda de estas dos posibilidades no ocurre, asi que debe ocurrir la primera: esto nos
dice que i = j, como afirma el lema. O

6.2.3. La siguiente proposiciéon establece una propiedad fundamental de los ntiimeros
enteros:

Proposicién. Sean a € Z y b € N. Existen enteros q y r tales quea = qb+ry 0 <r < b,
Y q y r estdn univocamente determinados por a y b.

Llamamos a q y a r el cociente y el resto de la divisioén de a por b, respectivamente.

Demostracion. Consideremos el conjunto
S={a—kb:ke€Z, a—kb>0}.

Este conjunto no es vacio: sia > 0, entoncesa —0-b=a > 0,asiquea € S,y sien
cambio a < 0, entonces a — (2a)b = (1 —2b)a > 0, asi que a — (2a)b € S. Como ademads
es evidente que S estd contenido en Ny, podemos considerar su minimo » = min S.
Como r pertenece a S, es r > 0y existe g € Z tal que r = a — qb, es decir, tal que
a = gqb + r. Para ver que r < b, supongamos por un momento que esto no es asi, de
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manera que r > by, por lo tanto,
a—(g+1)b=r—-b>0.

Como consecuencia de esto, tenemos que r —b € S: Esto es absurdo, ya que r — b
es estrictamente menor que r, porque b es positivo, y r es el menor elemento de S.
Vemos asi que a = gb+r y que 0 < r < b, y esto prueba la afirmacién de existencia del
enunciado. Veamos la de unicidad.

Supongamos que g, t, ' y ' son enteros tales que

a=gb+r, 0<r<b, (3)

a=qgb+r, 0<7 <b. (4)
Observemos que
gb+r=qb+r 5)

y, por lo tanto, que r — ' = (4’ — q)b. En particular, b dividea r —#: como 0 < r,7’ <D,
de acuerdo al Lema 6.2.2 tenemos entonces que r = r’. Usando esto en (5), concluimos
que gb = ¢'b y, en consecuencia, que (§ — )b = 0. Como b # 0, esto nos dice que
g—q =0,estoes, queq =4

Asi, si se cumplen las condiciones (3) y (4) se tiene necesariamente que ¢ = q' y que
r = r': esto prueba la afirmacion de unicidad de la proposicion. O

6.2.4. El siguiente corolario de la proposicion es casi inmediato y muestra que podemos
ver al resto de la divisién de un ntiimero por otro, en cierta forma, como la tnica
“obstruccién” a la divisibilidad.

Corolario. Sean a € Z y b € N. El resto de la division de a por b es 0 si y solamente si b divide
aa.

Demostracién. Sean g y r el cociente y el resto, respectivamente, de la divisién de a
por b, de manera que 2 = gb+ry 0 <r < b. Observemos que es |r| < b.

Sir = 0, entonces tenemos que a = qb y, por lo tanto, que b divide a a. Supongamos,
para probar la implicacion reciproca, que b divide a a. Existe entonces ¢ € Z tal que
a = bc y, por lo tanto, bc = gb + r. De esta igualdad vemos que r = (¢ — q)b, asi que,
en particular, b divide a r y, de acuerdo a la Proposicién 6.1.4, o bien r = 0 o bien
|b

asi necesariamente r = 0. Esto completa la prueba del corolario. O

< |r|. Esta segunda posibilidad no ocurre —en efecto, sabemos que |r| < b = |b|—
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6.2.5. Una observacién importante que debemos hacer es que dadosa € Zy b € N,
siempre podemos encontrar de manera efectiva al cociente g y al resto r de la divisién
de a por b. En la base de esto esta la siguiente descripcién alternativa de ese cociente:

Lema. Sea a un entero no negativo. El conjunto T = {k € Ng : a —kb > 0} es no vacio y
finito, y su elemento mdximo es el cociente de la division de a por b.

Demostracion. El conjunto T no es vacio, ya que contiene a 0. Por otro lado, sik € T,
entonces 2 — kb > 0y, por lo tanto, k < a/b: esto nos dice que el conjunto T esta
contenido en {0,...,|a/b|} y, en particular, que es finito. Tiene entonces sentido
considerar su elemento méximo 4. Pongamos ademds r = a — qb.

Como g € T, es r > 0. Tiene que ser r < b: si no fuese ese el caso, tendrfamos que

a—(qg+1)b=a—qgb—b=r—b>0

y, por lo tanto, que g +1 € T: esto es absurdo, ya que elegimos a g como el mayor
elemento de T. Concluimos de esta manera que a = qb+ry que 0 < r < b. De acuerdo
a la Proposicion 6.2.3, se sigue de esto que g y r son el cociente y el resto de la divisién
de a por b y esto prueba el lema. O

6.2.6. Sia € Ny y b € N, este lema nos dice que para buscar el cociente y el resto de
la divisién de a por b podemos proceder de la siguiente manera: para cada niimero
i € Ny desde 0 en adelante, en orden, calculamos a — (i + 1)b y paramos la primera vez
que esa diferencia sea negativa: tenemos entonces que el cociente es 4 = i y que el resto
esr =a—ib.

Si en cambio a < 0, podemos usar este procedimiento para encontrar el cociente ¢’
y el resto v’ de la divisién de —a por b, de manera que —a = ¢q'b+71r" y 0 <1 < b.
Si v’ = 0, entonces tenemos que 4 = (—¢’)b, asi que g = —q y r = 0 son el resto y el
cociente de dividir a a por b; si en cambio ' # 0, entoncesesa = (—¢' —1)b+ (b—1") y
0<b—7r <bas’queq=—g' —1yr=>b—r"sonelrestoy el cociente de esa division.

En la Figura 6.1 en la pédgina siguiente damos una implementacién de este algoritmo
en HASKELL. Es de notar que todos los lenguajes de programacion proveen herramientas
para calcular el cociente y el resto de la divisiéon entre dos enteros, usando algoritmos
mucho maés eficientes que éste. Asi, en HASKELL, por ejemplo, tenemos las funciones
quot y rem que hacen precisamente eso: las expresiones quot a b y rem a b
denotan, respectivamente, el cociente y el resto de dividira a por b.
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division :: Integer -> Integer -> (Integer, Integer)
division a b

| a>=0 = (q, a - q * b)

where q = head [i | i <- [0..], a - (i+1) * q < 0]
division a b

| a<0 & r /=0=(q-1, b - 1)

| otherwise = (-q, 0)

where (q, r) = division (-a) b

Figura 6.1. Un implementacién del algoritmo de la divisién en HaskeLL. La
expresién fib a b se evalua a un par ordenado (q,r) enelque q y r son,

respectivamente, el cociente y el resto de la divisién de a por b.

§6.3. La notacion posicional

6.3.1. Una aplicaciéon simple pero importante de la Proposicién 6.2.3 de la seccién
anterior es el siguiente resultado:

Proposicién. Sea b € N tal que b > 2. Si a € N, entonces hay una forma de elegir k € Ny y
do, ..., dy € {0,...,b— 1} de manera que

a=dy+dib+dob?® + - +d b

y dy # 0.

Demostracion. Sia € N, sea P(a) la afirmacion

existe una forma de elegir k € No y do, ..., dy € {0,...,b — 1} de manera
quea =Y db' ydi #0.

Probaremos haciendo induccién con respecto a a que P(a) vale cualquiera sea a € N.

Sia = 1, podemos elegir k = 0y dy = 1 para tener a = YX_, d;b'. Esto prueba que
vale la afirmacién P(1).

Sea ahora a € N y supongamos que cada una de las afirmaciones P(1), P(2), ...,
P(a—1) vale. De acuerdo a la Proposicién 6.2.3, existen enteros q y r tales que a = qb+r
y0<r<b.Comog=(a—r)/b<a/byb>2, tenemos que g < 4.

Si g = 0, entonces a = r y podemos elegir k = 0 y dy = r para ver que P(a) vale.
Supongamos entonces que g > 0. En ese caso, nuestra hipétesis inductiva nos dice que
P(q) vale, es decir, que existen I € Ny y e, ..., e; € {0,...,b—1} tales que g = Y'_ e;b’
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y e; # 0. Como consecuencia de esto tenemos que

l I+1

l . . .
a:r+qb:r+< eibl>b:r+ eb T =r+ Y e b
i~0 ‘ i—1

i i=0

Podemos entonces elegir k = [ +1,dy =ryd; = e;_; paracadai € {1,...,k} para
tener a = Zi‘(:o d;b' y dy # 0, y esto muestra que vale la afirmacién P(a) también en este
caso. La induccién queda asi completa y eso prueba la proposicion. O

6.3.2. Los nimeros k y d, ..., di de la Proposicién 6.3.1 estdn bien determinados por
los nameros b y a con los que empezamos.

Proposicién. Sea b € N tal que b > 2. Si a € N, entonces hay exactamente una forma de
elegirk e Ny dy, ..., dy € {0,...,b — 1} de manera que se cumplan las dos condiciones de la
Proposicion 6.3.1.

Demostracion. Supongamos que k, I € Noy que dy, ..., dy, ey, ..., e € {0,...,b—1}
son tales que

do+dib+--+dib" =eg+eib+---+el, (6)

dr # 0y e # 0. Probaremos que en esta situacién necesariamente se tiene que k = [ 'y
que d; = e; para todo i € {0, ...,k}: la proposicion es consecuencia inmediata de esto.
Observemos que sin pérdida de generalidad podemos suponer que k < I.

De la igualdad (6) se deduce que

do—eg =) eb' =) dib' = <Z eib' ! — Zdib11k> b,
i=1 i=1 i=1 i=1

asi que b | dp — ep. Como 0 < dy,ep < b, el Lema 6.2.2 nos permite concluir que dy = ey.
Esto nos dice que el conjunto

S={ie{0,...,k} :dj=ejparacadaj € {0,...,i}}
no es vacio y podemos, por lo tanto, considerar su méximo m. Tenemos entonces que
m € S, de manera que

dj = ej paracada j € {0,...,m},

yobienm =kobienm <kydyui1 # ent1-
Supongamos que estamos en el segundo de estos dos casos. De la igualdad (6),
tenemos que

1

l k k
0=Yeb =Y db =Y ebt— Y dib
i=0 i=0

i=m+1 i=m+1
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I

k
= epri1— dmi1 +b< Yo e - Y dibi‘1>.
i=m+1 i=m+1
Como la expresion entre paréntesis es un entero, vemos que b divide a dy, 11 — ey1.
Como ademds 0 < dy,11,e,+1 < b, el Lema 6.2.2 nos dice que d,, 1 = e;41: esto es
absurdo, ya que contradice nuestra hipétesis.
Esto implica que necesariamente tenemos m = k. Asi, todos los sumandos que
aparecen a la izquierda de la igualdad (6) también aparecen a la derecha y, por lo tanto,
esa igualdad implica que

[
0= E eibi.
i=k+1
Como cada uno de los términos de esta tltima suma es positivo, la tinica forma en
que esto es posible es que no haya, de hecho, ninguno: en otras palabras, que se tenga,
k = 1. Ahora bien, que los tres nimeros m, | y k sean iguales significa precisamente
que vale lo que queremos, y esto completa la prueba de la proposicion. O

6.3.3. Si fijamos b € Nconn > 2y a € N, las Proposiciones 6.3.1 y 6.3.2 nos dicen que
hay exactamente una forma de elegir k € Ny y do, ..., dx € {0,...,b— 1} de manera
que a =YX ,d;b' y d # 0. Para representar esto escribimos

a = (dk/dk—l/ - -/dlrdO)b-

Llamamos a esto la representacion en base b del nimero a y a los nameros dy, ..., dy
los digitos de a en base b. Cuando b es 10, 2, 8 o 16, decimos representacion decimal,
binaria, octal o hexadecimal en lugar de representaciéon en base b.

Asi, por ejemplo, es facil verificar que

1234 = (5,4,1,4)6 = (1,6,2,1)9 = (1,18,19)27 = (1,0) 1234 = (1234)10000-

§6.4. Maximo comun divisor

6.4.1. Sean a y b dos enteros y supongamos que no son los dos nulos. Un divisor
comiin de a y b es simplemente un entero d que es tanto un divisor de a como de b.
Escribimos D(a, b) al conjunto de todos los divisores comunes positivos de a y b.

Este conjunto D(a, b) no es vacio: en efecto, el ntimero 1 pertenece a D(a, b). Por otro
lado, sid € D(a,b), entonces de la Proposicion 6.1.4 tenemos que o bien a = 0 o bien
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d < l|a|,y que o bien b = 0 o bien d < |b|. Como a y b no son los dos nulos, se sigue de
esto que d < max{|a|, |b|}. En otras palabras, si ponemos N = max{|a|, |b|}, entonces
D(a,b) C{1,...,N}. Vemos asi que el conjunto D(a,b) es finito y, en particular, que
podemos considerar su elemento maximo: lo llamamos mdximo comiin divisor de a
y by lo escribimos mcd(a, b).

Esto define el médximo comun divisor de dos ntimeros que no son simultdneamente
nulos. Observemos que si a = b = 0, entonces todo elemento de N es un divisor comtn
positivo de a y b y que, por lo tanto, no tiene sentido hablar en este caso del elemento
méximo de D(a, b). En este caso especial definimos mcd(0,0) = 0.

6.4.2. Decimos que dos enteros a y b son coprimos cuando mcd(a,b) = 1. Esta condi-
cion significa, precisamente, que no son ambos nulos y que el tnico divisor comtn
positivo que tienen es 1.

6.4.3. El maximo comuin divisor de dos enteros es un elemento de Ny y es nulo si y
solamente si esos dos enteros son nulos: esto es consecuencia inmediata de la definicién.
Otras observaciones sencillas que podemos hacer son las siguientes:

Proposicion. Sean a y b dos enteros.
(i) Es mcd(a,b) = mced(b, a).
(ii) Se tiene que mcd(a,b) = |a| si y solamente si a divide a b.
(iii) En particular, se tiene que mcd(a,0) = |al.
(iv) Se tiene que mcd(a,b) = med(—a,b) = med(a, —b) = med(—a, —b).

Demostracion. (i) Si a = b = 0, entonces es evidente que mcd(a,b) = mcd(b,a). Si
en cambio alguno de a o b es no nulo, entonces los conjuntos D(a,b) y D(b,a) coin-
ciden, asi que tienen el mismo elemento méximo: esto significa, precisamente, que
mcd(a,b) = mcd(b, a) también en este caso.

(i1) Supongamos primero que a divide a b. Si a = 0, entonces también b = 0 y la
igualdad mcd(a, b) = |a| es evidente. Supongamos entonces que a # 0. Sid € D(a, b),
entonces d divide a a y, de acuerdo a la Proposicion 6.1.4, se tiene que d < |a|. Como
ademas |a| € D(a,b), vemos que |a| es el elemento maximo del conjunto D(a,b), es
decir, que |a| = mcd(a, b). Esto muestra que la condicion del enunciado es suficiente.

Veamos que es necesaria. Supongamos que mcd(a,b) = |a|. Si b = 0, entonces a
divide a b independientemente de nuestra hipétesis, asi que supongamos que b # 0.
En ese caso, mcd(a, b) es el elemento maximo del conjunto D(a, b), y esto significa que,
que particular, |a| divide a b. Por supuesto, esto implica que a divide a b.

(iif) Como a | 0, esto es consecuencia de (ii).

(iv) Sia = b =0, lo que afirma el enunciado es evidente. Si en cambio alguno de a
o b es no nulo, entonces D(a,b) = D(—a,b) = D(a, —b) = D(—a, —b) y, por lo tanto,
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estos cuatro conjuntos tienen el mismo elemento maximo. O

6.4.4. La siguiente propiedad es fundamental:

Proposicion. Sia, b y c son tres enteros, entonces

mcd(a — ¢b,b) = mcd(a, b)

mcd(a, b — ca) = mcd(a, b).

Demostracién. En vista de la Proposicion 6.4.3(i) es suficiente que mostremos la primera
de las igualdades del enunciado. Sean a, b y c tres enteros. Si b es cero, entonces esa
igualdad evidente. Supongamos entonces que b # 0. Afirmamos que

D(a,b) = D(a — cb,b). 7)

En efecto, si d € D(a,b), entonces d es un entero positivo que divide aa y a by, por
lo tanto, divide a a — bc y a b: esto significa que d € D(a — cb, b). Reciprocamente, si
d € D(a —cb,b), entonces d es un entero positivo que divideaa —cby a b, y por lo
tanto divide aa = (a —cb) +cb y a b, asi que pertenece a D(a, b).

De la igualdad (7) se deduce que

mcd(a,b) = max D(a,b) = max D(a — ¢b,b) = mcd(a — cb, b)

y esto prueba la proposicion. O

6.4.5. Una de las razones por las que la Proposicién 6.4.4 es importante es que esta en
la base de un algoritmo para calcular el maximo comun divisor de dos enteros.

En vista de la Proposicién 6.4.3(iv), es suficiente que veamos cdmo hacer esto cuando
los dos enteros son no negativos. Supongamos entonces que a y b son dos enteros no
negativos y que, por ejemplo, a > b. Si b = 0, entonces sabemos que mcd(a,b) = a y no
es necesario hacer mas nada. Si en cambio b > 0, entonces podemos dividir a a por b.
Sean g y r el cociente y el resto, respectivamente. Como a = gb + r, la Proposicién 6.4.4
nos dice que

mcd(a,b) = med(a — gb, b) = med(r, D).

Notemos que 7 y b son dos enteros no negativosy quea+b >r+b,yaquea > b > r.
De esta forma redujimos el calculo del maximo comun divisor de dos nimeros no
negativos al del méximo comiin divisor de otros dos cuya suma es menor que la de los
originales. Podemos repetir este procedimiento y como en cada paso la suma de los
dos niimeros decrece el proceso tiene que terminar.
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Veamos un ejemplo. Para calcular mcd(385,150), observamos que el cociente y
el resto de la divisién de 385 por 150 son 2 y 85, respectivamente, de manera que
385 = 2150 + 85 y entonces

mcd(385,150) = mecd (385 — 2 - 150, 150) = mcd(85, 150).
Tenemos que calcular ahora mcd(85,150). Dividiendo ahora a 150 por 85 vemos que
150 =1 -85 + 65, asi que
mcd(85,150) = mcd (85,150 — 1 - 85) = mcd(85, 65).
Otra vez, dividiendo vemos que 85 =165 + 20 y, por lo tanto, que
mcd(85,65) = mcd(85 — 1 - 65,65) = mcd(20,65).
Finalmente, como 65 = 3-20 + 5,
mcd(20,65) = mcd(20,65 — 3 -20) = mcd(20,5)
y, como 5 divide a 20, este tltimo maximo comun divisor es 5. Concluimos asi que
mcd(385,150) = 5.

Este algoritmo funciona en todos los casos, como veremos mds abajo. Se lo conoce
como el algoritmo de Euclides, porque Euclides lo describe en el Libro 7 de sus Elementos,
publicados aproximadamente 300 afios a.C. —aunque es probable que el algoritmo
haya sido conocido desde mucho tiempo antes. En la Figura 6.2 reproducimos el pasaje
relevante.

6.4.6. Describamos precisamente el algoritmo de Euclides en una forma conveniente
para probar que funciona. Empezamos como arriba con dos ntimeros enteros no
negativos a y b, suponemos que a > b y definimos una sucesiéon

7/‘OI 7/‘];I 7"2/ r3l ..

de enteros no negativos de la siguiente manera. Ponemos ry = 4, r; = b, y para cada
i > 2 ponemos

el resto de dividir r;_ por r;_1, siri_1 #0; ®)
ri =
0, en caso contrario.

El algoritmo de Euclides para determinar el maximo comun divisor de a y de b consiste
en calcular las componentes de esta sucesién y quedarse con la taltima no nula. Por
ejemplo, si a = 385y b = 150, entonces la sucesion (r;);>o es

385, 150, 85, 65, 20, 5,0,0,0,0,0,0, ...
y, por lo tanto, mcd(385,150) = 5.
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Figura 6.2. La proposicién 2 del Libro 7 de los Elementos de Euclides, en el que
enuncia el problema de encontrar el maximo comtin divisor de dos ntimeros y
lo resuelve, presentando el algoritmo que lleva su nombre. Empieza con «Dados
dos niimeros no primos uno al otro, encontrar su medida mds grande. Sean
AB y CD los dos niimeros dados no primos uno al otro. Si CD mide a AB, y
también se mide a si mismo, entonces CD es una medida comtn de AB, CD. Y es
manifiesto que es la mas grande. Pero si CD no mide a AB, entonces, el menos de
los ntimeros AB, CD se puede restar varias veces del méas grande, y algtin niimero
sera el resto, que medira al que est4 antes de él. Etc».
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6.4.7. Proposicién. Sean a y b dos enteros no negativos tales que a > b y sea (ri)i>o la
sucesion que acabamos de describir.
(i) Existe N € Ny tal que r; # 0 para todoi < N y r; = 0 para todo i > N.
(if) Para todo i € N tal que i < N + 1 se tiene que mcd(a, b) = mcd(ri_1,71;).
(iif) Es mcd(a,b) = ry.

Este resultado nos dice que el algoritmo de Euclides, cuando empezamos con dos
enteros no negativos a y b, se detiene después de un niimero finito de pasos —el ntimero
N—y el dltimo nimero que produce es precisamente el mdximo comun divisor de a
y b. En otros palabras, nos dice que el algoritmo funciona, como queriamos.

Demostracién. Observemos que
r; > 0 para todoi € N. (9)

En efecto, se tiene que r{ = b > 0 y para todo i > 2 se tiene que r; > 0 ya que r; es, de
acuerdo a la definicién (8), o bien el resto de una divisién, que es siempre un nimero
no negativo, o bien 0.

Por otro lado, se tiene que

para todo i € N o bien rj = 00 bien r; > rii1. (10)

Para verlo, basta notar que si i € Ny r; # 0, entonces 7,11 es el resto de dividir a un
ndmero por r;, que es necesariamente menor que 7;.

Supongamos por un momento que r; # 0 para todo i € N. De acuerdo a (9), el
conjunto R = {r; : i € N} estd contenido en Ny, asi que tiene un menor elemento: esto
es, existe i € N tal que r; < r; para todo j € N. Esto es absurdo, ya que como r; # 0 por
nuestra hipotesis, de (10) sabemos que r; > ri41.

Esta contradicciéon implica que tiene que existir i € N tal que r; = 0y, por lo tanto,
que el conjunto S = {i € N: r;;1; = 0} no es vacio. Como esta contenido en N, sabemos
que él también tiene tiene un menor elemento. Llamémoslo N. Se tiene, claro, que
ti #0sii < Nyrypp = 0. Mds atin, en vista de la forma en que estd definida la
sucesion (r;)i>o, es claro que como ry1 = 0 se tiene que r; = 0 para todo entero i > N.
Esto prueba que vale la parte (i) de la proposicion.

Para cada i € N sea P(i) la afirmacion

i>N+1 o mcd(a,b) = med(ri_q,7i)

y mostremos que P(i) vale para todo i € N: esto probara la parte (ii) de la proposicion.
Que P(1) vale es evidente, ya que rg = a 'y r; = b. Supongamos que j € Ny que la
afirmacion P(j) vale, es decir, que j > N+ 10

mcd(a,b) = med(r;_1,7;). (11)
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mcd :: Integer -> Integer -> Integer

mcd O O =0
mcd a b
| a<0 |l b<O0=med (abs a) (abs b)
| a<b =mcd b a
| otherwise = paso a b
paso :: Integer -> Integer -> Integer
paso x y
|y = =x

| otherwise = paso y (rem x y)

Figura 6.3. Un implementacién en HAsKELL del algoritmo de la Euclides, tal cual
como lo presentamos en 6.4.6.

Sij > N + 1, entonces por supuesto es j +1 > N + 1y, por lo tanto, la afirmacién
P(j+ 1) vale. Consideremos el caso en que j < N, de manera que vale la igualdad (11).
La forma en que elegimos el ntimero N implica que r; # 0, asi que la definicion de la
sucesion (7;);>o nos dice que rj1 es el resto de dividir a ;_; por r;. Si q es el cociente
de esa division, tenemos entonces que rj11 = rj_1 — qr; y, por lo tanto,

mcd(7j_1,7j) = mcd(rj_1 — qri, 1) = med(rjq, 1) = med(r), 7j41).

Junto con (11) esto nos dice que mcd(a,b) = mcd(7j,7j41) y, en definitiva, que P(j + 1)
también vale en este caso. La induccién queda asi completa.
Finalmente, tomando i = N + 1 en la igualdad de la parte (ii), vemos que

mcd(a,b) = mcd(rn, rn+1) = med(ry, 0) = 7y,

como se afirma en la parte (iii). O

6.4.8. Proposicion. Sean a y b dos enteros no simultdneamente nulos. EI conjunto
S(a,b) ={xa+yb:x,y € Z, xa+yb > 0}

es un subconjunto no vacio de N y su elemento minimo es med(a, b).

Demostracién. Alguno de los cuatro ntimeros a, —a, b o —b es positivo y, por lo tanto,
pertenece a S(a,b): esto muestra que este conjunto no es vacio. Como estd contenido
en N, podemos considerar su elemento minimo d = minS. Como d € S(a,b), es claro
que d > 1y que existen u, v € Z tales que d = ua + vb.
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Sean q y r el cociente y el resto de la division de a por d, de manera que a = gd +r
y 0 <r <d.Sir >0, entonces como

(1—qu)a—qob=r

y 1 —qu y —qv son enteros, se tiene que r € S(a,b): esto es imposible ya que r < d.
Vemos asi que tiene que ser ¥ = 0y, por lo tanto, d divide a 2. Un argumento similar
muestra que d divide a b y, por lo tanto, d es un divisor comtn de a y b.

Sea ahora e un elemento de D(a,b), de manera que e divide a 2 y a b. Como
d = ua + vb, es claro que e divide también a d y, como d # 0, la Proposicién 6.1.4 nos
dice que e < d. Esto muestra que d es el mayor elemento de D(a, b) y, por lo tanto, que
d = mcd(a, b), como afirma la proposicion. O

6.4.9. Una consecuencia inmediata e importante de esta proposiciéon es el siguiente
corolario:

Corolario. Si a y b son dos enteros y d = mcd(a, b), entonces existen enteros x, y € Z tales
que d = xa + yb.

Llamamos a esta igualdad la identidad de Bézout, por Etienne Bézout (1730-783,
Francia), que prob6 un analogo de este resultado para polinomios.

Demostracién. Sia = b = 0, entonces d = 0 y eligiendo x = y = 0 es evidente que
vale la igualdad del enunciado. Si en cambio a y b no son simultdneamente nulos, la
Proposicion 6.4.8 nos dice que el nimero d pertenece al conjunto S(a, b) alli descripto vy,
por lo tanto, existen enteros x e y tales que d = xa + yb. O

6.4.10. Para muchas aplicaciones, necesitamos no solamente poder calcular el méximo
comun divisor de dos enteros sino que también queremos encontrar ntimeros x e y
para los que valga la identidad de Bézout. Veamos como podemos hacer esto.

Supongamos como en 6.4.6 que tenemos dos enteros no negativos a y b tales que
a>Db,sead = mcd(a,b) y definamos la sucesion (7;);>9 como alli, esto es, poniendo
ro=4a,r =byparacadai > 2

el resto de dividir r;_, por ri_y, siri_1 #0;
ri =
0, en caso contrario.

Sea N el nimero que nos provee la Proposicién 6.4.7, de manera que r; # 0sii < N,
ri =0sii > Nyry = d. Estamos buscando enteros x e y tales que xa + yb = ry.
Busquemos, mas generalmente, pares de enteros xo, yo, X1, Y1, ..., XN, Yn tales que
paracadai € {0,..., N} se tenga x;a + y;b = r;.

Observemos que cuando i = 0 o i = 1 esto es facil: basta poner xop =1, yo = 0,
x1=0,y1 =1, yaquerg =ayr =b. Ahora bien, supongamos que2 <i < Ny
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que ya encontramos enteros x;_1, ¥;_1, X;, ¥; de manera tal que x;_1a + yi_lb =711y
x;a 4+ y;b = r;. Si llamamos g;41 al cociente de la divisiéon de r;_; por r;, de manera que
ri_1 = gi41ti + riy1, tenemos entonces que

Tig1 = ti—1 — i+t = (xi_1a+ yi—1b) - 6]i+1(xz'a + yib)
= (Xi1 — giv1xi)a+ (Yio1 — qiv1yi)b

y, por lo tanto, basta que pongamos

Xit1 = Xi—1 — Ji+1%X; (12)

Vis1 = Vi1 — Gi+1Yi (13)

para que se tenga que x; 14 + Yi11b = riy1.

De esta manera vamos determinando enteros x; e y; para cada i de 0 hasta N, hasta
finalmente encontrar xy e yn: estos satisfacen la condicién de que xya +ynb =rn =d,
que es la identidad de Bézout.

Veamos un ejemplo. Determinemos los coeficientes de la identidad de Bézout para
a =385y b = 150. Como en 6.4.6, calculamos las componentes de la sucesion (r;);>o
pero en cada paso, correspondiente a un indice i > 2, no solamente calculamos el resto
r; de dividir r;_, por r;_; sino también el cociente g;. La primera componente nula de
la sucesion de restos es 14, asi que sabemos que r5 = mcd(a, b).

i 0 1 2 3 4 5 6

r; 385 150 8 65 20 5 O
gi 2 1 1 3

x 1 0 1 -1 2 -7

y, 0 1 -2 3 -5 18

Ahora calculamos en orden los nimeros x; e y;: empezamos poniendo xp =1, yo =0,
x1 =0ey; =1,y a todos los otros los determinamos usando las férmulas (12) y (13).
Encontramos de esta forma que

(—7) 385418150 = 5,

que es la identidad de Bézout para 385 y 150, como queriamos.

Este procedimiento es conocido como el algoritmo de Euclides extendido y es la forma
en que se determinan los coeficientes de la identidad de Bézout en la practica. Todos
los programas de algebra computacional tienen implementaciones de este algoritmo.
En la Figura 6.4 en la pagina siguiente damos una posible implementacién en HASKELL.
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emcd :: Integer -> Integer -> (Integer, Integer, Integer)
emcd 0 O = (0, 0, 0)
emcd a b
| a<o0 = let (d, x, y) = emcd (-a) b in (d, -x, y)
| <O = let (d, x, y) = emcd a (-b) in (4, x, -y)
| a<b = let (d, x, y) = emcd b a in (d, y, x)
| otherwise = pasoab 10 01
paso :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer ->
Integer -> Integer -> (Integer, Integer, Integer)
paso ab x0 y0O x1 yi
| b == = (a, x0, y0)
| otherwise =paso br x1 yl (x0 - q * x1) (y0 - q * y1)

where r = rem a b
q = quot a b

Figura 6.4. Un implementacién en HaskEeLL del algoritmo de Euclides extendido.

6.4.11. Probemos que este algoritmo funciona en todos los casos:

Proposicién. Sean a y b dos enteros no negativos y supongamos que a > b. Sea (r;);>o la
sucesion construida en 6.4.6 a partir de a y b, y sea N € Ng como en la Proposicion 6.4.7, de
manera que r; # 0sii < N, r; = 0paratodoi > N yry = mcd(a,b). Sean xo, x1, ..., XN Y
Yo, Y1, - -, Yn las secuencias de enteros tales que

xo=1, Yo = 0, (14)

x1 =0, Y1 = 1, (15)
y,paracadai € {2,...,N},

5 = e = Gt Yi=Yi2—qi¥i1 (16)

con q; el resto de dividir a r;_p por r;_y. Se tiene entonces que
ri = x;a+y;b (17)
para cada i € {0, ..., N} y, en particular,

mcd(a, b) = xna + ynb.
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Demostracion. Es suficiente que mostremos que para cada i € {0,..., N} vale la igual-
dad (17), ya que cuando i es N ésta nos dice que xya + ynb = ry = mcd(a, b).

Sea P(i), para cada i € Ny, la afirmacion «o bien i > N o bien r; = xja +y;b» y
mostremos que P(i) vale para todo i € Ny haciendo induccién. Las afirmaciones P(0)
y P(1) valen: esto es consecuencia inmediata de las igualdades (14) y (15). En efecto,
Xoa+yob=a=royxia+y1b=>b=ry.

Veamos ahora el paso inductivo. Sea j un entero tal que j > 2 y supongamos que las
afirmaciones P(j — 1) y P(j —2) valen. Si j > N, entonces claramente la afirmacién P(j)
vale. Consideremos el caso en que j < N. Que P(j — 1) y P(j — 2) valgan, entonces,
nos dice que rj_1 = xj 14+ yj 1by que rj_» = xj_2a +Yy; 2b. Si q; es el resto de dividir
arj_p por rj_1, tenemos que

rjp ="Tj—2 = 4qilj-1
= (xj—2a + yj—2b) — qi(xj_1a + yj-1D)
= (xj—2 — gixj—1)a + (yj—2 — qiyj-1)b
y, de acuerdo a las ecuaciones (16), esto es
= xja +y;b.

Vemos asi que P(j) vale también en este caso y esto completa la induccién. O

§6.5. Algunas aplicaciones de la identidad de Bézout

6.5.1. Vamos a usar la identidad de Bézout para varias cosas en todo lo que sigue. Una
primera aplicacién es la siguiente caracterizaciéon del méaximo comun divisor de dos
enteros que es extremadamente til:

Proposicién. Sean a y b dos enteros. El mdximo comiin divisor de a y b es el iinico elemento d
de Ny que tiene las siquientes dos propiedades:

* d es un divisor comin de ay b, y

* todo elemento de Ng que es un divisor comiin de a y b también divide a d.

Demostracion. Sea d = mcd(a,b) y sean x e y enteros tales que d = xa+ yb. Sie € Nes
un divisor comtdn de a y b, entonces e también divide a d = xa + yb. Como d es un
divisor comdn de a y b, vemos asi que d tiene las dos propiedades del enunciado.
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Supongamos ahora que tenemos otro entero no negativo positivo d’ que tiene esas
dos propiedades. Como d’ es un divisor comun de a y b y d tienen la segunda propiedad
del enunciado, tenemos que d | d’. Por otro lado, como d es un divisor comun de a
y de by d’ tiene la segunda propiedad del enunciado, tenemos que d’ | d. Podemos
concluir entonces que d = d’, ya que tanto d como d’ son enteros no negativos. Esto
prueba la proposicién. O

6.5.2. Corolario. Si a, a’, b y b’ son enteros tales que a | a' y b | U/, entonces

ged(a,b) | ged(d', b').

Demostracién. Sean a, a’, b y b' enteros y supongamos que a | a’ y que b | V. Sea
ademas d = gecd(a,b). Como d divide a a y a divide a a/, vemos que d divide a a’.
De manera similar, d divide a b’: como d es entonces un divisor coman de a’ y ¥/, la
Proposicién 6.5.1 nos dice que d divide a ged(a’,b’). O

6.5.3. Proposicién. Si a, b y b son enteros, entonces

mcd(ac, bc) = med(a, b) - c.

Demostracion. Sean d = mcd(a,b) y e = mcd(ac,bc). De acuerdo a la identidad de
Bézout 6.4.9, existen enteros x e y tales que d = xa + yb. Como dc = xac+ybcy e
divide a ac y a bc, vemos entonces que e divide a dc.

Por otro lado, como d divide a a y a b, es claro que dc divide a bc y a bd, asi que
la Proposicién 6.5.1 nos dice que dc divide a e. Como 4 y e son enteros no negativos,
podemos concluir de todo esto que d = e, que es lo que afirma la proposicién. O

6.5.4. Usando la Proposicién 6.5.3 podemos dar una nueva caracterizacién del maximo
comun divisor de dos niimeros que es muchas veces ttil:

Corolario. Sean a y b dos enteros y sea d = mcd(a, b).
(i) Los enteros a’ y b’ tales que a = da’ y b = db’ son coprimos.
(i) Si e es un entero no negativo tal que existen dos enteros coprimos u y v para los que se
tiene que a = eu y a = ev, entonces e = d.

Demostracién. (i) En la situacién del enunciado, tenemos que
d = mcd(a,b) = med(da’,db’) = d - mcd(d', V'),

asi que necesariamente mcd(a’,b') = 1.
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(if)Sie € Ngy u, v € Z son tales que a = eu, b = ev y mcd(u,v) = 1, entonces
mcd(a,b) = mcd(eu,ev) = e-med(u,v) = e

y esto es lo que queremos. O

6.5.5. Proposicion. Sean a, b y c tres enteros y supongamos que a y b son coprimos.
(i) Sia | bc, entonces a | c.
(if) Sia|cyb|c, entonces ab | c.
(iii) Se tiene que mcd(a, bc) = mcd(a,c).
(iv) Se tiene que mcd(ab,c) = med(a,c) - med(b, c).

Demostracién. Como a y b son coprimos, existen enteros x e y tales que xa + yb = 1.

(1) Supongamos primero que a divide a bc. Como xac + ybc = c y a divide a los dos
sumandos del lado izquierdo, también divide al lado derecho.

(if) Supongamos ahora que a | c y que b | c. De eso se sigue que ab divide a bc y
a ac, asi que como xac + ybc = ¢, vemos que ab divide a c.

(iii) Sean d = mcd(a,c) y e = mcd(a, be). Como d dividea a y a ¢, divide aa y a be:
de acuerdo a la Proposicién 6.5.1, tenemos entonces que d divide a e. Por otro lado,
como e divide a a y a bc, vemos que e divide a ¢ = (xa + yb)c = xac + ybc. Esto nos
dice que e es un divisor comun positivo de a y ¢, asi que e divide a d. Como d y e se
dividen mutuamente y son no negativos, concluimos de esta forma que d = e. Esto
prueba la primera de las dos igualdades del enunciado.

(iv) Pongamos d = mcd(a,c), e = mcd(b,c) y f = mcd(ab,c). Comod |aye|b,se
tiene que de | ab. Por otro lado, como d | a y e | ¢, tenemos que de | ac, y comod | cy
e | b que de | be: usando esto y la igualdad ¢ = xac + ybc, podemos concluir que de | c.
Vemos asi que de es un divisor comun de ab y de ¢, asi que de | f.

Por otro lado, existen enteros u, v, r y s tales que d = ua +vcy e = rb + sc, asi que

de = (ua + vc)(rb + sc) = urab + (usa + vrb + vsc)c.

Como f divide a ab y a c, vemos entonces que también divide a de. Como f y de son
enteros no negativos que se dividen mutuamente, tenemos en definitiva que de = f,
que es lo que queriamos probar. O

6.5.6. Corolario. Sear € N. Si ay, ..., a, son enteros coprimos dos a dos y b € Z, entonces

mcd(ay - - - a,,b) = med(ay, b) - - - med(ay, b).
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Demostracién. Procedamos por induccién con respecto a 7, notando que cuando 7 es 1
la afirmacién es evidente. Sea entonces s € N, supongamos que la afirmacién del
enunciado vale cuando r es s y mostremos que entonces vale también cuando r es s + 1.

Sean entonces aj, ..., 4511 enteros coprimos dos a dos y sea b otro entero. Como
los s enteros aj, ..., as son coprimos dos a dos, la hipétesis inductiva nos dice que

mcd(ay - - - as,a541) = med(ay, as1) - - - med(as, as.1) =1,

asi que los nimeros a; - - - a5 y as41 son coprimos. La Proposiciéon 6.5.5(iv) nos dice
entonces que

mcd(ay - - - as41,b) = med(ay - - - ag - as1,b) = med(ay - - - a;,b) - med (a1, )
y usando otra vez la hipétesis inductiva vemos que esto es igual a
mcd(ay, b) - - - med(as, b) - med (a1, b).

Esto completa la induccién. O

6.5.7. Podemos generalizar la parte (i7) de la Proposicién 6.5.5 al caso en que tenemos
varios divisores:

Corolario. Sea r € N. Si ay, ..., a, son enteros coprimos dos a dos y cada uno de ellos divide a
un entero b, entonces el producto ay - - - a, también divide a b.

Demostracién. De acuerdo al Corolario 6.5.6, tenemos que
mcd(ay - - - a,,b) = med(ay,b) - - - med(ay, b)

y, de acuerdo a la Proposicién 6.4.3(ii) y la hipétesis de que cada uno de los enteros
ai, ..., a, divide a b, tenemos que mcd(a;, b) = |a;| para cadai € {1,...,r} y, por lo
tanto, tenemos que

mcd(ay - - - a,,b) = |ay - - a|.

Esa misma Proposicién 6.4.3(ii) nos dice entonces que a; - - - a, divide a b. O

6.5.8. Proposicién. Sean a y b dos enteros y sea k, | € N. Si mcd(a, b) = 1, entonces también
mcd(a*, b') = 1.

Demostracién. Supongamos que mcd(a,b) = 1, de manera que existen enteros x e y
tales que 1 = xa + yb. Se sigue de esto que

gkt _ kN (R ket ki
1=1""=(xa+yb)' =) I y'a b
i=0
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_ <Zl; <k+ l) xk+l—iyial—ibi> ak 4 < Ig (k+ l> xk+l_iyiak+l_ibi_l> bl
b AN =1\

y las dos expresiones encerradas entre paréntesis son enteros. Sea d = mcd(a*, b').
Como d divide a a* y a b/, esa igualdad implica que d divide a 1. Por supuesto, esto
nos dice que d = 1, como queremos. O

6.5.9. Corolario. Si a y b son enteros y k € N, entonces

mcd(a*, b*) = med(a, b)*.

Demostracion. Sea d = mcd(a,b). Como d divide a a y a b, existen enteros u y v tales
que a = du y b = dv. De acuerdo a la Proposicién 6.5.3, tenemos que

d-mcd(u,v) = med(du, dv) = med(a,b) = d,

de manera que mcd(u,v) = 1. La Proposicién 6.5.8 nos dice entonces que también
mcd (u¥, vF) = 1 y usando esto podemos concluir que

mcd(a¥, b¥) = med(d¥u*, d*0%) = d* - med(uf, %) = d¥,

que es lo que afirma el corolario. O

§6.6. Ejercicios

El mdximo comun divisor de un conjunto finito de nUmeros

6.6.1. Seank € Nyay, ..., ak € Z.

(a) Silos enteros aj, ..., ax no todos simultdneamente nulos, el conjunto D(ay, ..., k)
de los enteros positivos que dividen a cada uno de ellos es finito y no vacio. Tiene
sentido entonces considerar su elemento maximo, al que llamamos el mdximo
comiin divisor de los enteros aj, ..., a; y escribimos med(ay, . .., a). Si en cambio
todos los enteros aj, ..., a; son nulos, definimos mcd(0,...,0) = 0.

(b) Sik > 3, entonces se tiene que

mcd(ay, . ..,a;r) = mcd(med(ay, a2), a3, . .., ax). (18)
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(c) Existen enteros x1, ..., xi tales que
x1a1 + -+ X = mcd(al,...,ak). (19)

(d) El entero mcd(ay, ..., ax) es el inico que tiene las siguientes dos propiedades:
* es un divisor comun positivo de los nimeros ay, ..., a, y
¢ divide a cada divisor comun de los niimeros ay, ..., 4.

(e) Describa un algoritmo basado en la igualdad (18) y el algoritmo de Euclides para
encontrar tanto a med(ay, ..., ax) como a enteros xi, ..., x; para los que vale la

igualdad (19).

El minimo comun multiplo de dos enteros
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6.6.2. Sean a y b dos enteros.

(a) Sea M(a,b) el conjunto de los multiplos positivos comunes de a y de b, es
decir, de los ntimeros enteros positivos m tales que a | m y b | m. Siay b no
son simultdneamente nulos, entonces el conjunto M(a, b) no es vacio y podemos
entonces considerar su minimo elemento: lo llamamos el minimo comiin miiltiplo
deay b, ylo escribimos mcm(a, b). Si en cambio alguno de a o b es nulo definimos
mcm(a,b) = 0.

(b) El entero no negativo mcm(a, b) es el tnico que tiene las siguientes dos propieda-
des:

* es un multiplo comtindeaydeb, y
¢ divide a todo mdltiplo comtn de a y de b.

(c) Siay b son no negativos, Se tiene que ab = mcd(a,b) - mcm(a, b). En particular,
es mcm(a, b) = ab siy solamente si med(a,b) = 1.
(d) Sia, by cson enteros, entonces

mcm(ac, bc) = mem(a, b) - c.
Si ademads a y b son coprimos, entonces
mcm(ab, c) - ¢ = med(a, c) - med(b, ¢).

(e) Dé una definicién del minimo comun mdultiplo de un conjunto finito de enteros,
en el espiritu del Ejercicio 6.6.1, y pruebe sus propiedades bésicas. En particular,
muestre que si n € N es al menos 3y ay, ..., a, son enteros, entonces

mcm(mem(ay, az), 43, ..., a,) = mcm(ay, az,as, ..., 4y,).

Algunas propiedades del maximo comun divisor y del minimo comun multiplo

6.6.3.
(a) Sia, by cson enteros, entonces

mcd(mcd(a,b),c) = mcd(a, med(b,¢))

mcm(mcm(a,b),c) = mem(a, mem(b, c)).

En otras palabras, las operaciones mcd(-,-) y mem(-, -) son asociativas.
(b) Sia, b, c son enteros, entonces

mcd(a, mem(b, c)) = mem(med(a, b), med(a, c))
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mcm(a, med(b, ¢)) = med(mem(a, b), mcm(a,c))

(c) Sik € Ny mcd(a,b) = d, entonces med(a*, b*) = d*.
(d) Siay bno son simultdneamente nulos, se tiene que

=1

mcd a b
mcd(a,b)” mcd(a, b)
(e) Sia, by cson enteros, entonces
mcm(a, b, c) - med(a,b) - med(b, ¢) - med(c,a) = bac - med(b,a, c).

Este ejercicio fue uno de los tomados en la primera Olimpiada de Matemaéticas de
Mosct en 1935.

La sucesion (a" —1),,>0

6.6.4. Sea a un entero distinto de 0 y de 1.
(a) Six ey son enteros y n € N, entonces

n

x _yn — (x_y)(xnfl+xn72y+xn73y2_’_._‘_,r_xynfz_f_ynfl)

y, en particular, x — y divide a x" — y".
(b) Sin, m € Ny n divide a m, entonces a" — 1 divide a a™ — 1.
(c) Sin, m € Nyreselresto de la divisién de n por m, entonces

mcd(a” —1,a" —1) = med(a” — 1,a™ —1).

(d) Sin, m € N, entonces med(a" —1,a" — 1) = gmed(mm) _ 1.

Los numeros de Fibonacci

6.6.5. Sea (F,),>0 la sucesion de los nameros de Fibonacci.
(@) Muestre que para todo n € N se tiene que mcd(F,, F,+1) = 1 y encuentre enteros
x e y tales que xF, +yF, 1 = 1.
(b) Sin, m € Ny n divide a m, entonces F, divide a F,.
(c) Sin, m € Nyresel resto de la division de n por m, entonces

mcd(Fy,, Fy) = mcd(F,, Fy).
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(d) Sin, m € Ny, entonces
mcd(Fn, Pm) = Pmcd(n,m)'

Sugerencia: Para probar la parte (b) es ttil recordar el Lema 5.4.8 del Capitulo 5.

6.6.6. Sean € N.

(a) El algoritmo de Euclides necesita 1 + 1 pasos para calcular mcd(F, 3, Fyy2).

(b) Si ay b son dos enteros positivos tales @ > b y para los cuales el algoritmo
de Euclides necesita n + 1 pasos para calcular mcd(a,b), entonces a > F,13y
b> Fopo.

Observemos que la conjuncién de estas dos afirmaciones nos dice que el peor caso —en
el sentido que tarda la maxima cantidad de pasos— para el algoritmo de Euclides es
aquél en el que sus datos de partida so dos nameros de Fibonacci consecutivos.

(c) Siay bson enteros tales que 1 < b,a < N, entonces el nimero de pasos que algo-
ritmo de Euclides requiere para calcular mcd(a, b) no excede a ﬂogq,(\/gN )| —2.
Aqui ¢ = (1++/5)/2, log,, denota el logaritmo en base ¢ y para cada ntimero
real u escribimos [u] el menor entero mayor que u.

Este resultado es conocido como Teorema de Lamé, por Gabriel Lamé (1795-1870, Francia),
quien lo obtuvo en 1844. Puede encontrarse una discusion detallada del algoritmo de
Euclides desde el punto de vista de la complejidad en el libro [Knu1969].

El desarrollo en fraccion continua finita de un nimero racional

6.6.7. Sea a/b un namero racional positivo escrito de manera irreducible, de manera
que a y b son enteros positivos y mcd(a,b) = 1. Sea (r;)i>o la sucesion construida
por el algoritmo de Euclides para calcular el maximo comun divisor de a y b, como
en 6.4.6, y sea N el nimero que nos da la Proposicion 6.4.7, de manera que r; # 0
sii <N, ry =mcd(a,b) =1yr; =0sii> N. Sean, finalmente, qo, ..., qn+1 la
sucesion de los cocientes que encontramos al llevar a cabo el algoritmo: esto es, tales
que tj_p = qjti_1 +t;paracadai € {2,..., N+ 1}.
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Muestre que

C = +r—2— + =+ ———=(2+
b q2 " q2 q2 1 q2 1
B+ 5 93 + —

y que se puede continuar asi hasta obtener la expresién

1

2 gt
p 1

g3 +
qa +
oy

1

gN+1

Esta escritura para el niimero a/b se llama su expresién como fraccién continua finita.

Asi, por ejemplo, tenemos que

7 _ 5y 1 81201 ., . 1
30 1 56660 1
I+ — 2+

T — 3+

3+ - 4+
5+
1

6+——
71
i

6.6.8. Sean a y b dos enteros positivo tales que a > b y supongamos que tenemos una
cuadricula de a por b. Por ejemplo, si a = 45 y b = 16, tenemos el siguiente diagrama

Nuestro objetivo es cubrir esta cuadrilla con cuadrados de tamafios enteros. Es claro
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que esto es posible: basta usar 45 - 16 = 720 cuadrados de 1 por 1. Lo que queremos,
sin embargo, es usar la menor cantidad posible de cuadrados. Una estrategia posible
que podemos probar es la de usar la mayor cantidad posible de cuadrados lo mds
grandes que podamos.

En este ejemplo concreto, es claro que el tamafio maximo de un cuadrado de lados
enteros que entra en el diagrama es 16. Ademds, como el cociente de dividir 45 por 16
es 2, el nimero maximo de cuadrados de lado 16 que podemos poner es 2.

Después de poner esos dos rectdngulos, nos queda sin cubrir una regién de 13 por 16.
El lado del cuadrado més grande que entra en ella es 13 y claramente entra uno solo:
si lo ponemos, queda

Quedo libre una region de 13 por 3: el cuadrado mds grande que entra ahi es de 3
por 3 y entran 4 de ellos.

Finalmente, es claro que la regién que nos queda sélo la podemos cubrir con 3 cuadra-
dos de 1 por 1. Al terminar, entonces, tenemos la siguiente situacién:
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6.6.9. Sean a y b dos enteros positivos tales que a > b y sean (7;)i>0, Ny G2, - .., N+1
como en el Ejercicio 6.6.7. Se tiene que

ab = qzr% + q3r§ 4+ 4 qNHr%\,

y es posible cubrir un rectdngulo de a por b con g2 + g3 + - - - + gn+1 cuadrados de
lados de longitud entera.

Observemos que no es claro que la estrategia que describimos arriba para hacer
cubrir el rectdngulo sea una que minimice el nimero de cuadrados y, de hecho, esto
no es cierto. El menor ejemplo de esto aparece cuando consideramos un rectdngulo
de 6 por 5: de los siguientes dos diagramas el de la izquierda fue construido usando
la estrategia anterior y usa en total 6 cuadrados, mientras que el de la derecha usa
solamente 5.

Si a y b son enteros positivos tales que a > by mcd(a, b), escribamos o (a,b) al menor
namero de cuadrados de lados enteros con los que es posible cubrir un rectdngulo
de a por b. Richard Kenyon mostré en su trabajo [Ken1996] que hay una constante
positiva C tal que

max{%,logza} <o(ab) < %—i—CIogzb

cada vez que a y b son enteros coprimosy a > b > 0.

En el contexto de este problema, es interesante recordar el siguiente teorema clasico
de Max Dehn [Deh19o3] y Roland Sprague [Spri940], que tiene una demostracién
sorprendentemente dificil: un rectdngulo puede ser cubierto con finitos cuadrados
sin que estos se superpongan si y solamente si el cociente de las longitudes de sus
lados es un ntimero racional. Una demostracién muy simplificada y mds conceptual
de este resultado —en el que el problema se reduce a un problema sobre el flujo de
electricidad en un circuito eléctrico que es luego resuelto usando la Ley de Kirchoff—
puede encontrarse en [BSST1940].
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Congruencias

§7.1. La relacion de congruencia

7.1.1. Sea m € N. Decimos que dos enteros a y b son congruentes médulo msim | a—b

y en ese caso escribimos
a=b mod m.

Esto define una relacién en el conjunto Z, la relacién de congruencia médulo m.

Proposicién. Sea m € N. La relacién de congruencia médulo m en Z es una relacion de
equivalencia.

Demostracion. Verifiquemos que esa relacion tiene las tres propiedades necesarias.
* Sia € Z, entonces sabemos que m | 0 = a — a, asi que a = a mod m.

® Seana, b € Z tales que a = b mod m, de manera que m | a — b. De acuerdo a la
Proposicién 6.1.2(ii), entonces, tenemos que m | —(a —b) = b —a y, por lo tanto,
que b =a mod m.

e Seana, b, c € Z tales que a =b mod m y b = ¢ mod m, de manera que m | a — b
y m | b — c. La Proposicién 6.1.5 nos dice que entonces

m|(a—b)+(b—-c)=a—c

y, en consecuencia, que a = ¢ mod m.
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Asi, la congruencia médulo m es reflexiva, simétrica y transitiva: esto prueba que es
una relacién de equivalencia. O

7.1.2. La relacion de congruencia estd estrechamente conectada con el algoritmo de la
divisién:

Proposicién. Sea m € N. Dos enteros son congruentes moédulo m si y solamente si tienen el
mismo resto en la division por m.

Demostracion. Sean a y b dos enteros y sean q y r, por un lado, y ¢’ y ¥/, por otro,
el cociente y el resto de la division de a y de b por m, de manera que a = qm + 7,
0<r<mb=gm+ry0<r <m.
Supongamos primero que a = b mod m, es decir, que m | a — b. Como m divide a
(q—q)my
a—b=(qm+r)=(qm=r)=(q—q)m+r -,

vemos que m divide a ¥ — 7. Usando el Lema 6.2.2 podemos concluir que r = r’.
Supongamos ahora, para probar la implicacion reciproca, que r = r’. En ese caso
tenemos que

a—b=(qm+r)—(@m+r)=(q—q)m+(—7r)=(q-q)m

y, en particular, m divide a a — b, es decir, 2 = b mod m. La proposicién queda asi
probada. O

7.1.3. Usando congruencias, es facil caracterizar al resto de la divisién de un namero
por otro:

Proposicién. Sea m € Ny sea a € Z.
(i) Sir es el resto de dividir a a por m, entonces a = r mod m.
(if) Reciprocamente, si s es un elemento de {0, ..., m — 1} tal que a = s mod m, entonces s
es el resto de dividir a a por m.

Estas dos afirmaciones muestran que el resto de dividir a a por m es el tinico
elemento de {0,...,m — 1} que es congruente con 24 médulo m.

Demostracion. Sea a un entero y sean g y r, respectivamente, el cociente y el resto de
dividir a a por m, de manera que, en particular, a = gm + r. Se sigue de esta igualdad
que a —r = qm, asi que claramente m | a —r, esto es, a = r mod m. Esto prueba la
primera parte de la proposicién.

Para ver la segunda, supongamos que s € {0,...,m — 1} es tal que a = s mod m.
Como ademads a = r mod m, como acabamos de probar, vemos que r = s mod m, es
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decir, que m divide a r — s: de acuerdo al Lema 6.2.2, esto implica que r = s, esto es,
que s es el resto de dividir a a por m. O

7.1.4. La relacién de congruencia es compatible con las operaciones aritméticas, en el
siguiente sentido:

Proposicién. Sea m € N. Sia,’, by b’ son niimeros enteros tales quea = a’ mod my b = b’
mod m, entonces

—a=—a modm,

a+b=da+V modm

ab =4t/ mod m.

Demostracion. Sean a, a’, b, b’ € Z tales que a = a’ mod m y b =V’ mod m, de manera
que m divide aa —a’ y a b — b’. Existen entonces enteros ¢ y d tales que a —a’ =cm y
b —b' = dm. Por un lado, tenemos que

(—a) = (=d') = —(a—d') = (—c)m
asi que m divide a (—a) — (—a’) y, en consecuencia, —a = —a’ mod m. Por otro,

(a+b)—(@+b)=(@—d)+b-V)=cm+dm=(c+d)m

ab—a'b =ab—ad'b+adb—adb =(a—ad)b+d(b-1)
= cmb +a'dm = (cb+ d'd)m.

Esto nos dice que m divide a (a+b) — (' + V') yaab—a't’',esdecirquea+b =a"+'
mod m y que ab = a’b’ mod m, como afirma la proposicion. O

7.1.5. La Proposicién 7.1.4 nos dice que la relaciéon de congruencia es compatible con
la suma y el producto de pares de enteros, pero una induccién mas o menos evidente
muestra que esto se extiende a sumas y productos de cualquier namero finito de
enteros:

Corolario. Seam € N. Sin e Nyay, ..., a,, by, ..., by, € Z son tales que a; = b; mod m
para cadai € {1,...,n}, entonces

a+--+a,=bj+---+b, modm
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ap---ay, =by---b, mod m.

Demostracién. Para cada n € N sea P(n) la afirmacién
siay, ..., ay, b1, ..., by, sonenteros tales que a; = b; mod mparacadai € {1,...,n},
entonces ay +---+a, =b;+---+b, modmyay---a, =by---b, mod m.

Mostraremos que P(n) vale para todo n € N y esto claramente probara el corolario.
Observemos que la afirmacion P(1) vale trivialmente, asi que bastaréd que establezcamos
el paso inductivo.

Sea entonces n € N tal que n > 2, supongamos que la afirmacién P(n — 1) vale y
sean ay, ..., ay, b1, ..., b, enteros tales que a; = b; mod m para cadai € {1,...,n}. En
particular, tenemos que a; = b; mod m para cadai € {1,...,n— 1} y, por lo tanto, la
hipétesis inductiva nos dice que

ﬂ1+"'+an—15bl+"'+bn—1 mod m

ay---ay_1=by---b,—1 mod m.
Como ademas a, = b, mod m, usando la Proposicién 7.1.4, tenemos que

o+ tag= (a4 +a,-1)+ay
=(by+--+byq1)+b, modm
=bi+---+0by

y, de manera similar,

ap---a, = (al . .an_l)an
= (bl ce bn—l)bn mod m
=by---by.
Esto significa que la afirmacién P(n) vale y completa la induccion. O

7.1.6. Un caso particular ttil del corolario que acabamos de probar es aquél en que
consideramos productos en que todos los factores son iguales:

Corolario. Sea m € N. Si a y b son dos enteros tales que a = b mod m y k € N, entonces
a* = bk mod m.

Demostracién. Este resultado es un caso particular de la segunda afirmacién del Corola-
rio71i5enelquea; =---=a=ayb =---=b,=b. m
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7.1.7. Como consecuencia de la Proposiciéon 7.1.4 y sus corolarios, cuando tenemos
una expresion aritmética construida a partir de enteros usando sumas, productos y
potencias y estamos trabajando moédulo algtin niimero m € N podemos reemplazar
esos enteros por otros congruentes. Asi, por ejemplo, trabajando médulo 7 es

222 42108 —-297-91=5+0® -3.0=75,

ya que 222 = 5, 210 = 91 = 0 y 297 = 3. De manera similar, podemos ver que para
todo n € N el ntimero 10*" + 1 es divisible por 7 si y solamente si 7 es impar. En efecto,
trabajando médulo 7 tenemos que 10° = —1, asi que

10 +1=(10°)"+1=(-1)"+1,

y esto es 0 si y solamente si n es impar. Observemos que esto nos dice ademas que
cuando 7 es par el resto de dividir a 10%" 41 por 7 es 2.

Veremos muchas aplicaciones de esto en todo lo que sigue, pero mostremos cémo
podemos usar los resultados de esta seccion para resolver una parte del Ejercicio 6.6.4:

Proposicion. Si a es un entero distinto de 1 y n € N, entonces a — 1 divide a a* — 1.

Demostracién. Sea a € 7 distinto de 1y sea n € N. Como |a — 1| divide a a — 1,
trabajando moédulo |a — 1| es claro que a = 1. De acuerdo al Corolario 7.1.6, entonces,
tenemos que a" = 1! = 1 y esto significa, precisamente, que |a — 1| divide a a" — 1. Por
supuesto, la proposicion siguen inmediatamente de esto. O

Es importante notar cudl es la diferencia entre esta forma de proceder y la sugerida
por el ejercicio 6.6.4. Alli, para ver que a — 1 divide a a” — 1 mostramos explicitamente
cuél es el cociente (a saber, la suma geométrica 1+ a + - - - + a"~!) mientras que aqui
llegamos a la misma conclusién sin necesidad de hacer eso. Es mads: el argumento que
acabamos de usar no nos da ninguna idea sobre cudl es ese cociente.

En la seccién siguiente haremos uso de esta misma idea para obtener varios criterios
de divisibilidad.
7.1.8. Una udltima propiedad importante que tenemos que hacer y que nos seré extre-
madamente 1til es la siguiente:

Proposicion. Sea m € N y sea a € Z. Existe un entero b € 7Z tal que ab =1 mod m si y
solamente si a es coprimo con m.

Demostracion. Supongamos primero que a y m son coprimos, de manera que existen
enteros b y ¢ tales que ab + mc = 1. Tenemos entonces que ab =1—mc =1 mod m y
esto muestra que la condicién del enunciado es suficiente.
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Por otro lado, supongamos que existe un entero b tal que ab =1 mod m, de manera
que m divide a ab — 1, esto es, existe x € Z tal que ab — 1 = mx. Si d un divisor comdn
positivo de a y m, entonces d divide también a ab — mx = 1: esto sélo es posible si
d =1y muestra que mcd(a, m) = 1. O

§7.2. Algunos criterios de divisibilidad

7.2.1. Como 10 = 1 mod 9, el Corolario 7.1.6 nos dice que 10" = 1" = 1 mod 9 para
todo n € N. De esto obtenemos facilmente el siguiente criterio de divisibilidad por 9:

Proposicién. Sea a € N. Sia = (dy,...,do)10 es la escritura de a en base 10, entonces a es
divisible por 9 si y solamente si la suma do + - - - + dy de sus digitos decimales lo es y, de hecho,
ambos niimeros tienen el mismo en la division por 9.

Asi, por ejemplo, la suma de los digitos decimales de 45261189 es 36, y la suma de
los digitos decimales de este tiltimo ntimero es 9: vemos asi que 9 divide a 45261 189.
Esta proposicion es el primer ejemplo que da Gauss en su Disquisitiones Arithmeticae de
una aplicacién de la relacién de congruencia, y la prueba de damos es exactamente la
misma que él da —que reproducimos en la Figura 7.1 en la pagina siguiente.

Demostracion. Sea (d, - - - ,do)10 la escritura decimal de a, de manera que
a=dy+di-10+--- +d - 10F.

Como observamos arriba, es 10" = 1 mod 9 para todo n € N, asi que gracias a la
Proposicién 7.1.4 tenemos que d; - 100 =d;-1 =d; mod9 paracadai € {0,...,k} y
entonces, usando el Corolario 7.1.5, que

a=dy+d+-10+---+d.-10°=dy+dy +---+dy mod 9.

Sabemos que a es divisible por 9 si y solamente si # =0 mod 9y, de acuerdo a lo que
acabamos de probar, esto sucede si y solamente si d, + - - - 4+ dx = 0 mod 9, es decir, si
la suma dy + - - - + di es divisible por 9. Esto prueba la proposicion. O

7.2.2. De manera similar podemos obtener un criterio de divisibilidad por 11:

Proposicién. Sea a € Ny sea (dy, ..., do)10 la escritura decimal de a. El mimero a es divisible
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12.

Theorematibus in hoc capite traditis complura quae in arithmeticis doceri
solent Innituntur, e. g. regulae ad explorandam divisibilitatem numeri propositi
per 9, 11 aut alios numeros. Secundum modulum 9 omnes numeri 10 potestates
unitati sunt congruae: quare si numerus propositus habet formam a—--10b4100¢
~+- etc., idem residuum minimum secundum modulum 9 dabit, quod a4 b+4c¢
+ ete.  Hinc manifestum est, si figurae singulae numeri decadice expressi sine
respectu loci quem occupant addantur, summam hane numerumque propositum
eadem residua minima praebere. adeogue hunc per 9 dividi posse, si illa per 9-sit
divisibilis, et contra. Idem etiam de divisore 3 tenendum. Quoniam secundum
modulum 11, 100 =1 crit generaliter 10¥* =1 10%"" =10=—1, et numerus
formae a-+10b-+100¢c+ ete. secundum modulum 11 idem residuum minimum
dabit quod a— b—-¢ etc.; unde regula nota protinus derivatur. Ex eodem prin-
cipio omnia similia praecepta facile deducuntur.

Figura 7.1. El parrafo 12 de las Disquisitiones Arithmeticae de Carl Friedrich Gauss,
en el que enuncia y prueba nuestra Proposicién 7.2.1.

por 11 si y solamente si 11 divide a la suma alternada de sus digitos decimales,

do—dy+dy —dy + -+ (=1)kd,.

Por ejemplo, el ntimero 64 320883 es divisible por 11: en efecto, la suma alternada
de sus digitos decimales es3 -8 4+8 —0+2 -3 +4 — 6 = 0, que es divisible por 11.

Demostraciéon. Como 10 = —1 mod 11, para todo n € Ny es 10" = (—1)" mod 11, asi
que, como en la prueba de la proposicién anterior, tenemos que

k k
a=Y di-10"=) d;-(-1)" mod 11.
i=0 i=0

De esto se deduce que 11 divide a a si y solamente si divide a ZLO di-(-1)", que es lo
que afirma la proposicion. O

7.2.3. El siguiente resultado es similar al de la Proposicién 7.2.1, pero ahora tomando
los digitos en bloques de a tres:

Proposicién. Sea a € Ny sean (dy ..., do)10 la escritura decimal de a. EIl niimero a es divisible
por 27 si y solamente si la suma de los niimeros que se obtienen agrupando sus digitos de a tres
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desde la derecha,
(dp,d1,d0)10 + (ds,ds,d3)10 + (ds, d7,de )10+ - -,

es divisible por 27.

Asi, el nimero 12492 342 315 es divisible por 27 porque 315 + 342 + 492 412 = 1161
lo es, y esto es asi porque 161 +1 = 162 = 27 -6 lo es.

Demostracion. Sea | = |k/3] y, para cada i € {0,...,1}, sea e; = (d3it2,d3i+1,d3i)10-
Sabemos que a = (e, ..., ep)1000 ¥ la proposicion es consecuencia de que

! ‘ !
a=1) e-1000'=) ¢ mod 27,
i=0 i=0

1
ya que 1000 = 1 mod 27. O

7.2.4. Hay muchos criterios de divisibilidad que miran solamente los tltimos digitos
del niimero. Algunos de ellos son los siguientes:

Proposicién. Sea a € Ny sea (dy, ..., do)10 la escritura decimal de a.
(i) El mimero a es divisible por 2 si y solamente si dy es par, y es divisible por 5 si y solamente
sidy € {0,5}.
(if) El niimero a es divisible por 4 o por 25 si y solamente si el niimero (dy,d)10 lo es.

Usando esta proposicién vemos inmediatamente que 12326 es divisible por 2, que
101436 no es divisible por 5, que 874 917 no es divisible por 4 y que 1927225 es divisible
por 25.

Demostraciéon. Como 10 = 0 mod 2 y 10 = 0 mod 5, para todo n € N se tiene que
10" =0 mod 2y 10" = 0 mod 5. Esto implica que

k
ﬂ:Zdi'loiEdo
i=0
tanto médulo 2 como médulo 5. La primera afirmacién de la proposicién es consecuen-
cia de esto. Por otro lado, como 10 = 0 médulo 4 y médulo 25, tenemos que para cada
entero n > 2 es 10" = 10?-10"2 = 0- 10”2 = 0 tanto médulo 4 como médulo 25 vy,
por lo tanto,

k .
a= Zdl 100 =do+dy-10 = (d1/d0)10
i=0

modulo 4 o médulo 25. De esta congruencia se deduce la segunda afirmacién de la
proposicion. O
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7.2.5. Un tercer tipo de criterio de divisibilidad puede deducirse usando las mismas
ideas.

Proposicién. Sea a € Ny sea (dy, ..., do)10 la escritura decimal de a. El mimero a es divisible
por 7 si 2(dk, - ,d2)10 + (dl,do)lo lo es.

El interés de esto es que el namero 2(dy, . ..,d2)10 + (d1,do)10 es mds chico que a y,
por lo tanto, que podemos usar el criterio recursivamente. Por ejemplo, para ver que
96 502 es divisible por 7 basta observar que 2 -965 42 = 1932 lo es, y para esto que
2-19+432=701o es.

Demostracion. Sib = (dy,...,d2)10 y ¢ = (d1,do)10, entonces
a=100b+c=2b+c mod?7,

ya que 100 = 2 mod 7. La proposicién es consecuencia de esta congruencia. O

§7.3. Los enteros moédulo m

7.3.1. Si m € N, escribimos Zj, al conjunto cociente de Z por la relacién de congruencia
modulo m y lo llamamos el conjunto de los enteros modulo m. Es importante recor-
dar que a pesar de este nombre, los elementos de Z;, no son enteros sino clases de
equivalencia, es decir, conjuntos de enteros.

7.3.2. Una consecuencia importante de la Proposicién 7.1.2 es la determinacién de la
cantidad de elementos de Z,,:

Proposicién. Sea m € N. La relacién de congruencia médulo m parte a Z en m clases de
equivalencia, que son

Demostracion. Seaa € Zyseanq € Zyr € {0,...,m — 1} el cociente y el resto de la
divisién de a por m. Como a — r = gm, tenemos que a = r mod m y, por lo tanto, que
[a] = [r]. Esto nos dice que todas las clases de congruencia médulo m aparecen en la
lista del enunciado. Para terminar, entonces, bastard que probemos que las m clases alli
listadas son distintas dos a dos.
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Sean i, j € {0,...,m — 1} y supongamos que [i] = [j], de manera que i = j mod m.
La Proposicién 7.1.2 nos dice entonces que i y j dan el mismo resto al ser divididos
por m: como 0 <i,j < m, esto implica que i = j y prueba lo que querfamos. O

7.3.3. La compatibilidad entre la relacién de congruencia y las operaciones aritmética
que afirma la Proposicion 7.1.4 se ve reflejada en el siguiente resultado:

Proposicion. Sea m € N. Hay funciones S, P : Zy, X Ly — Ly, tales que cada vez que a y b
estd en 7 se tiene que

S(lal, [b]) = [a+ ]

P([a], [b]) = [ab].

Demostracién. Consideremos el subconjunto
S={(([a],[b]),[a+b]) € (Zmn X L) X Ly, : a,b € L}

del conjunto (Zy, X Zy) X Zy. Se trata, por supuesto, de una relaciéon de Zy, X Zy, a Zy,.
Mostremos que se trata, de hecho, de una funcion.

® Sea x € Zy X Zy, de manera que existen a y § € Z,, tales que x = (a, ). Como
Zy es el cociente de Z por la relaciéon de congruencia médulo m, existen enteros a
y b tales que « = [a] y B = [b] y, de acuerdo a la definicion del conjunto S, el par
ordenado (x, [a+b]) = (([a], [b]), [a + b]) pertenece a S.

* Supongamos, por otro lado, que x € Zy, X Zy ey, y' € Zy, son tales que los pares
ordenados(x,y) y (x,’) estdn en S. Como recién, existen enteros a, b, ¢ y ¢’ tales
que ¥ = ([a], (1)), y = [c] e y' = [¢].

Ahora bien, como (x,y) = (([a], [b]), [c]) estd en S, existen a3, by € Z tales que
[a] = [a1], [b] = [b1] ¥ [c] = [a1 + b1]. Esto nos dice que modulo m se tiene que
a=a;,b=byyc=a;+by, porlotanto,c =a+b.
De manera similar, como (x,y’) = (([a], [b]), [c']) estd en S, existen a3, by € Z
tales que [a] = [a2], [b] = [b2] v [¢'] = [a2 + b2], de manera quea =ap, b=by y
¢’ = ap + by: esto implica que c = a +D.
Juntando estas dos cosas, concluimos que ¢ = ¢’ y, como consecuencia de ello,
quey = [c] =[] =y"
Si a y b son enteros, entonces es claro que (([a], [b]), [a + b]) estd en S y esto significa,
precisamente, que S([a],[b]) = [a + b]. Esto muestra que la funcién S satisface la
condicién que aparece en el enunciado.
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Para ver el resto de la proposicién, basta considerar el subconjunto
P = {(([a],[b]), [ab]) € (Zm X Zy) X Ly, : a,b € L}

de (Zm X Zm) X Ly, y mostrar que es también una funcion Z,, X Z, — Z, y que
satisface la condicion del enunciado. Esto puede hacerse de exactamente la misma
forma a lo que acabamos de hacer: dejamos los detalles al lector. O

7.3.4. Normalmente escribimos a las funciones S y P que nos da la proposicién que
acabamos de probar usando los simbolos + y - de suma y producto: si « y B son dos
elementos de Zj,, escribimos « +  y a - B en lugar de S(a, B) y P(«a, B).

Asi, si a y b son dos enteros, usando esta notacién tenemos que

[a] + [b] = [a + D] (1)

[a] - [b] = [a- b].

Es importante observar que los simbolos + y - en estas igualdades denotan cosas
distintas a la izquierda y a la derecha del signo de igualdad: a la derecha + y -
denotan las operaciones usuales entre enteros, mientras que a la izquierda denotan
las operaciones que acabamos de definir entre elementos de Z,,. Esto introduce, por
supuesto, una ambigiiedad en lo que escribimos, pero el contexto es siempre suficiente
para resolverla.

7.3.5. Las operaciones de suma y producto que hemos definido en el conjunto Z,,
tienen las mismas propiedades formales que las usuales de Z:

Proposicién. Sea m € N. En Z;, se tiene que:
* La suma es asociativa: si , B, y € Ly, entonces (a + ) +v=a+ (B + 7).

* Hay un elemento neutro para la suma, la clase z = [0]: para todo & € Z,, se tiene que
at+tz=a=z+u

* Todo elemento de Z, tiene un elemento opuesto: si & € Zy, existe B € Zy, tal que
a+ B =B+ a =z Dehecho, sia € Z es tal que « = [a], entonces p = [—a].

* La suma es conmutativa: para cada «, B € Zy, se tiene que a + p = B + «.
e Elproducto es asociativo: si a, B, vy son elementos de Z,, entonces (a-B) -y =a-(B-7).

* Hay un elemento neutro para el producto, la clase u = [1]: para todo o € Z, se tiene que
K-U=0=1U-Q.

* El producto es conmutativo: para cada «, B € Zy, se tiene que o - f = B - a.
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* El producto se distribuye sobre la suma: si «, B y 7y son elementos de Z,,, entonces
(a+pB)-y=a-v+p-7

Demostracién. Cada una de estas afirmaciones es consecuencia de la correspondiente
afirmacién sobre las operaciones entre enteros y de la observaciéon de que todo elemento
de Z, es de la forma [a] para algin a € Z.

Por ejemplo, si a y B son dos elementos de Z,,, entonces existen enteros a y b tales
que « = [a] y B = [b] y, por lo tanto,

a+p=la]+[b] =[a+b]=[b+a]=[b]+[a] = p+a
de manera que la suma en Z, es conmutativa. La segunda y la cuarta de estas
igualdades son consecuencia directa de la relacion (1) y la tercera de la conmutatividad
de la suma de enteros. Dejamos al lector la verificacion de las deméds afirmaciones de la
proposicion. ]
7.3.6. A pesar de esta proposicion, que nos dice que las operaciones de suma y producto
en Z, funcionan en muchos aspectos como las de Z, hay diferencias importantes.
Mencionemos las dos que son probablemente las principales:

* En Z el producto de dos enteros no nulo es siempre no nulo. En Z,, por otro
lado, esto no es siempre cierto. Por ejemplo, si m = 6 sabemos que las clase [2] y
[3] no son la clase nula [0], pero su producto es [2] - [3] = [2-3] = [6] = [0].

* En Z los dos tnicos elementos inversibles son 1 y —1. En Z,, esto puede no
ser cierto. Si m = 11, por ejemplo, la clase [4] es inversible, ya que el producto
[4] - [3] = [12] = [1] es la clase unidad [1]: esto nos dice que [4] es inversible
en Zi1 y, sin embargo, [4] no es ni [1] ni [—1].

§7.4. Ejercicios

Algunos criterios de divisibilidad

7.4.1. Sea a € Ny sean (dy...,do)19 la escritura decimal de 4. El nimero a es divisible
por 7 si 'y solamente si la suma alternada de los niimeros que se obtienen agrupando
sus digitos de a tres desde la derecha,

(da,d1,do)10 — (ds,da, d3)10 + (ds, d7,de)10+ - -,
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es divisible por 7. Asi, por ejemplo, para ver que 13476066723 es divisible por 7
observamos que 723 — 66 +476 —13 = 1120 y que 120 -1 =119 =7 - 17.
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Ecuaciones
diofanticas

§8.1. Ecuaciones diofanticas

8.1.1. En el sentido més general, una ecuacion diofdintica es una ecuacién en la que
buscamos soluciones con valores enteros. Asi, tenemos una ecuacién en r variables esta
determinada por

* una funcién F : ) — A con dominio un subconjunto () del producto cartesiano
de r copias de Z y codominio algtin conjunto A, y

* un elemento a; € A,

y consiste en el problema de determinar si existen elementos (x1, ..., x;) del conjunto Q)
tales que

F(xy,...,x) =ap

Con frecuencia consideramos sélo ecuaciones en las que la funciéon F es tal que
F(xy,...,x,) tiene una expresion en términos de los enteros xi, ..., x, y las opera-
ciones usuales —la suma, el producto, el cociente, la exponenciacién, etc.— pero esto
no es ciertamente necesario.

El nombre de estas ecuaciones recuerda a Diofanto de Alejandria (c. 201—c. 285, Egipto),
conocido como “el padre del dlgebra” y autor de una serie de libros, la Arithmetica,
sobre la solucién de ecuaciones algebraicas.

8.1.2. Vamos algunos ejemplos.
(a) Ecuaciones diofdnticas lineales. Sir € Ny ay, ..., a,,b € Z, podemos poner () = Z" y
A = 7, definir una funcién F : Z" — Z poniendo F(x1,...,X;) = a1x1 + -+ - + a;x,
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(b)

(©)

para cada (x1,...,%,) € Z', y considerar la ecuacién diofantica
F(x1,...,x,) =b.

Explicitamente, esta ecuacion consiste en decidir si existen r-uplas (xy,...,x,) de
enteros tales que

mxy+ - +ax, =b.

La ecuacién de Pitdgoras. Pongamos r =3, Q0 =7y A=7Z,ysean F : Z°> = Z
la funcién tal que F(x1,x2,x3) = x% +x3 — xg y a9 = 0. La ecuacién diofantica
correspondiente, llamada ecuacion de Pitdgoras, es, por lo tanto, el problema de
encontrar, si es que existen, enteros x, y y z tales que

x?+ yz = 7.
La ecuacién de Pell. Fijamos n € N. El problema de encontrar enteros x e y tales
que

X —ny? =1

es una ecuacion diofdntica, la ecuacion de Pell, por John Pell (1611-1685, Inglaterra),
aunque esta ecuacion fue estudiada mucho tiempo antes —de hecho, la ecuacién
se conoce con el nombre de Pell porque Euler equivocadamente atribuy6 a
éste un método para su solucién, que fue en realidad fue desarrollado por
William Brouncker (1620-1684, Inglaterra) Para verla como un caso particular de
la definicién general que dimos arriba, podemos elegir r = 2, () = 7%, A =17,
F:(x1,%) €Z*— x2 —nx3 € Zyay=1.

La ecuacién de Fermat. Fijemos n. La ecuacion de Fermat de exponente 1 es el
problema de encontrar enteros x, y y z tales que

= z". (1)

Famosamente Fermat hizo la siguiente anotacién en un margen de su copia del
libro de Diofanto, al lado de donde estd enunciado el Problema VIII, que es
precisamente el de la ecuacion de Pitdgoras, que mencionamos recién:

Es imposible separar un cubo en dos cubos, o una potencia cuarta en
dos potencias cuartas, o en general cualquier potencia mds alta que la
segunda en dos potencias similares. He descubierto una demostracion
verdaderamente maravillosa de esto, pero este margen es demaciado
angosto para contenerla.»
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Lo que ahi afirma Fermat es que la ecuacién (1) no tiene soluciones (salvo las
tiviales). Hoy hay acuerdo en que Fermat no tenia ninguna prueba de esto y fue
recién en 1993 que Andrew Wiles (1953-, Inglaterra) pudo probar que la afirmaciéon
de Fermat es cierta —aunque hubo muchos resultados parciales antes.

La ecuacién Ramanujan—Nagell. Asi es conocido el problema de encontrar enteros x
y n tales que

2" —7 =%

Notemos que en esta ecuacion, a diferencia de todas las anteriores, hay una incog-
nita que aparece como un exponente. El problema fue planteado originalmente
por Srinivasa Ramanujan en 1913, quien ademds conjeturé que hay exactamente
cinco soluciones con x positivo, y esta conjetura fue probada por Trygve Nagell
(1895-1988, Noruega) en 1948. Las cinco soluciones (x, 1) de la ecuacion son los
pares

(1,3), (3,4), (55), (11,7),  (181,15).

La ecuacién de Ramanujan—Nagell parece a primera vista bastante exética
y antojadiza, pero aparece en realidad en varios contextos. Por ejemplo, es
equivalente al problema de encontrar los niimeros de Mersenne, es decir, de la
forma 2* — 1 con a € Ny, que son triangulares, esto es, de la forma b(b +1)/2 con
b € Ny. En efecto,

b(b+1)

2P —1=
2

< 8(2"—-1)=4b(b+1)
e 2013 _ 8 — 4p% + 4b
e 23 _ 7 —4p? + 4+ 1
= 2" 7= (20+1)%

Esto nos dice que el niimero de Mersenne 2% — 1 es igual al ntimero triangular
b(b+1)/2 siy solamente si el par (x,n) = (2b+1,a 4 3) es una solucién de la
ecuacion de Ramanujan-Nagell. Por supuesto, el problema de encontrar ntimeros
de Mersenne que son triangulares no parece mucho menos antojadizo que la
ecuacion de Ramanujan—-Nagell! En el trabajo [BS1956] de Georges Browkin y
André Schinzel hay un estudio de este problema.

De todas formas, la ecuaciéon de Ramanujan—-Nagell aparece de forma natural
en el estudio de los c6digos con correccién de errores [SS1959], en teoria de
dlgebra diferencial [Mea1973] y en computacion cudntica [PR2013].

171



§8.2. Ecuaciones lineales

8.2.1. Como dijimos antes, una ecuacion diofdntica lineal es un problema de la siguien-
te forma: dadosr € Ny ay, ..., a,, b € Z, decidir si hay r-uplas de enteros (x1,...,x;)
tales que

ax1+---ayx,=b

y, si ése es el caso, encontrarlas. Nuestro objetivo en esta seccién es resolver este
problema completamente.

8.2.2. Empecemos por el caso més sencillo: aquél en que r = 1 y hay, por lo tanto, una
sola incégnita. Asi, tenemos dos enteros a y b y queremos determinar si existen enteros
x tales que ax = b y, cuando los hay, encontrarlos. Reconocemos inmediatamente aqui
el problema de la divisién entera, que ya sabemos resolver:

Proposicién. Sean a y b dos enteros y consideremos el problema de encontrar enteros x tales
que

ax = b.

Hay soluciones si y solamente si a divide a b. Si ése es el caso, entonces
(i) si a # O, entonces hay exactamente una solucién, quees x =b/a, y
(i) si a = 0, entonces necesariamente b = 0 y todo entero es solucion.

Demostracién. Si hay una solucién al problema, esto es, si existe un entero x tal que
ax = b, entonces a divide a b simplemente por definicién: esto muestra que la condicién
del enunciado es necesaria para que exista una solucién. Reciprocamente, si suponemos
que esa condicién se cumple, de manera que a divide a b y existe un entero c tal que
ac = b, entonces claramente ese entero c, que es b/a, es una solucién a la ecuacion.
Esto muestra que la condicién es suficiente.

Supongamos ahora que a # 0y que x y x” son dos soluciones a la ecuacién. En
ese caso, tenemos que ax = b = ax’ y, por lo tanto, a(x — x”) = 0. Como 4 no es nulo,
esto es s6lo posible si x — x' = 0, esto es, si x = x’. Vemos asi que cuando a # 0y hay
soluciones, hay de hecho una tnica solucién.

Supongamos en segundo lugar que a2 = 0 y que hay soluciones. Como ya vimos, el
entero b tiene que ser divisible por a, asi que b = 0, y claramente, entonces, todo niimero
entero x es tal que ax = b. La proposicién queda asi completamente probada. O

8.2.3. Consideremos ahora el caso en que hay dos variables, es decir, en que r = 2 en la
situacion de 8.2.1. Asi, tenemos tres enteros 4, b y ¢ y buscamos pares ordenados (x, )
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de enteros tales que
ax + by =c.

8.2.4. Empezamos considerando el caso homogéneo, es decir, aquél en el que ¢ = 0.

Proposicién. Sean a y b dos enteros y consideremos el problema de encontrar pares de enteros
(x,y) € 72 tales que

ax + by = 0. (2)

Sea d = mcd(a, b).
(i) Supongamos que d # 0 y sean a’ y b’ los enteros tales que a = da’ y b = db'. Para cada
t € Z el par ordenado (x,y) con

x=1"'t, y=—da't
es una solucion del problema y, mds aiin, toda solucion del problema es de esta forma para
un nico entero t.
(i) Sien cambio d = 0, entonces todo par (x,y) € Z? es solucién del problema.
En particular, en cualquier caso hay infinitas soluciones.

Demostracion. (i) Supongamos que d # 0y sean 4’ y b’ como en el enunciado.
Sea (x,y) € Z?* una solucién del problema (2), de manera que ax + by = 0. Tenemos
que

O=ax+by=da'x+db'y=d(ax+1y)

y, como d no es nulo, que a’x + b’y = 0 o, equivalentemente, que

!/

ax = -by. 3)
Ahora bien, como d no es nulo, alguno de 2 o b es no nulo.

e Supongamos primero que a # 0 y que, por lo tanto, a’ # 0. De la igualdad (3) se
deduce que 4’ divide a —b'y y, como mcd(a’, V') =1, que 4’ divide a —y. Existe
entonces un entero ¢ y sélo uno tal que y = —a’t. Usando esto en (3) vemos
que a'x = V'a’t, asi que a’(x — b't) = 0y, como a’ # 0, que finalmente x = b't.
Concluimos de esta forma que (x,y) = (b't, —a’t) para un entero t completamente

determinado por el par (x,y).

e Supongamos ahora que a = 0. En este caso es necesariamente b # 0, d = |b|,
@ =0yl es1o —1,segin que b sea positivo o negativo, y la igualdad (3) es

0x = —by.
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Como b # 0, esto nos dice que y = 0. Por otro lado, es claro que x = b't para
exactamente un entero ¢, a saber, para t = b’x. Vemos asi que ahora (x,y) es el
par (b't,—a’t), con t otra vez completamente determinado.

Concluimos asi que en cualquier caso toda solucién (x,y) de la ecuacion (2) es de la
forma (b't, —a't) para exactamente un valor de ¢ € Z. Por otro lado, si t € Z y ponemos
x =b't ey = —a't, entonces

ax + by = da'b't — db'a't = 0,

asi que el par (x,y) es una solucién de la ecuacién (2). Esto prueba la primera parte de
la proposicion.

Veamos ahora la segunda: supongamos que d = 0. Esto implica, como sabemos, que
a=b =0,y es evidente que todo par (x,y) de Z? es solucién de la ecuacién (2). [
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Numeros primos

§9.1. NUmeros primos

9.1.1. Si a es un entero, llamamos a todo ntimero b € Z tal que b | a un divisor de a.
De acuerdo a la Proposicién 6.1.4, si a es distinto de 0 y b es un divisor de a, entonces
|b| < |a|. Esto implica que si queremos buscar los divisores de un nimero a4 no
nulo basta buscarlos entre los elementos del conjunto {i € Z : —a < i < a}. Esto es
importante, ya que este conjunto es finito: para encontrar todos los divisores de a hay
que hacer un ntmero finito de calculos.

Si a es positivo, entonces a tiene por lo menos a 1y a a como divisores positivos. Una
consecuencia inmediata de esto es que el tnico entero positivo que tiene exactamente
un divisor positivo es 1: todos los otros enteros positivos tienen al menos dos.

Decimos que un ntimero entero positivo p es primo cuando tiene exactamente dos
divisores positivos. Un entero positivo mayor que 1 que no es primo es compuesto.
Observemos que el entero 1 no es ni primo ni compuesto.

9.1.2. Para determinar si un entero a > 1 es primo, hay que verificar en principio que
ningln entero b tal que 1 < b < a divide a a. El siguiente resultado implica que basta
verificar que ningtn primo p tal que 1 < p < a divide a a.

Proposicién. Un entero positivo mayor que 1 es o primo o divisible por un niimero primo
menor que él.

Una forma equivalente de decir esto es que todo un niimero mayor que 1 que tiene
por lo menos tres divisores tiene uno que es primo.
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Demostracion. Para cada entero n sea P(n) la afirmacion «n es primo o divisible por
un nimero primo menor que él» y mostremos por induccién que P(n) vale para todo
entero n > 2.

El ntimero 2 es primo, ya que ningtn entero b tal que 1 < b < 2 lo divide: de hecho,
no hay ningtin entero que satisfaga ni siquiera la primera de esas condiciones. Vemos
asi que la afirmaciéon P(2) vale y esto nos da el paso inicial de la induccién.

Supongamos ahora que k es un entero tal que k > 2 y que las afirmaciones P(2),
P(3),..., P(k—1) valen. Si k es primo, entonces P(k) vale. Si en cambio k no es primo,
como es mayor que 1 tiene mds que dos divisores positivos: esto implica que tiene
un divisor positivo | distinto de 1 y de k. Por supuesto, esto implicaque 1 <! <ky
entonces nuestra hipétesis inductiva nos dice que la afirmacién P(I) vale.

Si I es primo, entonces como ! es un primo menor que k, vemos que P(k) vale. Si en
cambio ! no es primo, la validez de P(!) implica que existe un primo p menor que !
tal que p | I. Como [ | k, gracias a transitividad de la divisibilidad tenemos que p | k:
vemos asi que p es un primo que divide a k y, como es menor que /, es menor que k.

En cualquier caso, se tiene que P(k) vale. Esto completa la induccién. O

9.1.3. Un corolario inmediato pero 1til de la proposicién que acabamos de probar es:

Corolario. Todo entero mayor que 1 es divisible por un niimero primo.

Demostracién. En efecto, de acuerdo a la proposicién un ntimero entero mayor que 1 es
primo o tiene un divisor primo menor que él: en cualquiera de los dos casos tiene un
divisor primo. O

9.1.4. Apoyandonos en la Proposicién 9.1.2, podemos describir un algoritmo para
obtener la lista de los niimeros primos menores que un niimero entero positivo dado N.
Empezamos escribiendo la lista en orden de los nimeros enteros desde el 2 hasta N.
A medida que vayamos avanzando, vamos a ir tachando alguno de estos nimeros y
marcando otros con un circulo. Llevaremos a cabo el siguiente paso repetidas veces,
mientras podamos:

encerramos con un circulo el primer niimero de la lista que no esté ni tachado
ni encerrado con un circulo y a continuacion tacharemos todos los niimeros
mds grandes que él y que son sus multiplos.

El procedimiento se detiene cuando no podamos realizar esto: cuando no quede ningtin
ndmero que no esté ni tachado ni encerrado en un circulo.
Veamos como funciona esto cuando N es 59. Empezamos con la lista de los ntimeros
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de 2 al 59:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

El primer paso es localizar el primer nimero de la lista que no estd ni tachado ni
encerrado en un circulo: como no hay ninguno tachado no marcado con un circulo, es
claro que se trata del 2. Ahora encerramos al 2 con un circulo y tachamos todos sus
multiplos: nos queda

(2)3 A5 67 89 1111713 14151617 38 19
20 21 27 23 24 25 26 27 28 29 30 31 37 33 34 35 36 37 38 39
40 41 47 43 44 45 46 47 48 49 50 51 57 53 54 55 56 57 58 59

En este momento, el primer nimero que no estd ni tachado ni encerrado en un circulo
es el 3, asi que lo encerramos en un circulo y tachamos sus maltiplos:

QA 5 6 7 8 9301 3813 34 15 26 17 36 19
20 20 27 23 24 25 26 27 28 29 30 31 37 38 34 35 36 37 38 39
40 41 47 43 44 45 46 47 48 49 50 51 57 53 54 55 56 57 58 59

Observemos que al tachar los multiplos de 3 volvimos a tachar algunos nimeros que
ya estaban tachados, como el 6 o el 12. Para el tercer paso, el primer entero libre es el 5
y lo que nos queda después de encerrarlo en un circulo y tachar sus multiplos es

QDA G 7 5 9 3 11 32 13 14 35 36 17 36 19
20 21 22 25 24 25 26 27 28 29 36 31 3 38 34 38 36 37 36 39
4041 37 45 44 35 46 47 38 49 50 51 51 55 54 55 56 57 56 5

Continuamos de esta forma: en sucesivos pasos encerramos en circulos al 7, 11, 13, 17,
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, y al 59, tachando en cada paso los mdltiplos de estos
nimeros. Al terminar de hacer eso, lo que tenemos es:

DDA )6 ()5 5 1060012 1) M 35 36 (17) 18 (19)
20 21 27(23) 24 25 26 27 26(29) 36 (31) 37 33 34 35 36(37) 38 39
40 (41) 47 (33) 44 45 46 (47) 48 49 50 51 57 (53) 54 55 56 57 56(59)
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primos :: Integer -> [Integer]

primos n = cribar [2..n]

cribar :: [Integer] -> [Integer]
cribar [] =[]
cribar (x : xs) = x : cribar [i | i <- xs, i ‘mod® x /= 0]

Figura 9.1. Un implementacién de la criba de Erat6stenes en HAskeLL. La
expresién primos n se evaltia a la lista creciente de los primos menores o
iguales que n . Es interesante observar que con estas definiciones, la expresién
cribar [2..] se evalda a la lista de todos los primo y entonces, por ejemplo,
podemos calcular takeWhile (<1000) (cribar [2..]) para determinar la lista
de los primos menores que 1000 y cribar [2..] !! 100 para determinar el
centésimo primo.

Como ya no quedan niimeros que no estén ni tachados ni encerrados en un circulo, el
algoritmo termina. Los ntimeros que quedaron encerrados en circulos son

2,3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

y éstos son precisamente los nlimeros primos menores o iguales a 59.

Este procedimiento se llama la criba* de Eratdstenes, por Eratdstenes de Cirena (276
a.C.—195 a.C., Grecia), a quien se le atribuye desde principios de la era cristiana su
invencién. Eratostenes lleg6 a ser el bibliotecario de la Biblioteca de Alejandria, en
Egipto. Su maés célebre logro es la determinacién de la circunferencia de la Tierra “sin
haber salido de su biblioteca”.

En la Figura 9.1 damos una posible implementaciéon de este algoritmo en HASKELL.

9.1.5. Imaginemos que empezamos con la lista infinita de todos los enteros mayores que
1y realizamos el proceso de cribado tal cual como lo describimos arriba: al comenzar
cada paso, identificamos el primer entero de la lista que no estd ni tachado ni encerrado
en un circulo, lo encerramos en un circulo y tachamos todos sus (jinfinitos!) multiplos.
Una cosa que podria ocurrir, a priori, es que lleguemos a un punto —después de realizar
un cierto niimero de pasos— en el que no podamos continuar porque ya no quedan
ndmeros que no estén ni tachados ni encerrados en circulos y, entonces, no podamos
realizar el paso siguiente.

'La palabra criba designa el utensilio que se usa para cribar, es decir, para filtrar y seleccionar semillas
o minerales.
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Si esto ocurriera, en ese momento tendriamos un ntimero finito de ntimeros encerra-
dos en circulos (ya que en cada uno de los pasos que si pudimos hacer en encerramos
exactamente un ntimero en un circulo) y todos los otros ntimeros estarian tachados.
Claramente, esto nos diria que hay un nimero finito de niimeros primos.

Una observacién fundamental —debida a Euclides— es que esto no ocurre:

Proposicién. Existen infinitos niimeros primos.

Asi, el proceso de cribado de la lista de todos los enteros mayores que 1 nunca se
detiene. La demostracién que daremos es, de hecho, debida a Euclides mismo.

Demostracion. Supongamos que, por el contrario, hay un nimero finito de nimeros
primos, sea

pl/ pzl M4 Pm (1)

la lista de todos ellos y consideremos el nimero N = p; - - - p;, + 1. Como los ntimeros
primos son todos positivos, es claro que N > 1y la Proposicién 9.1.2 nos dice entonces
que N tiene un divisor primo. Ese divisor primo tiene que ser uno de los ntiimeros
de la lista (1), asi que existe i € {1,...,m} tal que p; | p1- - - pm + 1. Como claramente
pi también divide al producto p; - - - p, el Corolario 6.1.6 nos dice que p; divide a 1:
esto es, por supuesto, absurdo. Esta contradiccién muestra que nuestra hipétesis es
insostenible y, por lo tanto, que el conjunto de los nimeros primos es infinito, como
afirma la proposicion. ]

9.1.6. Otra consecuencia importante de la Proposicion 9.1.2 es:

Proposicion. Todo entero positivo es igual a un producto de niimeros primos.

Demostracion. Para cada n € N sea P(n) la afirmacién «el namero n es igual a un
producto de nimeros primos». Mostremos que P(#n) vale para todo n € N por induccién.
Que P(1) vale es claro, ya que 1 es igual al producto de cero factores primos, y esto
establece el paso base.

Supongamos ahora que k € N y que las afirmaciones P(1), ..., P(k — 1) valen,
y mostremos que entonces también vale P(k). Ahora bien, si k es primo, entonces es
claro que P(k) vale, ya que k es igual a un producto de niimeros primos con un sélo
factor. Si en cambio k no es primo, entonces la Proposicién 9.1.2 nos dice que hay un
namero primo p menor k tal que p | k. Hay entonces un entero positivo [ tal que k = pl
y claramente 1 <[ < k, ya que

l—k

k
7<7
p 2<k
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porque p > 2. Ahora bien, como 1 <[ < k, nuestra hipétesis inductiva nos dice que la
afirmacién P(I) vale, es decir, que [ es igual a un producto de nimeros primos, esto es,
que existe r € Ny y ntimeros primos py, ..., p, tales que I = p; - - - p,. Como entonces
tenemos que k = pl = pp;-- - pr, vemos que k es igual a un producto de nimeros
primos, es decir, que P(k) vale. Esto completa la induccién. O

§9.2. El Teorema Fundamental de la Aritmética

9.2.1. En la seccién anterior probamos la Proposicién 9.1.6, que nos dice que todo
entero positivo es igual a un producto de nimeros primos. Nuestro objetivo en ésta es
mostrar que, de hecho, ese producto de primos es esencialmente tinico.

9.2.2. El primer paso es establecer la siguiente caracterizacion de los niimeros primos,
usualmente conocida como el Lema de Euclides —es, de hecho, la Proposicién 30 del
libro VII de sus Elementos.

Proposicién. Un niimero p mayor que 1 es primo si cada vez que divide al producto de dos
enteros divide a alguno de los dos factores.

Demostracién. Veamos primero que la condicién del enunciado es necesaria. Sea p
un entero mayor que 1 que es primo, sean a y b dos enteros tales que p divide a ab,
supongamos que p no divide a 2 y mostremos que entonces p necesariamente divide
a b. El maximo comun divisor de p y a es 1: en efecto, si d es un divisor comtn positivo
de p y a, entonces en particular divide a p y, como p es primo, es o bien 1 o bien p, pero
como estamos suponiendo que p no divide a g, esta segunda posibilidad no ocurre.

De acuerdo a la identidad de Bézout 6.4.9, existen entonces enteros x e y tales que
xp +ya = 1. Si multiplicamos esta igualdad por b, vemos que xpb + yab = b. Como p
divide tanto a xpb como a yab, deducimos de esto que p divide a b, como queriamos.

En segundo lugar, probemos que la condicién del enunciado es suficiente para que
p sea primo. Esto es, supongamos que p es un entero mayor que 1 tal que cada vez que
divide a un producto de dos enteros divide a uno de los factores y mostremos que p
debe ser entonces primo.

Supongamos para ello que, por el contrario, p no es primo. En ese caso, como es
mayor que 1, posee un divisor 4 tal que 1 < d < p. Si e es el cociente de la divisiéon de p
por d, tenemos entonces que p = de. En particular, vemos que p divide al producto de
y, de acuerdo a la hipétesis, divide entonces a alguno de los factores: esto es absurdo,

180



yaquel <d < py1l<e<p. Esta contradiccién provino de haber supuesto que p no
es primo, asi que debe serlo. Esto completa la prueba de la proposicién. O

9.2.3. La siguiente generalizacién de la proposicién anterior nos serd ttil:

Corolario. Sea p un niimero primo, sear € Ny sean ay, ..., a, € Z. Si p divide al producto
ay - - - ay, entonces existe i € {1,...,r} tal que p divide a a;.

Demostracion. Para cada r € N sea P(r) la afirmacion

si p divide a un producto ay - - - a, de r enteros ay, ..., a,, entonces existe
ie{l1,...,r} tal que p divide a a;.

Que P(1) vale es evidente. Supongamos, para hacer induccién, que k € Ny que P(k)
vale, y mostremos que entonces P(k + 1) también vale: esto probara el corolario.

Sean entonces ay, ..., ax+1 enteros, supongamos que p divide al producto a; - - - a5
y mostremos que p divide a alguno de los k 4 1 factores. Ahora bien, si llamamos b
al producto a; - - - a;, entonces tenemos que p divide a bay1: de acuerdo a la Proposi-
cién 9.2.2, se sigue de esto que p divide a b 0 a ;1. Si la segunda de estas posibilidades
ocurre, entonces claramente p divide a uno de los factores del producto a; - - - ax;.
Si en cambio p divide a b = a; - - - a;, entonces la hipétesis inductiva nos dice que
p divide a alguno de los factores ay, ..., ax de b. En cualquier caso, vemos que la
afirmacién P(k + 1) vale, como queriamos. O

9.2.4. De acuerdo a la Proposicién 9.1.6, un entero positivo n es igual a un producto de
nuameros primos, esto es, existen r € Ny y nameros primos p1, p2, ..., pr tales que

n=pi---pr (2)

Los ntimeros primos que aparecen en esta factorizacion no son necesariamente distintos.
De todas formas, como la multiplicacién de enteros es conmutativa, reindexandolos
apropiadamente podemos suponer que tenemos que p; < pp < - -+ < p,. Mostraremos
ahora que, bajo esta condicién extra, hay exactamente una factorizacién como (2) de n.

9.2.5. Proposiciéon. Si v, s € Noy p1, ..., pr ¥ q1, ..., gs son niimeros primos tales que
PrcSprqis - <4gsy

pl...pr:ql...qs,

entoncest =sy p; =q;paracadai € {1,...,r}.
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Demostracion. Para cada n € N sea P(n) la afirmacion

Sir,s € Noy p1, ..., pr ¥y q1, ..., s son niimeros primos tales que
plg...Spr,qlg...quyn:pl...pr:ql...qslentoncesrzs
ypi=gqiparacadai € {1,...,r}

Vamos a mostrar que P(n) vale cualquiera sea n € N haciendo induccién.

Empecemos por P(1). Supongamos que r, s € Noy p1, ..., pr y que g1, ..., s SOn
numeros primos talesque p1 < --- < p,, 1 < - - <qgsyl=p1--pr=q1---qs. Si
r > 1, entonces p; evidentemente divide al producto p; - - - p;, que es igual a 1: esto es
absurdo y esta contradiccion nos dice que debe ser r = 0. De manera similar podemos
ver que s = 0y, por lo tanto, tenemos que r = s y, de manera tautolégica, que p; = g;
paratodoi € {1,...,r}. Concluimos de esta forma que la afirmacién P(1) vale.

Sera ahora k € N, supongamos que para cada entero i tal que 1 < i < k la
afirmacion P(i) vale y mostremos que entonces la afirmacién P(k) también vale. Para
ello, supongamos que r, s € No y que p1, ..., pr Y 41, - - ., §s son nimeros primos tales

quepr << pr, 1 << (qsy

k=p1-pr=q1- s (3)

No puede ser que se tenga que p, < gs. En efecto, como claramente g5 divide a k
y k = p1--- pr, el Corolario 9.2.3 nos dice que existe i € {1,...,r} tal que g5 divide
a p;: esto es imposible, ya que de acuerdo a la Proposicion 6.1.4 se tiene entonces que
s < pi < pr <{s-

De manera similar podemos ver que no puede ser que se tenga que p, > qs, Y
concluir, en definitiva, que p, = ¢s. Si ponemos I = k/p,, de la igualdad (3) deducimos,
dividiendo en casa miembro por p,, que

l=p1- - pr1=q1 " Gs—1- (4)

Ahora bien, | es un entero positivo estrictamente menor que k (porque p, > 2), asi
que nuestra hipétesis inductiva nos dice que la afirmacién P(I) vale. Usdndola en (4),
vemos que r —1 =s —1, es decir, que r = s, y que p; = g; paracadai € {1,...,r —1}.
Junto con el hecho que ya establecimos antes de que p, = g, esto muestra que vale la
afirmacién P(k), como queriamos. O

9.2.6. Podemos ahora enunciar y probar el llamado Teorema Fundamental de la Arit-
mética:

Proposicién. Si n € N, entonces existe v € No, niimeros primos p1,..., p, y enteros positivos
ay, ..., ay tales que py < -+ < p,yn = pi' - piry, mds ain, r, los primos p1, ..., pr y los
exponentes ay, ..., a, estdn univocamente determinados por n.
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Demostracién. Sea n € N. De la Proposicién 9.1.6 sabemos que existen s € Ny y ntimeros
primos g1, ..., gs tales que n = p; - - - p;. Mds atin, como observamos en 9.2.4, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g1 < --- < g5, ya que si no es ése el caso basta
reindexar apropiadamente los primos 4y, ..., gs.

Los primos 4y, ..., s no son necesariamente distintos dos a dos. Sea r la cantidad
de elementos del conjunto {q1,...,4s}, sean py, ..., pr los elementos de este conjunto
listados en orden estrictamente creciente y para cada i € {1,...,r} sea 4; la cantidad
de veces que el primo p; aparece en la lista gy, ..., gs, es decir, el cardinal del conjunto
{je{1,...,s}: q; = pi}. Es claro, entonces, que

_ _ _ M a
n_ql...qs_pl...plpz...pz ...... pr...py_pl...p/'
——— —— ———
ay factores a, factores a, factores

Esto prueba la afirmacion de existencia de la proposicion.

Para ver la de unicidad, supongamos que r, s € Ny, que p1, ..., pr Y g1, ---, s
son dos secuencias estrictamente crecientes de ntiimeros primos, y que a4y, ..., 4,
by, ..., bs € N son tales que

_ M ar _ b
n_pl py _ql ...qss.

Podemos reescribir esta tltima igualdad en la forma

pl...pl ...... py...pT:ql...ql ...... qs...qs.
———— —_——— N — ———
ay factores a, factores by factores bs factores

A la izquierda tenemos un producto de a; + - - - + a, nimeros primos y los factores
estdn en orden no decreciente, mientras que a la derecha tenemos un producto de
b1 + - - - 4+ bs nimeros primos también listados en orden no decreciente. De acuerdo a
la Proposicién 9.1.6, entonces, a ambos lados de la igualdad tenemos la misma cantidad
de factores, asi que a; +--- +a, = by + - - - + bs, y los factores son los mismos en el
mismo orden. Es inmediato entonces que r = s y que p; = q; y a; = b; para cada
ie{l1,...,r}. Laproposicion queda asi probada. O

9.2.7. A pesar de que este Teorema Fundamental de la Aritmética es en efecto fun-
damental, fue recién Gauss en 1801, en sus Disquisitiones Arithmeticae, el primero en
enunciarlo precisamente y probarlo. El teorema no aparece en los Elementos de Eucli-
des: aunque ciertamente aparecen ahi nuestro Corolario 9.1.3, que us para probar la
existencia de una factorizacién en factores primos, y nuestra Proposicién 9.2.2, que esta
en la base de nuestro argumento para probar la unicidad, ninguna de estas dos partes
de la Proposicién 9.2.6 puede leerse en los Elementos.

Luego de Euclides, el siguiente en ocuparse de la cuestién fue Kamal al-Din al-Farisi,
un gran matemadtico, fisico y astrénomo persa que murié hacia 1320. al-Farisi escribié
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1€.

Tueorema. Numerus compositus quicunque unico tantum modo in factores primos
resolvi potest.

Dem. Quemvis numerum compositum in factores primos resolvi posse, ex
elementis constat, sed pluribus modis diversis fieri hoc non posse perperam ple-
ramque supponitur tacite. Fingamus numerum compositum A, qui sit —a* biet
ete., designantibus @, b, ¢ etc. numeros primos inaequales, alio adhuc modo in fac-
tores primos esse resolubilem. Primo manifestum est. in secundum hoe factorum
systema alios primos quam a, b, ¢ etc. ingredi non posse. quum quicunque alius
primus numerum A ex his compositum metiri nequeat. Similiter etiam in secun-
do hoe factorum systemate nullus primorum a, b, ¢ etc. deesse potest, quippe qui
alias ipsum A non metiretur (art. praec.). Quare hae binae in factores resolutio-
nes in eo tantummodo differre possunt, quod in altera aliquis primus pluries quam
in altera habeatur. Sit talis primus p, qui in altera resolutione m, in altera vero
n vicibus occurrat, sitque m>>n: Jam deleatur ex utroque systemate factor p,
n vicibus, quo fiet ut in altero adhuc m—n vicibus remaneat, ex altero vero omnino
abierit. 1. e. numeri “* duae in factores resolutiones habentur, quarum altera a
factore p prorsus libera, altera vero m—n vicibus eum continet, contra ea quae

modo demonstravimus.

Figura 9.2. El parrafo 16 de las Disquisitiones Arithmeticae de Gauss, en el que
enuncia y prueba el Teorema Fundamental de la Aritmética. El enunciado dice:
«Todo niimero compuesto puede resolverse en factores primos de una tnica
manera».

un libro sobre los “‘nimeros amigos” en el que aparece el primer enunciado y la
primera prueba de la afirmacion de existencia de factorizaciones con factores primos
de la que se tiene registro. Después de él, Jean Prestet en 1689, Leonard Euler en
1770 y Adrien-Marie Legendre en 1798 hicieron ciertos avances en el estudio de estas
factorizaciones pero no llegaron a enunciar ni probar la afirmacién de unicidad, aunque
la usaron implicitamente. Como dijimos, el teorema aparece en toda su gloria recién
en 1801 en las Disquisitiones Arithmeticae, donde Gauss lo enuncia esencialmente igual
que nosotros y lo prueba de una manera muy parecida a la nuestra, aunque con menos
detalles. En la Figura 9.2 reproducimos el pasaje relevante.

En el trabajo [AO2001] puede encontrarse una descripcién detallada de la historia
de la Proposicién 9.2.6 y en [AO1997] una revista de las muchas pruebas que han sido
dadas de ella.

9.2.8. Si uno tiene acceso a la lista de los ntimeros primos menores que un entero
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positivo 1, es facil —aunque laborioso— encontrar la factorizacion de n como producto
de ntimeros primos. Basta ir recorriendo la lista de los primos desde en 2 e adelante y
para cada uno de ellos determinar cudntas veces lo divide. Una simplificacion de este
proceso consiste en observar que cada vez que encontramos un primo que lo divide, es
suficiente continuar buscando una factorizacién del correspondiente cociente.

Por ejemplo, supongamos que queremos factorizar el entero
29822 375. Los primos primos son

29822375 | 5

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, . .. 5064475 | 5

1192895 | 5

Probamos dividir nuestro ntmero por 2 y por 3, sin éxito. 238579 | 11

Es divisible por 5, y el cociente es 5964 475; éste es otra vez 21689 | 23

divisible por 5, con cociente 1192895, y éste también, con 943 | 23

cociente 238579. Ya 5 no divide a este ntimero: probamos 41 | a1
entonces con 7, que no lo divide, y con 11, que si funciona. El 1

cociente es 21 689. Este niimero no es divisible por 11, asi que
continuamos probando con 13, 17 y 19, que no lo dividen, y
con 23, que si lo hace. El cociente es 943, que es otra vez divisible por 23, con cociente
41. Como 41 es primo, aqui termina el proceso. Concluimos asi que la factorizacién
que buscabamos es 29822375 = 5 - 11 - 232 - 41.

En la Figura 9.3 en la pagina siguiente damos una implementacién en HASKELL de
este algoritmo. Con esas definiciones, podemos evaluar en un intérprete

*Main> factorizar 29822375
[5,5,5,11,23,23,41]

*Main> pares 29822375
[(56,3),(11,1),(23,2),(41,1)]

El primer resultado nos da la lista de primos con repeticiones que aparecen en la
factorizacion de 29 822 375 mientras que el segundo nos da los pares (p,a) de primos y
exponentes que aparecen en esa factorizacion.
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factorizar :: Integer -> [Integer]

factorizar n = reducir n (primos n)

reducir :: Integer -> [Integer] -> [Integer]

1

reducir 1 (p : ps)
reducir x (p : ps)

| x ‘mod‘ p == 0 = p : reducir (x ‘div‘ p) (p : ps)
| otherwise = reducir x ps
pares :: Integer -> [(Integer, Integer)]

pares n = [(p, count p factores) | p <- nub factores]
where factores = factorizar n
count x ys = length [y | y <- ys, y == x]

sigma :: Integer -> Integer -> Integer
sigma O n = product [a + 1 | (p,a) <- pares n]
sigma k n = product [f (p, a) | (p, a) <- pares n]
where £ (p, a) = (p =~ (k * (a+1)) - 1) ‘div® (p ~ k - 1)

Figura 9.3. Un implementacién en HaskeLL de la factorizacién de un entero
positivo como producto de niimeros primos y de las funciones oy de la seccién 9.4,
usando las definiciones de la Figura 9.1 en la pdgina 178.

§9.3. Valuaciones

9.3.1. Fijemos un ntimero primo p y sea n un entero no nulo. Si k € Ny es tal que p*
divide a n, entonces p* < |n| y, por lo tanto, k < log,, |n|. Esto implica que el conjunto

Vy(n) = {k € No: p* | n}

estd contenido en {0, ..., [log,|n[]} y es, en consecuencia, finito. Como ademds no es
vacio, tiene sentido entonces considerar su maximo elemento, al que escribimos v,,(n)

y llamamos la valuacién p-ddica de n. Asi, por ejemplo, v2(168) = 3 y v5(50) = 2.

9.3.2. Una observacién inmediata que podemos hacer es:

Lema. Sea p un niimero primo. Si n es un entero no nulo, entonces

Vy(n) ={k €Ng:0 <k <vp(n)}.

En otras palabras, una potencia entera p* de p divide a n si y solamente si 0 < k < v,(n). En

particular, p divide a n si y solamente si v,(n) > 0.

186



Demostracién. En efecto, si k es un entero tal que 0 < k < v,(n), entonces P~ | p”ﬂ(”)
y, como p”(") | n, tenemos que p* | n, es decir, que k € Vp(n). Esto muestra que
{keNy:0<k<wvy(n)} C Vy(n). Por otro lado, como vy (1) es el méximo elemento
de V,(n), es claro que V,(n) estd contenido en {k € No : 0 < k < v,(n)}. Vale, en
definitiva, la igualdad del enunciado. O

9.3.3. Podemos dar una caracterizacion alternativa sencilla de la valuacién p-adica:

Proposicion. Sea p un niimero primo y sea n un entero no nulo.
(i) Existe un entero n’ no divisible por p tal que n = p*»\@n’.
(ii) Reciprocamente, si k € Noy m € Z son tales que n = p*m y p { m, entonces k = v, (n).

Demostracién. (i) Como vy(n) es un elemento del conjunto V,(n), tenemos que por(™ | q
y, por lo tanto, que existe n’ € Z tal que n = p% (',
Supongamos por un momento que p divide a n/, de manera que existe n” € Z tal

+1y' y, por lo tanto, que p?»("+1

que n’ = pn”. En ese caso tenemos que n = p’r(?)
divide a 7, es decir, que v,(n) +1 € V,(n): esto es imposible, ya que v,(n) es el mayor
elemento del conjunto V), (n). Vemos asi que necesariamente se tiene que p  n’.

(ii) Sean k € No y m € Z tales que n = p*m y p { m. Esto nos dice, en particular, que

pk divide a n, asi que k € V,(n) y, por lo tanto,
k < vp(n), (5)

ya que v,(n) es el mayor elemento de V,(n).

Supongamos que la desigualdad (5) es estricta, de manera que k +1 < v,(n).
Tenemos entonces que p**! | p?r(") | n = pkm, asi que existe u € Z tal que p*m = p**+u.
Esto implica que p*(m — pu) = 0y, como p # 0, que m = pu, es decir, que p divide
a m: esto contradice a nuestra hipétesis.

Esta contradiccién provino de suponer que la desigualdad (5) era estricta y podemos
concluir entonces que k = v, (1), como afirma el enunciado. O

9.3.4. Proposicién. Sea p un niimero primo.
(i) Sin es un entero no nulo, entonces v,(n) € No y

vp(—n) = vp(n).

(if) Siny m son dos enteros no nulos, entonces nm no es nulo y
vp(nm) = vy(n) + vy(m).

(iif) Siny m son dos enteros no nulos tales que n + m # 0, entonces

vp(n+m) > min{v,(n),v,(m)}.
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Demostracién. (i) Sea n un entero no nulo. Como v,(n) es el maximo elemento del
conjunto finito V,(n) y éste esta contenido en Ny, es evidente que v, (1) > 0. Por otro
lado, es evidente que V,(—n) = V,(n), asi que claramente v,(—n) = v,(n).

(if) Sean n y m dos enteros no nulos, de manera que en particular, nm # 0. La Pro-
posicién 9.3.3 nos dice que existen enteros 1’ y m’ tales que n = p*»"n’, m = p*(Mnt/,

ptn'y ptm'. Sesigue de esto que
nm = pvr,(n)-i-vp(m)n/ml

y, gracias a la Proposicion 9.2.2, que p { n'm’. La segunda parte de la Proposicion 9.3.3
nos permite entonces concluir que v,(nm) = v,(n) + v, (m).

(iii) Sean n y m dos enteros no nulos tales que 1 + m # 0y consideremos el entero no
negativo k = min{vy(n), v,(m)}. Como k < v,(n) y k < v,(m), se tiene que p* divide
anyam: sesigue de eso que p* divide a n +m y, por lo tanto, que k € V,(n + m).
Como v,(n + m) es el méximo elemento de V,(n 4 m), vemos asi que k < vy (n +m):
esto es precisamente lo que afirma el enunciado. O

9.3.5. Proposicién. Sea n un niimero entero positivo. Si p1, ..., p, son todos los niimeros
primos que dividen a n listados sin repeticiones, entonces

Upy (n) up,(n)‘

n=p""

Demostracion. Sea m el nimero que aparece a la derecha en la igualdad que queremos
probar. Como los primos py, ... pr son distintos dos a dos, son coprimos dos a dos y se
sigue de la Proposicién 6.5.8 que los niimeros pllj” ! (n), o ") también son coprimos
dos a dos. Cada uno de ellos divide a 1, asi que el Corolario 6.5.7 implica que su
producto, el nimero m, también divide a n.

Sea g el cociente de la divisiéon de n por m, de manera que n = gm. Para probar la
proposicion sera suficiente que mostremos que g = 1 y para esto, a su vez y en vista
del Corolario 9.1.3, que ningtin primo divide a g.

Sea p un ntiimero primo. Tenemos que

vp(n) = vp(qm)

= Up(‘i) +Up(

_ vp(q) +Up< (Vl)> 4. _}_vp(pfpr(n))
Up(‘?) + Upl( n)-v p(Pl) +ot Upr(”) : Up(pr)
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Si p es distinto de todos los primos py, ..., pr, entonces por un lado tenemos que
vp(n) = 0y, por otro, vy(p;) = 0 para todo i € {1,...,r}, y esta igualdad nos dice que
0 =vp(n) = vp(q).

Si en cambio existe j € {1,...,7} tal que p = p;, entonces v, (1) = vy, (n), vy(p;) =1
y vp(pi) = O0paratodoi € {1,...,r} — {j}, asi que la igualdad a la que llegamos nos
dice que

Um(”) = vp(q) + Upj(”)-

En cualquier caso, entonces, vemos que v,(q) = 0, es decir, que p no divide a 4. Esto
completa la prueba. O

9.3.6. Proposicién. Sean n y m dos enteros. Una condicion necesaria y suficiente para que n
divida a m es que para todo niimero primo se tenga que v,(n) < v,(m).

Demostracion. Sean pq, ... py los primos que dividen al producto n. De acuerdo a la
Proposicion 9.3.5 tenemos que

n = pl{,,l(n) R p;’l’r(”)'

Supongamos primero que se cumple la condicién del enunciado. Sii € {1,...,r}, enton-
ces vp,(n) < vy, (m), asi que pll.}p"(n) | m. Como los niimeros pll]”1 (n), ey pf”’(n) son copri-
mos dos a dos, el Corolario 6.5.7 nos permite deducir de eso que n = p’;m (n) plrfp,(n)
también divide a m. La condicién es por lo tanto suficiente para que n divida a m.
Para probar la necesidad, supongamos que n divide a m y sea p un niimero primo.
Como p%(" divide a 7, la transitividad de la divisibilidad implica que también divide
a my, por lo tanto, que v,(n) < v,(m): vemos asi que la condicién se satisface. O

9.3.7. Proposicién. Si n y m son dos enteros positivos y p1, ..., pr son los primos que dividen
a nm listados sin repeticiones, entonces

med(n, m) = pi* - pir
by

mem(n,m) = py' - p}

con a; = min{v,, (n),v,,(m)} y b; = max{vy, (n), vy, (m)} para cadai € {1,...,r}.

Demostracion. Sead = p{'---py y paracadai € {1,...,r} pongamos
si = vp,(n) —aj, ti = vy, (m) — a;.
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Observemos que s; y t; son enteros no negativos y que alguno de los dos es nulo.

Consideremos, finalmente, los nliimeros x = pil eprey= pil e pﬁ’. Se tiene que
xd=pitpy o pitpt = pin iy

ya que a; +s; = vp,(n) para todo i € {1,...,r}. De manera similar, es yd = m.

Por otro lado, es mcd(x,y) = 1. En efecto, sea f ese mdximo comtn divisor. Si p es
un primo y p divide a f, entonces p divide tanto a x como a y y, por lo tanto, existe
ie{l,...,r}talque p = p;, si >0y t; > 0: esto es imposible, ya que alguno de los
dos ntimeros s; o ty es nulo. Vemos asi que ningtin primo divide a f y, como f es un
entero positivo, que f = 1.

Juntando todo, vemos que tenemos dos enteros coprimos x e y tales que n = xd y
m = yd. De acuerdo al Corolario 6.5.4(i7), podemos concluir que d = mcd(n, m). Esto
prueba la primera de las igualdades de la proposicion.

Sea ahora e = plfl XX pf". Tenemos que

b
d-e=pi'--propy-py
_ plll1+b1 . pﬂr+hr
r
Up, (n)+vp, (n) Up, (1) +vp, (1)
1 e pr ,

porque a; + b; = v, (n) 4 vy, (m) para todoi € {1,...,r}, y esto es
vy, (1) vy, (n) vy (m) Up, (m
plpl ...prpl .plpl ...prp( )

=n-m.

Asi, tenemos que mcd(n, m) - e = n - my, gracias al Ejercicio 6.6.2(c), podemos concluir
que e = mem(n, m). O

9.3.8. Proposicién. Si n y m son dos enteros positivos, entonces existen enteros coprimos u y
v tales que mem(n, m) = uv, u | ny u | m.

Demostracién. Sean n'y m dos enteros positivos y sean pj, ..., pr los primos que dividen
al producto nm, listados sin repeticiones. Para cada i € {1,...,r} sean

a4 — {vpi(n)/ si vy, (1) > v,,(m);

0, en caso contrario

vp,(m), sivy(n) < ovp,(m);
0, en caso contrario.
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consideremos los enteros u = p{' ---p} y v = bi... f’. Para todo i € {1,...,r
y P1 pry P1 p
tenemos que

o 0y, (1) = a5 < 0y, (1) y 05, (0) = by < 0y, (m),
* v, (1) +vp,(v) = a; + b = max(vy, (n),vp,(m)}, y
e min{vy,(u),vp(v)} = min(a;, b;) = 0.

De la primera de estas observaciones y la Proposicion 9.3.6 vemos que u | n y que v | n.
De la segunda y de la tercera, usando la Proposicién 9.3.7, que mcd(u,v) = 1y que
uv = mcm(n, m). La proposicién queda asi probada. O

§9.4. Sumas de divisores

9.4.1. Si n es un entero positivo, escribimos op(n) al nimero de los divisores positivos
de n. Por ejemplo, los divisores positivos de 300 son

1,2,3,4,5, 6,10, 12, 15, 20, 25, 30, 50, 60, 75, 100, 150, 300

y, por lo tanto, 0p(300) = 18.

Para calcular oy(n), en principio, hay que determinar todos los divisores positivos
de n, pero mostraremos mds abajo en la Proposicién 9.4.2 que es suficiente encontrar la
factorizaciéon de n como producto de primos. Veamos antes un ejemplo.

La factorizacién de n = 172772 como producto de primos es 23 - 3% - 7%. Si d es un
divisor positivo de 7, entonces los primos que dividen a d necesariamente estan entre
2,3y 7: esto significa que d = 2”1 - 3"2 . 7% para ciertos enteros no negativos a;, 4 y as.
Maés atin, como d divide a 1, la Proposicién 9.3.6 nos dice que

0<m <3, 0<a, <2, 0<a3 <4 (6)

Por supuesto, el divisor d queda completamente determinado por estos tres exponentes
y un momento de reflexion es suficiente para convencernos de que cualquier eleccién
de tres enteros aj, ay y a3 que satisfagan las condiciones (6) produce un divisor de 7.
Como hay 4 formas de elegir a a1, 3 de elegir a, y 5 de elegir a3, y dos elecciones
distintas de estos exponentes producen divisores de n distintos —esto es consecuencia
del Teorema Fundamental de la Aritmética— podemos concluir que n tiene 4-3-5 = 60
divisores. Probaremos el resultado general siguiendo exactamente esta misma idea.
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9.4.2. Proposicién. Sea n un entero positivo, sean p, ..., p, los primos que dividen a n, de

. % n U n . o . I’y
manera que se tiene n = p," ) vy’ ') La cantidad de divisores positivos de n es

oo(n) = (vp, (1) +1) - - (vp, (1) +1).

Asi, por ejemplo, como 300 = 22 - 3 - 52, esta proposicion nos dice que
00(300) = (2+1)(1+1)(2+1)=3-2-3=18.

Por supuesto, esto coincide con nuestro cdlculo anterior.

Demostracion. Consideremos para cada i € {1,...,r} el conjunto
L[={teNg:0<t<wv,(n)}

Si d es un divisor de 7, entonces los primos que dividen a d son algunos de los primos
p1, ---, pr Yy, por lo tanto,

d=pn@ @

Maés atin, como d divide a n la Proposicion 9.3.6 nos dice que 0 < vy, (d) < vy, (n) para
todoi € {1,...,r}. Esto significa que la r-upla (v}, (d),...,vp,(d)) es un elemento del
producto cartesiano I; X - - - X I,.

Si escribimos D(n) al conjunto de todos los divisores positivos de 1, podemos
definir entonces una funcién

p:D(n) > L x---x1I
poniendo, para cada d € D, ¢(d) = (vp,(d),...,vp,(d)). Esta funcién es una biyeccién:

® Si(ajy,...,ar) es un elemento de I x - - - x I, entonces podemos considerar el
entero e = pi' - - pi". Como los primos que dividen a e estan entre py, ..., p;
y para cada i € {1,...,r} se tiene evidentemente que v,,(e) = a; < vy, (n), la
Proposicién 9.3.6 nos dice que e € D(n). Como ¢(d) es precisamente la r-upla
(a1,...,a,) con la que empezamos, esto muestra que la funcién ¢ es sobreyectiva.

e Supongamos, por otro lado, que d y e son dos elementos de D(n) tales que
¢(d) = ¢(e). Esto significa precisamente que

para cadai € {1,...,r} se tiene que vy, (d) = vy, (e). (7)

Ahora bien, como d y e son divisores de 7, los primos que los dividen estan

entre py, ..., pr, asi que la Proposicién 9.3.5 nos dice que d = pl{”l @... pf”’ @ y

e @y

dos igualdades coinciden, asi que d = e. Vemos asi que la funcién ¢ es inyectiva.

. En vista de (7) es claro que los miembros derechos de estas
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Como ¢ es biyectiva, tenemos que
ID(m)] = |l x - x Ll = |h] - I = (vp, (1) +1) - - (v, (1) +1)

y esto es lo que afirma la proposicion. O

9.4.3. Decimos que un ntimero n € N es altamente compuesto si tiene mdas divisores
que cualquier otro entero positivo menor que él. Usando la Proposicién 9.4.2, es facil
ver (jusando una computadora!) que los primeros ntimeros altamente compuestos son

1,2,4,6,12, 24,36, 48, 60, 120, 180, 240, 360, 720, 840, 1260, 1680, 2520, 5040, . ..

Esta definicién fue dada por Srinivasa Ramanujan en 1915 pero es probable que ya los
griegos hayan considerado estos nimeros. Platén, por ejemplo, explica en Las Leyes
—el tltimo y el mas largo de sus didlogos, en el que expone sus ideas sobre como deben
organizarse las sociedades— que el ntimero ideal de ciudadanos® de una ciudad es
5040, precisamente porque este ntiimero tiene muchos divisores.

9.4.4. Ademas de la funcién oy que definimos arriba, se estudian otras funciones de
tipo similar. Si k € R, para cada n € N escribimos 0y (1) a la suma de las potencias
k-ésimas de n. Por ejemplo,

03(24) =13 4+23 + 3% +- 4% + 6% 4 8% + 123 + 24% = 16380.

Observemos que d° = 1 para todo entero positivo d, y entonces op(1) es simplemente
la suma de muchos unos, uno por cada divisor de 1 y esto es lo mismo que el ntiimero
de divisores que n tiene: vemos asi que esta definicién para op coincide con la que
dimos en 9.4.1. Nos proponemos obtener un resultado similar al de la Proposicién 9.4.2
para 0. Como el argumento que usamos para probar esa proposicién es bastante
flexible, haremos antes algunas consideraciones generales que nos servirdn también
mas adelante.

9.4.5. Decimos que una funcién f : N — A con valores en un subconjunto A de R
es multiplicativa si cada vez que n y m son enteros positivos coprimos se tiene que
f(nm) = f(n)f(m). Un ejemplo sencillo de esto es el siguiente: la funcién identidad
Iy : N — N es multiplicativa. Obtenemos otro ejemplo, un poco mas interesante, fijando
un entero a y considerando la funcién f, : n € N +— mcd(n,a) € Np: que esta funcion
es multiplicativa es precisamente lo que afirma la Proposicién 6.5.5(iv).

9.4.6. Que una funcién sea multiplicativa nos da una forma de evaluarla en un producto
de dos nameros coprimos. El siguiente resultado extiende esa propiedad a productos
de un ntimero arbitrario de factores.

2Para Platon no todos los habitantes de una ciudad son ciudadanos.
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Lema. Sea f : N = R una funcién multiplicativa. Sir € Ny ny, ..., n, son enteros positivos
coprimos dos a dos, entonces f(ny---n,) = f(nq) - - f(n,).

Demostracién. Procedemos por induccién con respecto a r. Si r es 1, entonces no hay
nada que probar, y si es 2, lo que se afirma es cierto precisamente por la definicién de
multiplicatividad.

Supongamos entonces que r > 3 y sean ny, ..., 1, enteros positivos coprimos dos a
dos. De acuerdo al Corolario 6.5.6, tenemos que

mCd(nl ce Ny, nr) = mCd(Tll, T’lr) ---mcd (1’1771,7’1,,) =1,

porque 7, es coprimo con cada uno de los ntiimeros ny, ..., n,_1. Como la funcién f es
multiplicativa, tenemos entonces que

f(ni---my) = f(ni---n,1)f(nr).

Ahora bien, la hipétesis inductiva nos dice que f(n1---n,-1) = f(ny) -+ f(n,_1) y si
usamos esto en la igualdad que acabamos de obtener vemos que

flar---np) = f(m)--- f(nr),

y esto completa la induccién. O

9.4.7. El interés de que una funcién f : N — R sea multiplicativa reduce en que
podemos calcular su valor f(#) en un ntimero n € N usando la factorizacién de n como
producto de ntimeros primos:

Proposicién. Sea f : N — R una funcién multiplicativa. Sin € Ny p1, ..., p, son los primos

que dividen a n, de manera que n = pim (m P;fpr(n)

fmy = £(pn ™) - £ (pr ™).

, entonces

Demostraciéon. Sea n € Ny sean py, ..., p, los primos que dividen a n. Como los
nameros py, ..., pr son coprimos dos a dos, la Proposicién 6.5.8 nos dice que también

vy, (1) vy, (1)

los nameros p;""", ..., p,”""" son coprimos dos a dos y, por lo tanto, gracias al

Lema 9.4.6 tenemos que

f(n) = f(Pll)pl(n) e prr(n)) = f(pll)”l(n)> .. .f(P;’pr(”))/

como afirma el enunciado. O
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9.4.8. Vamos a necesitar un par de veces un resultado sencillo sobre divisores, que
probamos ahora. Para cada n € N escribamos, como antes, D(n) al conjunto de todos
los divisores positivos de n.

Supongamos que n y m son dos enteros y que mcd(n,m) = 1. Si d y e son un
divisor positivo de n y uno de m, respectivamente, entonces es claro que de es un
divisor positivo de nm. Esto nos dice que hay una funcién P : D(n) x D(m) — D(nm)
tal que P(d,e) = de cada vez que (d,e) € D(n) x D(m).

Lema. Si n y m son dos enteros coprimos, entonces la funcién
P:(de) € D(n) x D(m) +— de € D(nm)
es una biyeccién y su funcién inversa es

Q:u € D(nm) — (mcd(u,n), med(u,m)) € D(n) x D(m).

Demostracion. Siu € D(nm), entonces med(u,n) € D(n) y mcd(u, m) € D(m), asi que
hay una funcién Q : D(nm) — D(n) x D(m) tal que cada vez que u € D(nm) se tiene
que

Q(u) = (mcd(n,u), med(m, u)).

Mostremos que esta funcién Q es inversa de P.

* Siu € D(nm), entonces
P(Q(u)) = P(mcd(n, u), med(m,u)) = med(n, u) med(m, u)
y, de acuerdo a la Proposicién 6.5.5(iv) y gracias a que n y m son coprimos, esto es
= mcd(nm,u) = u,

ya que u es un divisor positivo de nm. Esto significa que P o Q es la funcién
identidad de D(nm).

e Por otro lado, si (d,e) € D(n) x D(m), entonces
Q(P(d,e)) = Q(de) = (mcd(n,de), mcd(m,de)). 8)

Como e divide a m, el Corolario 6.5.2 nos dice que mcd(n, e) | med(n,m) = 1, asi
que n y e son coprimos: usando ahora la Proposicion 6.5.5(iii), vemos que

mcd(n,de) = med(n,d) =d,
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ya que d divide a n. De manera similar, vemos que mcd(m,de) = e y, volviendo
a (8), que
Q(P(d,e)) = (d,e).
Esto significa que Q o P es la funcién identidad de D(n) x D(m).
Como P y Q son funciones inversas, P es biyectiva. O

9.4.9. Volvamos ahora a nuestro problema de calcular las funciones oy.

Proposicion. Sea k € R. La funcién oy : N — R es multiplicativa. Si k no es nulo,n € Ny
p1, - .., pr son los primos que dividen a n, entonces

pllc(vpl(n)+l) 1) N plrc(vp,(n)Jrl) _1

pi—1 pr—1

ox(n) =

Observemos que es necesario excluir el caso en que k = 0 en la segunda afirmacién
de esta proposicion: en ese caso los denominadores que aparecen en la férmula se
anulan, asi que la férmula no tiene sentido.

Demostracién. Probemos primero que la funcién oy es multiplicativa. Sea n y m dos
enteros positivos coprimos y recordemos las funciones P y Q del Lema 9.4.8. Tenemos
que

op(n) - ox(m) = ) k. ) ek = ) drek = ) P(d,e)*

deD(n) ecD(m) (de)eD(n)xD(m) (de)eD(n)xD(m)

y, usando el hecho de que P y Q son funciones inversas, podemos ver que esto es
= Y PQW)'= )} u=oi(nm).
ueD(nm) u€D(nm)

Concluimos asi que oy es una funcién multiplicativa, como queriamos.

Ocupemos ahora de la segunda afirmacién de la proposicién. Supongamos que
k # 0, sean € Ny sean py, ..., pr los primos que dividen a n. En vista de la
Proposicion 9.4.7, tenemos que

ox(m) = e (p"") - (™). (9)

Ahora bien, si p es un namero primo y a € Ny, entonces de acuerdo a la Proposi-
cién 9.3.6 los divisores positivos de p? son los a + 1 enteros

a

1/ p/ p2/~"/p/
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asi que la suma de las potencias k-ésimas de estos divisores es
O_k(pa) — 1k + p2k 4t pak'

Esta suma es una suma geométrica de razén pk, asi que, como vimos en 4.2.1 en el
Capitulo 4, es igual a
k(a+1
pF-1

Si usamos esta observacién con cada uno de los factores que aparecen a la derecha de
la igualdad (9), vemos que

k(vp1 (n)+1) pk(upr(n)—i-l)
oi(n) = 11 B
pi—1 pk—1
Esto completa la prueba de la proposicion. ]

9.4.10. Usando la Proposicién 9.4.9 podemos calcular facilmente las funciones oy. Por
ejemplo, como 317765539 = 72 - 13 - 233 - 41, tenemos que

73(2+1) _q 133(1+1) -1 233(3+1) —1 413(1+1) _4q
72-1  133—-1  233-1 4131
= 117993 -2198 - 1801 300709520 - 68922

= 32197935268 666 697 933 108 160.

73(317765539) =

9.4.11. Un ntimero n es perfecto si oq(n) = 2n. Por ejemplo, 6 y 28 son nimeros
perfectos, ya que

(6)=14+24+3+6=2-6

01(28) =1+2+4+7+14+28 =228,

Como n siempre es un divisor de 7, la condicién de que 7 sea perfecto es equivalente a
que la suma de los divisores propios de n sea igual a n.

Esta definiciéon aparece en el Libro VII de los Elementos de Euclides. Desde la
época de Euclides hubo siempre una peculiar fascinacién por estos ndmeros y un gran
empeno en encontrarlos en los contextos mas diversos: por ejemplo, Philo de Alejandria
explicaba, hacia el afio 100d.C., que el mundo habia sido creado en 6 dias y que la luna
tarda 28 dias en dar una revolucién alrededor de la tierra precisamente porque 6 y 28
son ntiimeros perfectos.
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Los primeros diez niimeros perfectos son

6, 28, 496, 8128, 33550336, 8589869056, 137438691328,
2305843008139952128, 2658455991569 831744 654692615953 842176,
191561942 608 236 107 294 793 378 084 303 638 130 997 321 548 169 216

Sélo los primeros cuatro eran conocidos por los griegos clasicos: recién en el afio 100d.C.
el matemdtico Nicomaco de Gerasa, que escribi6é un célebre tratado de aritmética, se
di6 cuenta que 8128 es perfecto. Los siguientes tres fueron encontrados mds de mil
afnos después por el matematico Ismail ibn Falliis (1194-1252, Egipto), quien también
listé varios mds, que ahora sabemos que no son perfectos.

El 10 de enero de 2018 se conocian 50 nameros perfectos. El mas grande de ellos es
el nimero

277232916 (977232917 _ 1y,
que tiene 46498850 digitos. No sabemos si hay infinitos niimeros perfectos o no,
aunque se cree que si los hay: esta afirmacion es conocida como la conjetura de Lenstra,
Pomerance y Wagstaff. Por otro lado, todos los ntiimeros perfectos que conocemos son
pares y no sabemos si existe alguno impar. Decidir si existen o no ntimeros perfectos
impares es uno de los problemas maés viejos de la aritmética — Euler afirmé que se trata
de «un problema de la mayor dificultad» y viniendo de él esto es muy significativo!

9.4.12. La siguiente observacion, que nos provee de una forma de construir nimeros
perfectos, aparece ya en el libro de Euclides:

Proposicién. Sin € N es tal que 2" — 1 es primo, entonces el niimero 2"~1(2" — 1) es perfecto.

La demostracién que da Euclides de esto es bastante laboriosa. Nosotros podemos
hacer otra mucho mads sencilla usando los resultados que obtuvimos en esta seccién.

Demostracion. Si 2" —1 es primo y ponemos
N=2""1(2"-1),
entonces lo que aparece a la derecha de esta igualdad es la factorizacion de N como

producto de primos. La Proposicién 9.4.9 nos dice, en consecuencia, que

2"n—1 (2"—-1)*—-1

A(N) = 507 oo = (@12 =2N

Vemos asi que N es perfecto, como queriamos. ]
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9.4.13. Observando que 3 =2%2—-1,7 =23 —1,31 =2° — 1y 127 = 27 — 1 son primos,
concluimos gracias a esta proposicién que los ntiimeros

2122 -1)=6, 22(2°—-1)=28,  2*(2°-1)=49, 2°(27 -1)=8128

son perfectos. Estos son los primeros cuatro ntimeros perfectos y los tinicos que
los antiguos griegos conocian. Los siguientes ntimeros perfectos provistos por esa
proposicion son

212213 _ 1) = 33509381,  26(217 —1) = 8589869056

218(21 — 1) = 137438691328,

ya que 8191 =213 — 1, 131071 = 217 — 1 y 524287 = 2! — 1 son primos. Estos son los
tres ntiimeros perfectos encontrados por ibn Falltis aproximadamente en el afio 1200. El
octavo es

2%0(231 — 1) = 2305843008 139952 128,

pero éste no fue encontrado hasta el afio 1772, cuando Euler pudo determinar que
2147483647 = 231 — 1 es primo.

9.4.14. La Proposicién 9.4.12 nos da una manera de construir niimeros perfectos, pero
para usarla necesitamos ntimeros primos de la forma 2" — 1. Estos primos se llaman
primos de Mersenne, por Marin Mersenne (1588-1648, Francia).

Una observacion sencilla que podemos hacer es que si un nimero de la forma 2" —1
es primo, entonces n mismo tiene que ser primo. Esto es consecuencia de la afirmacién
del Ejercicio 6.6.4(b): si n no es primo y m es un divisor de n tal que 1 < m < n,
entonces 2" — 1 es un divisor propio de 2" — 1 distinto de 1.

Gracias a esto, para encontrar primos de Mersenne tenemos que decidir, para cada
primo p, si 27 — 1 es o no primo. El problema con esto es que cuando p crece el valor de
2P — 1 crece mucho mas rapido y decidir si es primo es muy laborioso. Por lo pronto,
no es cierto que sea siempre primo: el ejemplo mas chico de esto es

211 1 =2047 = 23 - 89.

De los nimeros de la forma 2" — 1 el més grande que es compuesto y que sabemos

factorizar es 21193

21 277

— 1 (que tiene 360 digitos). Por otro lado, sabemos que el ntiimero
— 1 (que tiene 385 digitos) es compuesto pero no conocemos ninguno de sus
divisores propios — esto es un poco sorprendente: se debe a que conocemos algoritmos
que nos permiten decidir si uno de estos niimeros es compuesto o no pero que no nos
dan ninguno de sus factores en caso de que lo sea.
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Figura 9.4. En el episodio The Duh-Vinci Code, el quinto de la sexta temporada de
Futurama, el equipo de Planet Express viaja a Roma y encuentra la inscripcién
X — (XXIIT % LXXXIX)» grabada en una tumba.

Desde 1996, un esfuerzo colaborativo y distribuido llamado Great Internet Mersenne
Prime Search (GIMPS) busca primos de Mersenne y desde su fundacién hasta enero de
2018 encontr6 17 primos, el més grandes de los cuales es

277 232917 1

4

que es, de hecho, el nimero primo mds grande que conocemos — tiene 23249425
digitos decimales

9.4.15. Los ntimeros perfectos que nos permite construir la Proposicién 9.4.12 son todos
pares. Euler prob6 en 1899 que de esa forma obtenemos, de hecho, todos los nameros
perfectos pares.

Proposicién. Si n es un niimero perfecto par, entonces existe un niimero primo p tal que
n=2r"120 -1).

Demostracion. Sea n un numero perfecto par y sea k = vp(n), que es un namero
positivo. Claramente, existe un entero impar m tal que n = 2fm. Como n es perfecto y
la funcién o; es multiplicativa, tenemos que

2 = 2n = oy (n) = 1 (2"m) = 1 (25)oq (m) = (2K = 1)oq (m).

Como mcd(2K+1,2k1 — 1) = 1, de esto se deduce que 2k+1 _ 1 divide a m y que, por lo
tanto, el nimero r = m/ (21 — 1) es entero y divide a m; observemos que como k > 1,
se tiene que r < m.
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Si dividimos a ambos lados de la igualdad 2¥'m = (2+1 — 1)oy (m) por 2541 — 1,
vemos que

Y — o (m) =m+r+S
con S la suma de todos los divisores positivos de m distintos de m y de r, y esto es
=2 —Dr4r+5=2 45

Asi, es 281y = 2k1y 1 S: la tinica forma en que esto puede ocurrir es que sea S = 0.
En otras palabras, los unicos divisores positivos de m son m mismo y r. Como m # r,
m tiene exactamente dos divisores positivos, es primo y el menor de esos divisores es 1:
esto nos dice que 1 = m /25! — 1y, por lo tanto, que m = 25+ — 1. Como observamos
arriba, que 2¥*1 — 1 sea primo implica que p = k + 1 es primo. Como nuestro nimero
perfecto de partida es entonces n = 25m = 2P~1(2P — 1), esto prueba la proposicién. [
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Potencias

§10.1. El pequeino teorema de Fermat

10.1.1. Proposicién. Sea p un niimero primo. Si i es un entero tal que 0 < i < p, entonces
p divide a (¥).

Demostracién. Sea i un entero tal que 0 < i < p. Claramente p no divide a i! ni a
(p—1i)!, ya que no divide a ninguno de los factores de esos dos factoriales y es primo.
Por otro lado, es evidente que divide a p!. De esto se sigue, por supuesto, que divide al
cociente

y esto es lo que afirma la proposicion. O

10.1.2. Corolario. Sea p un niimero primo. Si a y b son dos enteros, entonces

(a+b)P =a” +bF mod p.

Demostracion. Sean a y b dos enteros. El teorema del binomio de Newton nos dice que

(a+Db)P = i <}:> aP~ .

i=0
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Ahora bien, la Proposicién 10.1.1 nos dice que p divide a los sumandos de esta suma
que corresponden a valores del indice 7 tales que 0 < i < p y entonces la suma completa
es congruente médulo p a la suma de los dos términos restantes:

(a+b)f =a”+b" mod p.

Esto es precisamente lo que afirma el corolario. O

10.1.3. Proposicion. Sea p un niimero primo. Para todo entero a se tiene que a? = a mod p.

Demostracion. Para cada a € Z sea P(a) la afirmacion «a? = a mod p». Mostremos
primero que P(a) vale para todo a € Ny haciendo induccién con respecto a a. Notemos
que P(0) vale por razones triviales. Supongamos entonces que a € Ny y que la
afirmacion P(a) vale. De acuerdo al Corolario 10.1.2, tenemos que

(a+1)P=a4+1 modp
y la hipétesis inductiva nos dice que a¥ = a mod p asi que, juntando todo, vemos que
(a+1)P=a+1 modp,

es decir, que P(a + 1) vale. Esto completa la induccién.
Nos queda mostrar que P(a) vale también cuando a es negativo. Ahora bien, si a es
negativo, entonces a — ap es positivo y congruente con a médulo p, asi que

a# =(a—ap) =a—ap=a mod p,

usando, en la segunda congruencia, que ya sabemos que P(a — ap) vale. Esto termina
la prueba de la proposicion. O

10.1.4. La siguiente proposicién es generalmente conocida como el Pequefio Teorema
de Fermat, por Pierre de Fermat (1607-1665, Francia), quien lo enuncié por primera
vez (en una carta a un amigo). El primero en publicar una prueba, sin embargo,
fue Euler en 1736. Gauss lo describe en sus Disquisitiones —donde lo demuestra de
varias maneras— como un resultado «remarcable tanto por su elegancia como por su
utilidad».

Proposicién. Sea p un niimero primo. Si a es un entero coprimo con p, entonces

a*1=1 mod p.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicién 10.1.3 tenemos que a” = a mod p, es decir,
que p divide a a? —a = a(aP~! — a). Como p no divide a a y si a este producto, tiene
que dividir a aP~! — 1: esto significa, precisamente, que a’~! =1 mod p. ]
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10.1.5. Una aplicaciéon muy sencilla del Teorema de Fermat 10.1.4 es al célculo de
potencias médulo un nimero primo: tenemos un nimero primo p, un entero 4 coprimo
con p y un entero no negativo n y queremos determinar a” médulo p. Si llamamos gy
r al cociente y al resto de la divisién de n por p — 1, de manera que n = q(p — 1) +,
tenemos que

a" = ("Y' =a" mod p,

ya que, de acuerdo al Teorema de Fermat 10.1.4, es a?~! = 1 mod p. Por ejemplo, si
p = 11 y queremos determinar 2!% médulo p, observamos que 100 = 9(p — 1) + 4, asf
que

2100 — P14 =24 —16=5 mod 11,

porque 2°~! =1 mod 11.
En todo el resto de este capitulo veremos un gran ndamero de otras aplicaciones del
teorema.

§10.2. La funcion de Euler

10.2.1. Si n € N, escribimos ¢(n) a la cantidad de elementos del conjunto {1,...,n}
que son coprimos con #, es decir, el cardinal del conjunto

Cn)={ieN:1<i<nmcd(in)=1}.

Esa cantidad es positiva, ya que 1 € C(n). De esta manera obtenemos una funciéon
¢ : N — N, a la que llamamos funcién de Euler. Por ejemplo, los enteros positivos que
no superan a 20 son

1]2[3]4 5 6[7]8[9]10[11]12]13]14 15 16[17]1819] 20

y los que son coprimos con 20 estdn marcados con un cuadrado: vemos que ¢(20) = 8.
Por otro lado, si p es un nimero primo entonces todo elemento de {1, ..., p}, salvo
p mismo, es coprimo con p y, por lo tanto, ¢(p) = p — 1.

Veremos mds abajo, en la Proposiciéon 10.2.3, como calcular ¢(n) a partir de la
factorizaciéon de n como producto de primos. Para llegar a eso necesitamos el siguiente
resultado preliminar:
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10.2.2. Proposicién. La funcion de Euler ¢ : N — N es multiplicativa: si n y m son dos
enteros coprimos, entonces ¢(nm) = @(n)g(m).

Sin imponer la condicién de coprimalidad entre n y m no podemos en general llegar
a la conclusién de la proposiciéon: por ejemplo, ¢(2-10) = ¢(20) = 8, como vimos
arriba, pero ¢(2)¢(10) =1-4 = 4.
Demostracion. Sean n'y m dos enteros coprimos. Sabemos que existen dos enteros x e y
tales que xn +ym = 1.

Primer paso. Empezamos construyendo dos funciones f : C(n) x C(m) — C(nm) y
¢ :C(nm) — C(n) x C(m).

e Seana € C(n)yb e C(m), demaneraquel <a<n,1<b<m mcd(an) =1
y mcd(b,m) =1, y consideremos el entero ¢ = xnb + yma. Se tiene que

mcd(c, n) = med(xnb + yma, n) = med(yma,n) =1,

ya que cada uno de los enteros y, m y a es coprimo con n. De manera similar,
tenemos que mcd(c,m) = 1y, por lo tanto,

mcd(c, nm) = mcd(c,n) med(m) = 1.

Si escribimos rp;,(c) al resto de dividir a ¢ por nm, tenemos entonces que
también r,,,(c) es coprimo con nm y que, ademds, 0 < ry,(c) < nm: esto
nos dice que 7y (c) es un elemento de C(nm). Hay por lo tanto una funcién
f:C(n) x C(m) — C(nm) tal que

f(a,b) = rym(xnb + yma)
para cada (a,b) € C(n) x C(m).

® Seac € C(nm) y seaa = ry(c) el resto de dividir a ¢ por n. Si g es el correspon-
diente cociente, de manera que rn(c) =c— qn, se tiene que

mcd(r,(c), n) = med(ry(c) +qn,n) = med(c,n) | med(c,nm) =1,

asi que r,(c) € C(n). De manera similar podemos ver que r,(c) € C(m) y,
por lo tanto, que hay una funcién g : C(nm) — C(n) x C(m) tal que para cada
c € C(nm) se tiene que

8(c) = (rule), rm(c))-

Segundo paso. En segundo lugar, probaremos que las funciones f y ¢ que construimos
son mutuamente inversas.
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* Sea (a,b) € C(n) x C(m) y sea ¢ = xnb + yma, de manera que f(a,b) = rum(c).
Sea g el cociente de dividir a ¢ por nm. Como xnb + yma = ¢ = gnm + rpy(c),
tenemos que

tum(c) = (xb — qm)n +yma = (xb — qm)n — xna+a

asi que, como 0 < a < n, es 1, (rym(c)) = a. De manera similar podemos ver que
"m(tum(c)) = b y entonces que

8(f(a,b)) = &(rum(c)) = (ra(rum(c)), rm(rum(c))) = (a,b).

Esto nos dice que g o f es la funcién identidad de C(n) x C(m).

* Sea ahora c € C(nm), de manera que g(c) = (rx(c),m(c)), y pongamos
d = xnry(c) + ymry(c).

Sean g, y g los cocientes de la division de ¢ por n y por m, respectivamente.
Tenemos que

¢ = xnc + ymc
= xn(qum + rm(c)) + ym(qun + ra(c))
= (XGm + yqn)nm + xnry(c) + ymry(c)
= (XGm + yqn)nm +d

asi que ¢ = rym(c) = rum(d) = f(g(c)). Vemos de esta forma que fo g es la
funcién identidad de C(nm).

Tercer paso. Ahora que sabemos que f y g son funciones mutuamente inversas,
sabemos en particular que f es biyectiva y, por lo tanto, que su dominio y su codominio
tienen el mismo cardinal, esto es, que |C(n) x C(m)| = |C(nm)|. Usando esto, vemos
que

que es lo que queremos probar. O

10.2.3. Usando la multiplicatividad de la funcién de ¢ podemos, como con toda funcién
multiplicativa, calcularla a partir de la factorizacion de su argumento como producto
de primos:
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Proposicion. Sea n € N, sean py, ..., v, los primos que dividen a n, listados sin repeticiones,
P
ysean ay, ..., a, € N tales que n = pi' - - - py". Se tiene que

p(n) = (p' —p ) - (por — pir )

onn(i-3)(-2)

La segunda expresion que nos da esta proposicion para ¢(n) se llama el producto
de Euler para ¢.

Demostracion. Sea p un numero primo y sea @ € N. Un numero k € {1,...,p? — 1}
tiene mcd(k, p?) # 1 si y solamente si es divisible por p, y esto ocurre si y solamente es
es de la forma pm con m € {1,...,p" '}. Esto nos dice que en {1,...,p* — 1} hay p*~!

a—1

niimeros que no son coprimos con p“ y, por lo tanto, que hay p” — p?~" ntimeros que si

lo son. En otras palabras, tenemos que
op") =p"—p""

Sea ahora n = p}' - - - pi" como en el enunciado de la proposicién. Como la funcién ¢
es multiplicativa, la Proposicién 9.4.7 nos dice, en vista de lo que ya hicimos, que

o(n) = @(p1) - @(prr) = (P —p7 1) - (pfr —177).

Esta es la primera igualdad que aparece en el enunciado. Para ver la segunda observa-
mos simplemente que esta tiltima expresion es igual a

1 1
M1 —)...p% 1_>
pl( Pl) Pr( pr

y reordenamos los factores, recordando que el producto pj' - - - pi" es igual a n. O

10.2.4. Si 1 es un entero positivo y py, ..., pr son los primos que dividen a n listados
sin repeticiones, la proposiciéon que acabamos de probar nos dice que

(-2 -3)

La fraccién que aparece a la izquierda en esta igualdad es el cociente entre el nimero
de enteros coprimos con n de {1,...,n} sobre el nimero total de elementos de este
conjunto: en otras palabras, es la proporcién de ntimeros coprimos con n que hay
en el conjunto {1,...,n}. Podemos hacer algunas observaciones sencillas sobre esta
proporcion:
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e Paracadai € {1,...,r} el factor 1 — 1/p; que aparece en (1) es menor que 1 pero
mientras méas grande es p; mas cerca de 1 estd. Esto nos dice que la proporciéon
de ntiimeros coprimos disminuye si aumenta el nimero de divisores primos de n
y aumenta si esos divisores primos son mds grandes.

e La proporcién ¢(n)/n depende solamente de qué primos dividen a 7 y no de con
qué potencias aparecen en la factorizacion de n. Asi, por ejemplo, en proporcién
hay tantos ntimeros coprimos con 2 - 5 - 7 como con 223 . 512.. 7201,

* Para n como en (1) se tiene que

(szn):<1_l?11>m<l_;> < (1—;>2=21r,

ya que todo primo es mayor o igual que 2. De esto se deduce que los nimeros de

la forma 2 son los que mds ntimeros coprimos tienen, en proporcién: la mitad
de los enteros positivos que no superan a 2 son coprimos con él.

¢ Si € es un namero real positivo, sabemos, por un lado, que existe r € N tal que
e < 27"y, por otro, que hay r primos pj, ..., pr distintos dos a dos —esto dltimo
porque sabemos que hay, de hecho, infinitos nimeros primos. Se sigue de esto
que sin = py - -- p, es el producto de esos r primos, entonces ¢(n)/n <27 < e.
Vemos asi que hay ntiimeros 1 para los que la proporcién ¢(n)/n de nimeros
coprimos con 7 es tan baja como queramos. De hecho, se puede probar bastante
facilmente que cuando n — oo es

o) 1
n eV loglogn’

(2)

con ¢y ~ 0,577216 la llamada constante de Euler-Mascheroni, de manera que
e’ ~ 1,781072. Por ejemplo, si n ~ 10'% el lado derecho de (2) es aproxima-
damente 0,103. Puede encontrarse una prueba de (2), junto con mucha mas
informacion sobre la funcién ¢, en [HW2008, §18.4].

10.2.5. La siguiente observacion es debida a Gauss:

Proposicién. Si n € N, entonces

Y o(d) =n.

d|n

Los términos de la suma que aparece en el enunciado estdn indexados por los diviso-
res positivos de n. Por ejemplo, los divisores de 30 son 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 y 30, y la pro-
posicion nos dice que ¢(1) + ¢(2) + ¢(3) + ¢(5) + ¢(6) + ¢(10) + ¢(15) + ¢(30) = 30.
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Demostracion. Para cada n € N escribamos
p(n) =) ¢(d).
dn

Obtenemos de esta forma una funcién ¢ : N — N. Mostremos que es multiplicativa.
Sean n y m dos enteros positivos coprimos y recordemos las funciones Py Q del
Lema 9.4.8. Es

pm)p(m) = 3, o(d)- Y ¢le) = )y p(d)g(e).

deD(n) eeD(m) (de)eD(n)xD(m)

Ahora bien,si (d,e) € D(n) x D(m), entonces mcd(d, e) | med(n, m) = 1, asi que como
la funcion ¢ es multiplicativa tenemos que ¢(d)@(e) = ¢(de). Usando esto en cada
uno de los términos de la tltima suma que obtuvimos vemos que

p(n)p(m) = )3 ¢(de) = )3 ¢(P(d,e))

(de)eD(n)xD(m) (d,e)eD(n)xD(m)
=Y Q@)= Y ()= pum).
ueD(nm) ueD(nm)

Esto muestra que ¢ es multiplicativa, como queriamos.
Sea ahora p un ntimero primo y sea a € N. Los divisores positivos de p* son los
nameros 1, p, pz, eer, p“il, p" asi que

p(r") = (1) + 9(p) + @(p*) +- -+ 9(p" ") + 9(p")
=1+(p-D+E—p)+ -+ =P =)
= pa
Finalmente sea n un entero positivo cualquiera, sean py, ..., pr los primos que dividen

a n listados sin repeticiones, y sean ay, ..., a, € N tales que n = p{' - - - p. Usando la
multiplicatividad de la funcién ¢ podemos calcular ahora que

YOn) = (P = P - p(pE) = pl e =,

Esto prueba la proposicion. O

§10.3. El Teorema de Euler

10.3.1. El Teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que si p es un nimero primo y a un
entero coprimo con p entonces a’~! =1 mod p. Esto no es cierto si p no es primo: por
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ejemplo, 3 es coprimo con 4 pero 3*~! = 3 # 1 mod 4. El siguiente teorema de Euler
generaliza al de Fermat a médulos compuestos:

Proposicién. Sea m € N. Si a es un entero coprimo con m, entonces a?™ =1 mod m.

Observemos que como ¢(p) = p — 1 para todo primo p, este resultado tiene como
caso particular al Teorema de Fermat 10.1.4.

Demostracién. Sea a un entero coprimo con m y sean x e i enteros tales que xa +ym = 1.
Para cada k € Z escribamos g, (k) y ru(k) al cociente y al resto de la division de k
por m y consideremos el conjunto

C(m) ={keN:1<k<mmcd(k,m)=1}.
Si k € C(m), entonces k = kxa + kym vy, por lo tanto,
mcd(ka, m) | mcd(kxa, m) = med(k — kym, m) = med(k,m) =1,

de manera que ka es coprimo con m: se sigue de esto que r,(ka) es un elemento

de C(m). Como consecuencia de esto, vemos que hay una funcién 7 : C(m) — C(m)

tal que para todo k € C(m) es rt(k) = r,,(ka). Afirmamos que se trata de una biyeccion.

Como [ es finito, para verificar esto suficiente con que mostremos que es sobreyectiva.
Sea entonces k € C(m). Como k = kxa + kym, tenemos que

mcd (kx, m) | med(kxa, m) = med(k — kym, m) = med(k,m) =1,

asi que el namero | = r,,(kx) pertenece a C(m). Es kx = g,,(kx)m + 1, asi que
k —kym = kxa = agy, (kx)m + al.

Tomando restos a ambos lados de esta igualdad vemos que
k=rm(k) =rn(al) = n(1).

Esto muestra que k estd en la imagen de 7 y, por lo tanto, que esta funcién 7 es
sobreyectiva, como queriamos.
Supongamos que

uq, Uun, ey M(P(m) (3)

son los ¢(m) elementos de C(n) listados sin repeticiones. Como la funcién 7 es
biyectiva, tenemos entonces que

rm(aur),  rm(auz), ... rm(AUgay))
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son esos mismos elementos, otra vez sin repeticiones, salvo que listados en otro orden,
y cada uno de ellos es congruente médulo m con el correspondiente entero de la lista

awy, auy, ..., Alg(y). (4)

Se deduce de esto que el producto de los enteros listados en (3) es congruente médulo m
con el producto de los enteros listados en (4), es decir, que

ULl * Uy = AUIAUY -+~ Ally(y) MO 1.

Si llamamos w al producto uy - - - u , esto nos dice que

@(m)

w = wa®™  mod m. (5)

El ntimero w es coprimo con m. Existen entonces enteros « y  tales que aw + fm =1
y, en particular, xw = 1 mod m. Multiplicando ahora a cada lado de la congruencia (5)
por & vemos que

1= aw = awa®™ = a?™  mod m
y esto prueba la proposicion. O

Numeros racionales periodicos

10.3.2. Mostremos una aplicacién sencilla del Teorema de Euler 10.3.1. Supongamos
que a/b es un ntimero racional entre 0 y 1 tal que sus cifras decimales son periddicas,
esto es, tal que si escribimos

g = 0.dhdadady - - dyddyy - -

al desarrollo decimal de a/b, entonces existe N € N tal que d; y = d; para todoi € N,
de manera que lo que estd después de la coma se obtiene repitiendo indefinidamente el
bloque de digitos d1d; - - - dn, al que llamamos un periodo del niimero a/b. Por ejemplo,
con

9
— =0.234234234234 ...
37 0.23423423423

podemos tomar N = 3, de manera que el periodo es 234, y con

= (0.00041 00041 00041 00041 ...

2439

elegir N = 5, con periodo 00041. Notemos que el nimero N no estd determinado —en
el primer ejemplo podriamos haber elegido N = 6, con periodo 234234— aunque es
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tacil ver que siempre hay un periodo mds corto que todos los otros y que la longitud de
éste divide a la de todos los otros. Por supuesto, no es cierto que todo niimero racional
sea periddico en este sentido: asi, no lo es

1
5= 0.5000. ..

Ahora bien, si multiplicamos a a/b por 10N, obtenemos

1oN-%:dl-.-dN.dl---del.--del---dN...

asi que si llamamos ¢ al namero (dy, - - - ,dx )10, tenemos que

N a_ . _°
10 2 c b

0, equivalentemente, que

a__°
b 10N -1’

Como 0 < a/b < 1,esclaro que 0 < ¢ < 10N — 1.

10.3.3. Tenemos, de hecho, el siguiente resultado:

Proposicion. Un niimero racional entre 0 y 1 es periddico si y solamente si es de la forma

c

10N —1

para algiin N € N y algiin entero c tal que 0 < ¢ < 10N — 1, y en ese caso tiene un periodo de
longitud N.

Demostracién. Vimos arriba que un nimero racional entre 0 y 1 que es periddico es de
esa forma, asi que la condicion es necesaria. Veamos que también es suficiente.

Sea N € N, sea ¢ un entero tal que 0 < ¢ < 10N — 1y sea q = ¢/(10N —1). Es
evidente que g es un ntimero racional y que 0 < g < 1, asi que tenemos que mostrar
solamente que es periédico. De la forma en que definimos a g es claro que

10N . g=c+gq. (6)
Si la expansion decimal de g es

0.dydods ..., (7)
entonces la de 10N - g es

di---dn-dni1dnia - .
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Esto es, de acuerdo a (6), igual a ¢ + g: como c es un entero y 0 < g < 1, es claro que
debe ser ¢ = (dq,...,dN)10 Y

g =0.dnr1dnN42dN43 - ..

Comparando esto con (7) vemos que dy; = d; para todo i € N, asi que g es periédico
de periodo d; - - - dy de longitud N. O

10.3.4. Aunque la Proposicién 10.3.3 describe todos los niimeros racionales periédicos
entre 0 y 1 no es muy ttil para reconocerlos. Por ejemplo, como vimos arriba el
namero 9/37 es periddico: asi como lo escribimos no esté escrito como una fraccién
con denominador de la forma 10N — 1, pero de todas formas

9 234

37 1081
Lo que aqui sucede es que el denominador de la fraccién de la derecha es un mdltiplo
de 37, ya que 103 — 1 = 37 - 27: si multiplicamos el numerador y denominador de 9/37
por 27 obtenemos esa fraccion y esto hace evidente que el niimero 9/37 es periddico.
Asi, el problema de decidir si un ntimero racional a/b entre 0 y 1 es periédico se
reduce inmediatamente al de decidir si b divide a un ntmero de la forma 10" — 1. Es
con este tltimo que el Teorema de Euler nos ayuda:

Proposicién. Un niimero racional a/b entre 0 y 1 escrito en forma reducida es periddico si y
solamente si su denominador es coprimo con 10, y en ese caso la longitud de su periodo mds
corto es menor o igual a ¢(b).

Es importante aqui que la fraccién a/b sea reducida: el nimero 2/18 = 0,111111...
es perioédico pero su denominador 18 no es coprimo con 10 —lo que sucede en este
ejemplo es que 2/18 puede simplificarse a 1/9 y 9 si es coprimo con 10.

Demostracién. Sea a/b un namero racional entre 0 y 1 escrito en forma reducida. Si b
es coprimo con 10, entonces 10?(") = 1 mod b por el Teorema de Euler 10.3.1, asi que b
divide a 109(Y) — 1. Si g es el correspondiente cociente, entonces

a__ 9

b 1000 —1
y, de acuerdo a la proposicién anterior, tenemos que a/b es periddico y que tiene un
periodo de longitud ¢(b).

Reciprocamente, si el namero a/b es periédico con un periodo de periodo de

longitud N, entonces hay un entero c tal que 0 < ¢ < 10N — 1y

a c

b 10N -1’
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asi que bc = (10N — 1)a. Como a y b son coprimos, esto implica que b divide a 10N — 1.
Si d = mcd(b, 10), entonces d divide a 10 y a 10N — 1, asi que divide a 1: por supuesto,
esto nos dice que d = 1, es decir, que b es coprimo con 10. O

§10.4. Dos aplicaciones

Los algoritmos de decisidon de primalidad de Fermat y de Miller-Rabin

10.4.1. El Teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que si p es un ntimero primo y a es un
entero tal que 0 < a < p, entonces se tiene que a7~ =1 mod p. Esto nos da una con-
dicién necesaria para que un niimero sea primo. Por ejemplo, consideremos el niimero
n = 2534968 907. Usando el algoritmo que describimos en el Lema 5.4.19 para calcular
potencias, podemos ver facilmente (haciendo unas 2 log, n ~ 62.47 multiplicaciones)
que

2147526159971 — 1475261599 1 mod n.

Como consecuencia de esto podemos concluir que 7 no es primo — notemos que, a
pesar esto, seguimos sin conocer siquiera un divisor propio de n. Factorizarlo es mucho
mas dificil: en este caso, resulta que 1 es el producto de los primos 40283 y 62929, pero
esto no se deduce para nada de la cuenta que hicimos’.

Esta idea es conocida como el algoritmo de Fermat para el problema de decidir si
un nimero positivo n es primo o no: si encontramos un entero a tal que 0 < a < n
y a"~! # 1 mod n, entonces podemos concluir con toda certeza que la respuesta a
la pregunta es no. Llamamos a todo nimero a con esa propiedad un certificado de
que n es compuesto. Asi, vimos arriba que 2 es un certificado de que 1475261599 es
compuesto

(Como buscamos un certificado? Lamentablemente, no hay ninguna forma efectiva
de hacerlo. En la practica, lo que hacemos es elegir al azar un entero a tal que
1 <a < n—1y calcular su potencia (n — 1)-ésima médulo n: si ésta es distinta de 1,
entonces sabremos que 7 no es primo. Si en cambio si es 1, entonces no sabremos nada
nuevo. .. pero podemos repetir esta prueba con varios enteros distintos: si con todos

"De hecho, armamos el ejemplo eligiendo primero estos dos primos y multiplicindolos para construir
el nimero n.
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encontramos un 1, podemos pensar que tenemos evidencia de que n es probablemente
primo: decimos que es un primo probable.

En la Figura 10.1.4 en la pagina 203 damos una implementacién sencilla de esa idea
en HAskeLL. Con esas definiciones, podemos evaluar

*Main> esPrimo fermat 3 1475261599
False

Esto nos dice que usando el algoritmo de Fermat y haciendo 3 intentos, alguno de los
tres certifica que el nimero 1475261599 que consideramos antes es compuesto. De
manera similar, evaluando

*Main> esPrimo fermat 3 1020928802728505074582154940524117
False

vemos que ese niimero, que tiene 34 digitos, es compuesto. Por otro lado, podemos
calcular:

*Main> esPrimo fermat 10000 2038074743

True

Esto eligi6 al azar 10000 nimeros entre 1 y 2038074743 y ninguno de ellos certificd
que este ultimo es compuesto: podemos sospechar entonces que 2 038 074 743 es primo.
En este caso, esa sospecha es buena: el niimero es efectivamente primo. Sin embargo,
también podemos calcular

*Main> esPrimo fermat 10000 2038074743

True
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import System.Random

potencia :: Integer -> Integer -> Integer -> Integer
potencian a 0 =1
potencia n a k
| even k¥ = (potencia n a (k ‘div‘ 2) ~ 2) ‘mod‘ n
| odd k = (a * potencia n a ((k - 1) ‘div¢ 2) ~ 2) ‘mod‘ n

type Test = Integer -> Integer -> Bool

trivial :: Test

trivial n a = gcd n a == 1

fermat :: Test

fermat n a = gcd n a == 1 && potencia n a (n - 1) ==
esPrimo :: Test -> Int -> Integer -> IO Bool

esPrimo test m n = fmap (all (test n) . take m . randomRs (2, n-2)) newStdGen

Figura 10.1. El algoritmo de Fermat para decidir si un nimero es primo.

La justificaciéon de esto es que es posible probar que para casi todos los niime-
ros compuestos existen certificados y, mas atin, que hay muchos. Por ejemplo, si
n = 2430101, que es producto de los primos 1223 y 1987, entonces s6lo 2 enteros que
estdn estrictamente entre 1 y n — 1 no son certificados: 820632, 1609469, y ciertamente
hay que tener mucha mala suerte para elegir a alguno de éstos. De manera similar,
entre 1 y n = 50670601, que se factoriza como 229 - 409 - 541, hay 17 280 ntimeros que
no certifican que es compuesto: son muchos, pero inmensamente menos que 7: son
menos que el 0,000 3% del total y es de esperar, por lo tanto, que si elegimos un ntimero
al azar no sea uno de ellos.
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n—1

Es importante que si encontramos un entero a entre 0 y n tal que a si sea

congruente a 1 médulo 7 no podemos concluir nada sobre n. Asi, calculando vemos
que

2171 =1 mod 561
y esto no nos dice nada sobre 561. Si probamos con 3, en cambio, vemos que
3°01-1 =375 £1 mod 561,
y ahora si podemos concluir que 561 no es primo.
Hay dos preguntas que tenemos que hacernos:
¢ ;Coémo buscar certificados de que n es compuesto?

¢ Si no encontramos ninguno, jpodemos concluir que 7 es primo?

En cuanto a la primera pregunta, la respuesta es sencilla: no hay ninguna forma efectiva
de encontrar certificados.

§10.5. Ordenes

10.5.1. Sea m € N. Si a es un entero coprimo con m, el Teorema de Euler 10.3.1 nos dice
que a?™ =1 mod m, asi que, en particular, el conjunto

Se={keN:d=1 mod m} (8)

no es vacio. Podemos entonces considerar su menor elemento, al que llamamos el
orden de a médulo m y escribimos ord,, (a) o, cuando esto no introduzca confusiones,
simplemente o(m). Notemos que definimos el orden médulo m de un entero a s6lo
cuando éste tltimo es coprimo con m: si no es ése el caso, el conjunto S, que definimos
arriba es vacio.

10.5.2. Una de las razones por las que nos interesa el orden de a es que nos permite
describir el conjunto S, de (8) completo:

Proposicién. Sea m € Ny sea a un entero coprimo con m. Tenemos que a®4(?) =1 mod m
y, mds aiin, un entero positivo t es tal que a' = 1 mod m si y solamente si es divisible
por ord,,(a).
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Demostracion. La primera afirmacion es inmediata, ya que ord,,(a) pertenece al conjun-
to S, de (8). Veamos la segunda.

Sea t un entero positivo. Supongamos primero que ' =1 mod m y sean gy r el
cociente y el resto de la division de t por ord,,(a), de manera que t = gord,,(a) +ry
0 <r < ordy(a). Tenemos entonces que

1=a' = g7 @+ = (uod@)ag" = o"  mod m,

asi que o bien r = 0 o bien r € S;. Como la segunda opcién no puede ocurrir, ya qe
r < ord,(a) y ord,,(a) es el menor elemento de S,, vemos que r = 0, esto es, que 7 es
divisible por ord,,(a). Esto muestra que la condicién del enunciado es necesaria.

Su suficiencia, por otro lado, es casi evidente: si t es un multiplo de ord,,(a), de
manera que existe s € N tal que t = sord,(a), entonces a! = (a°d())s = 15 = 1
mod m. O

10.5.3. Corolario. Si m € Ny a es un entero coprimo con m, entonces ord,,(a) divide a ¢(m).
En particular, si m es primo, entonces ordp(a) divide a m — 1.

Demostracion. De acuerdo al Teorema de Euler 10.3.1, es a?(m =1 mod m, asf que
la Proposicion 10.5.2 nos dice que ord,,(a) divide a ¢(m). Esto prueba la primera
afirmacién del corolario. La segunda es consecuencia inmediata de ella, ya que cuando
m es primo se tiene que ¢(m) = m — 1. O
10.5.4. Si conocemos el orden de un entero coprimo médulo un ntiimero m, todas sus
potencias quedan determinadas médulo m por un nimero finito de ellas:

Proposicién. Sea m € Ny sea a un entero coprimo con m. Si n es el orden de a médulo m,
entonces los n enteros

1, a, d% ..., 4"} )

son no congruentes médulo m dos a dos. Mds aiin, todas las potencias de a son congruentes a
uno y a uno solo de estos niimeros: mds precisamente, si k € N y r es el resto de la division de k
por n, entonces a* = a” mod m.

Demostracion. Sea n el orden de a médulo m y supongamos, para probar la primera
afirmacién por el absurdo, que i y j son enteros tales que 0 < i < j < nya = a
mod m. Tenemos entonces que m divide a @/ —a' = a'(a/~* — 1) y, como es coprimo
con a, que divide a @/~' — 1. En otras palabras, tenemos que #/~* = 1 mod m: esto es
imposible, ya que la diferencia j — i es positiva y estrictamente menor que el orden
de a.
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Sea ahora k € Ny sean q y r el cociente y el resto de la divisién de k por n, de
manera que k = gn+7ry 0 < r < n. BEs ak = (a")7a" = a" mod m, asi que a* es
congruente a uno de los enteros listados en (9). S6lo puede ser congruente a uno de

ellos, ya que sabemos que no hay ahi dos que sean congruentes entre si. O

10.5.5. La siguiente observacién es importante: nos dice como calcular el orden de una
potencia de un entero cuando conocemos el de éste.

Proposicién. Sea m € Ny sea a un entero coprimo con m. Si k € Ny, entonces el orden de ak
modulo m es

ordy,(a)

ordy, () = mcd(ord,, (a), k)

Demostracién. Escribamos n = ord,,(a) y t = ord,,(a*). Como a¥ = (a*)! = 1, tenemos
que n divide a kt y que, por lo tanto, existe un entero positivo m tal que kt = nm. Sea
d = mcd(n, k) y sean ny y k; enteros tales que n = n1d y k = kid; sabemos que es
entonces mcd(n1, k1) = 1. Como

kidt = kt = nm = nydm

y, por supuesto, d # 0, tenemos que kit = nym. En particular, esto nos dice que 1,
divide a kit y, como es coprimo con kj, que de hecho divide a t. Esto implica que
ny < t.

Por otro lado, tenemos que

(@) = ghm = ghdm — gk — (g =1 mod m,

asi que t = ord,, (a¥) | ny y, por lo tanto, t < n;. Concluimos de esta forma que

fg o ord,,(a)
~ T4 med(ordy,(a), k)’
que es lo que afirma la proposicién. O

10.5.6. La proposiciéon que acabamos de probar tiene dos casos particulares ttiles:

Corolario. Sea m € N, sea a un entero coprimo con m y sea k € N.
(i) Si k divide a ord,,(a), entonces el orden de a* es ord,,(a)/k.
(i) Si k es coprimo con ord,,(a), entonces ord,,(a*) = ord,,(a).

Demostracion. Ambas afirmaciones son consecuencia inmediata de la proposicién: en
el primer caso mcd(ord,,(a),k) es k y en el segundo es 1. O
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10.5.7. Proposicién. Sea m € Ny sean a y b dos enteros coprimos con m.
(i) El orden de ab es un divisor mcm(ord,,(a),ord,,(b)).
(if) Si los érdenes ord,,(a) y ord,, (b) son coprimos, entonces ord,,(ab) = ord,,(a) ord,,(b).

Demostracion. Escribamos x = ord,,(a), y = ord,,(b) y z = ord,,(ab).
(i) Sea s = mcm(x,y). Es un maltiplo comun de x y de y, asi que hay enteros
positivos x; e y; tales que s = xx; y s = yy;. Usando esto, vemos que

(ab)? =a’b® = (a)"(BY) =1 mod m

y, en particular, ord,,(ab) divide a s.
(if) Supongamos que mcd(x,y) = 1. Como

(ab)¥ = (a*)Y(¥)* =1Y1"=1 mod m,
se tiene que z | xy. Por otro lado, tenemos que
a’b* = (ab)* =1 mod m,
asi que
(a*b*)Y = a¥*(bY)* = a¥* mod m

y, por lo tanto, x | yz: como x es coprimo con y, esto implica que x divide a z. Podemos
ver, de manera similar, que y divide a z y, como x e y son coprimos, deducir de estas dos
cosas que xy | z. Se tiene entonces que xy = z, que es lo que afirma el enunciado. [

10.5.8. En la situacién de la Proposicién 10.5.7(i) no se tiene en general que el orden
de ab sea igual a mcm(ordy,(a),ord,,(b)). Por ejemplo los 6rdenes de 2 y de 5 mo-
dulo 13 son 12 y 6, respectivamente, y el orden de 10 = 2 -5 es 6, que es distinto
de mem(12,6) = 12.

El siguiente resultado nos dice, de todas formas, que podemos construir en la
situacion de la Proposicién 10.5.7(i) a partir de 2 y b un nimero de orden igual
a mcm(ord,,(a), ord,, (b)), aunque de una forma apenas un poco mas complicada que
simplemente multiplicdndolos:

Proposicién. Sea m € Ny sean a y b dos enteros coprimos con m. Existen enteros positivos r
y s tales que el orden de a"b® es mcm(ordy,(a), ord,, (D)).

Demostracion. Sean x = ord,,(a) e y = ord,,(b). De acuerdo a la Proposicién 9.3.8, exis-
ten enteros positivos u y v tales que med(u,v) =1, med(x,y) = uv, u | x y v | y. Como
x/u divide a x, el Corolario 10.5.6(i) nos dice que ord,, (a*/*) = ord,,(a)/(x/u) = uy,
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de manera similar y como y/v divide a y, que ord,,(b¥/?) = v. Ahora bien, como u y v
son coprimos, la Proposicién 10.5.7(ii) nos dice que el orden de a*/“b¥/? es uv, que es
igual a mem(x,y). Esto prueba la proposicion: basta elegir r = x/uy s = y/v. O

10.5.9. Como es habitual, podemos extender la afirmacién de la Proposicién 10.5.8 al
caso en que tenemos un nimero arbitrario de enteros:

Corolario. Sea m € N. Sin € Ny ay, ..., a, son enteros coprimos con m, entonces existen
enteros positivos 11, ..., 1y tales que aql ... a, tiene orden

mcm(ord,,(aq),...,ordy(a,))

modulo m.

Demostracién. Procedemos por induccién con respecto a 1, notando que si # = 1 no
hay nada que probar y que si n = 2 lo que afirma el corolario es precisamente lo que
dice la Proposicién 10.5.8.

Supongamos entonces que n > 3 y sean 4y, ..., 4, enteros coprimos con n. De
acuerdo a la Proposicion 10.5.8 existen enteros positivos r y s tales que el orden de a}4a;
es mcm(ord,,(a1),ord,,(az2)). Por otro lado, la hipétesis inductiva obvia nos dice que
existen enteros positivos by, ..., b,_1 tales que el orden médulo m del entero

b, _ by,
(a{ai)blagz ey T = a;bla;blagz ceey !

es

mcm(mem(ord,, (a1),ord,,(az)), ordy, (az),. .., ordy(ay)),
que, de acuerdo al Ejercicio 6.6.2(¢), es igual a
mcm(ord,, (a1), ordy, (a2),ordy, (az), ..., ordy (ay,)).

Esto completa la induccién y, por lo tanto, la prueba del corolario. O

§10.6. Raices primitivas

10.6.1. Podemos probar ahora un resultado fundamental, que tiene una demostracién
bastante delicada:
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Proposicién. Sea p un niimero primo y sea n € N. El niimero de enteros a tales que1 < a < p
ya" =1 mod p no supera a n.

La hipétesis de que p sea primo es en general necesaria: por ejemplo, los cuatro
nuimeros 1, 4, 11 y 14 tienen todos cuadrado congruente con 1 médulo 15.

Demostracién. Todas las congruencias que consideraremos en esta demostracion serdan
moédulo p y siempre que calculemos un resto sera de una divisién por p, asi que no
aclararemos esto nunca. Para cada n € N consideremos el conjunto

Rn)={acZ:1<a<pa"=1}

y, para llegar a un absurdo, supongamos que el conjunto S = {k € N: [R(k)| > k} no
es vacio. Sea n su menor elemento. Organizaremos lo que sigue, que es bastante largo,
en varios pasos.

Primer paso. Sean a, ..., a; todos los elementos de R(n), listados sin repeticiones, de
manera que t > n,y sea n’ = mcm(ordy(ay),...,ord,(a;)). Afirmamos que n’ es igual
an.

En efecto, sii € {1,...,t}, entonces a] = 1, asi que ord,(a;) divide a n: como n’ es
el minimo comun mdltiplos de los 6rdenes ord,(a1), ..., ordy(a;), esto nos dice que n’
divide a n. Por otro lado, sii € {1,...,t} entonces ord,(a;) divide a n’, asi que a?/ =
Vemos asi que todos los elementos a4y, ..., a; pertenecen a R(n'): si fuese n’ < n, la
forma en que elegimos a n implicaria entonces que R(n’) tiene a lo sumo 1’ elementos
y esto es absurdo, ya que n’ < t. Vemos asi que n’ > n. Como ademds n’ divide a n,
concluimos que, de hecho, es n’ = 1, como habiamos dicho.

Usando el Corolario 10.5.9, vemos que hay enteros positivos a7, ..., a; tales que el
orden del producto a7' - - - a}* es n. Si llamamos x al resto de la divisién de ese producto
por p, entonces 1 < x < p y ord,(x) = n. En particular, la Proposicién 10.5.4 nos dice
que los n enteros

1, x, x5, ..., x"1 (10)

son no congruentes dos a dos. Si i € {0,...,n — 1}, entonces (x')" = (x")! =1y por
lo tanto los restos de los n nameros de la lista (10) son n elementos distintos de R(n).
Mas atn, tenemos que

si d es un divisor propio de n, entonces R(d) tiene exactamente d elementos,

11
que son los restos de los enteros 1, x"/%, x2/4, .. x(d=1)n/d, (11)

x
Para verlo, basta observar que si d es un divisor propio de 1, entonces los restos de

n/d, x2n/d, B

los d enteros 1, x ., xt@=1n/d son distintos dos a dos y estan en R(d): como
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d < n, la forma en que elegimos n implica que R(d) tiene a lo sumo d elementos y, por
lo tanto, tienen que ser precisamente esos.

Segundo paso. Afirmamos que

todo elemento de R(n) que no es congruente con ninguno de los enteros
listados en (10) tiene orden n.

Para verlo, supongamos que y es un elemento de R(n) que no es congruente con
ninguno de los ndmeros de (10) y sea m el orden de y. Como y" = 1, m divide a n.
Supongamos por un momento que m < 1, de manera que m es un divisor propio
de n. De acuerdo a nuestra observacion (11), los elementos de R(m) son entonces
los restos de 1, x/m, x2n/m x(m=Dn/m. omo y pertenece a R(m), vemos que y es
congruente con alguno de ellos y esto es absurdo, dada la forma en que elegimos y.
Esta contradiccién nos dice que debe ser m > n. Como ademads m divide a n, tenemos
en definitiva que m = n: el entero y tienen orden 7, como queriamos ver.

Tercer paso. Sea y un elemento de R(n) que no es congruente con ninguno de los
enteros de la lista (10); que tal elemento existe es consecuencia de la forma en que
elegimos al ntiimero 1, por supuesto. Queremos probar ahora que

el mimero n es primo e impar.

Para ver esto, supongamos que por el contrario n es compuesto y sea g uno de sus
divisores primos. Como (y1)"/1 = y™ = 1, el entero y7 es congruente a un elemento
de R(n/q). Como n/q es menor que n, nuestra observacién (11) nos dice que los
elementos de R(7/4) son los restos de los enteros 1, x7, x4, ..., xm/q=1) y esto implica
que y7 es congruente con uno de ellos. En otras palabras, existe i € {0,...,n/q — 1} tal
que y7 = x".

Como x' es coprimo con p, sabemos que hay un entero z coprimo con p y tal que
zx' = 1. Tenemos entonces que

zy)1 = 2Pyt = 27(x)T = (zx)1 =1,
Yy y

asi que el resto de zy pertenece a R(g). Como los elementos de R(g) son los restos
de 1, x"/1, ..., x{=1"/1 yemos que zy = x/ para algtin entero no negativo j. Se sigue de
esto que x'*/ = x'x/ = x'zy = y y esto es absurdo en vista de la forma en que elegimos
a y. Esta contradiccién muestra que n tiene que ser primo.

Si z en un elemento de R(2), tenemos que z> = 1y, por lo tanto, que p divide
az?—1= (z+1)(z—1). Esto significa que z es congruente o a 1 0 a —1 y, como
1 <z < p, que de hecho z es o0 bien 1 o bien p — 1. Vemos asi que R(2) tiene a lo sumo
dos elementos y entonces la forma en que elegimos n nos dice que n > 2. Asi, n es
necesariamente un primo impar.
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Cuarto paso. Para cada entero u consideramos el producto

flu) =1 —uw)(x—u)(x® —u) - (2" —u). (12)
En particular, tenemos que
Flxu) = (1 —xu)(x — xu)(x® — xu) - ("1 — xu) (13)

Ahora bien, para cada j € {1,...,n — 1} tenemos que
, x(x" P —u), sij=1;
¥ —xu = ,
x(d ' —u), sil<j<n.
Usando esto con cada uno de los factores del producto de (13), vemos que

flau) =x"(x" 1 —u)(1—u)(x —u)--- (x" % —u)

y, como x" =1y los n factores finales que aparecen en este producto son los mismos
que aparecen en (12) salvo que en otro orden, que

fxu) = fu).

Esta igualdad es cierta cualquiera sea el entero u: haciendo tomar a u los valores u, xu,

x2u, ..., x"2

flu) = fxu) = f(xPu) = - = f(x" ). (14)

u, en orden, vemos inmediatamente que para todo entero u se tiene que

Quinto paso. Volvamos ahora a considerar el producto f(u) de (12): si distribuimos
todos los productos que alli aparecen, obteniendo de esa forma 2" sumandos, y los
asociamos luego de acuerdo a la potencia de u que tienen como factor, encontramos
que

2
f(u) =co+ciu+cou+---+cpu" (15)
para ciertos enteros co, ..., ¢4, cada uno de los cuales es una suma con signos de
productos de las potencias 1, x, ..., x"~1. Nos interesan en particular dos de ellos:

e Elentero ¢y esiguala1-x-x%---x""1 = x"("=1)/2 Como n es impar, el cociente
(n —1)/2 es un entero, y entonces ¢y = (x")"~1/2 = 1.

e Por otro lado, es claro que ¢, = (—1)" = —1, ya que n es impar.
Gracias las congruencias (14), tenemos que

nf(u) = fu)+fu) + flu) +---+ flu) +---+ f(u)

n sumandos
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= f)+ fleu) + f(Pu) 4o f) oo f( )

Si usamos ahora la expresion (15) para cada sumando y luego cambiamos el orden de
sumacion, vemos que

n—1 n L n (n-1 )

cixul = x' ) ciu!
Lo -1 (T
i=0 j=

i=0 \i=0

nf(u)

Cuando j = 0, la suma entre paréntesis es Z?;Ol x? = n. Cuando j = 1, esa suma es
" (x")' = n, ya que x" = 1. Finalmente, si 0 < j < 1, esa suma es igual a
n—-1
Z (x])l =0,
i=0
ya que el orden de x/ es n. Usando esto, vemos que nf(u) = ncy + nc,u" y, como n es
coprimo con p, que de hecho
flu)=co+cuu"=1—u"
Esto vale para todo entero u. En particular, como y € R(n), tenemos que

A-y)A—y)- - =y =fly)=1-y"

y, por lo tanto, que p divide al producto (1 —y)(1—y?)---(x""! —y). Como p es
primo, esto implica que existe i € {0,...,n — 1} tal que p divide a x' — y, esto es, tal

0

que y = x'. Esto es absurdo, ya que elegimos a y de manera que no sea congruente
con ninguno de los enteros listados en (10). Esta contradiccién nos dice que nuestra
hipétesis de partida es insostenible y, en consecuencia, que la proposicién es cierta. []

10.6.2. La Proposicién 10.6.1 nos permite probar facilmente el siguiente resultado
bastante sorprendente y notado por primera vez por Gauss —de hecho, la demostracién
que damos es exactamente la que él da en sus Disquisitiones.

Proposicion. Sea p un niimero primo y sea n un divisor positivo de p — 1. El niimero de
enteros a tales que 1 < a < p que tienen orden n es @(n).

Demostracién. Para cada divisor d positivo de p — 1 consideremos el conjunto
Y(d)={acZ:1<a<p, ord,(a) =d}

y sea P(d) = |¥(d)| su cardinal. Como cada entero entre 1y p — 1 tiene un orden
moédulo p que es un divisor de p — 1, tenemos que

facZ:1<a<p}= J Y(@),
dlp—1
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con el indice d de la unién recorriendo los divisores positivos de p — 1, y claramente
esta union es disjunta. Tomando cardinales a ambos lados de esta igualdad, vemos que

p—1= Y ¢(d). (16)

dlp—1

Por otro lado, supongamos que d es un divisor positivo de p — 1y que ¢(d) > 0,
de manera que existe un entero y tal que 1 < y < p y ord,(y) = d. En ese caso,
sabemos que los restos médulo p de los enteros 1, y, 12, ..., ¥~ son distintos dos
a dos y, por lo tanto, de acuerdo a la Proposicién 10.6.1, todo nimero cuya potencia
d-ésima es congruente con 1 médulo p es congruente a uno de ellos. En particular,
todos los enteros que tienen orden d son congruentes a una de estas d potencias de y.
Siie€{0,...,d—1}, sabemos que el orden de y' es d/ mcd(d,i): esto nos dice que y’
tiene orden d si y solamente si i es coprimo con d. Concluimos de esta forma que el
numero §(d) es o bien 0 o bien ¢(d).

Esto nos dice que para todo divisor positivo d de p — 1 se tiene que

¥(d) < ¢(d) (17)

y, por lo tanto, que

Yo ow(d) < Y e@), (18)

d|p—1 dlp—1

ya que cada sumando de la primera suma es menor o igual que el correspondiente
sumando de la segunda.

Ahora bien, si para algun divisor positivo dy de p — 1 fuera ¢(dy) < ¢(dp), teniendo
en cuenta (16), (17), (18) y la Proposicién 10.2.5 tendriamos que

p—1= Y vd) < ) od=p-1

dlp—1 dlp—1

Como esto es imposible, vemos que lo que afirma la proposicién es cierto. O

10.6.3. La consecuencia mds importante de las dos proposiciones que acabamos de
probar es:

Corolario. Sea p un niimero primo. Existen enteros a tales que 1 < a < p y que tienen orden
médulo p igual a p — 1y hay, de hecho, ¢(p — 1) de ellos.

Demostracién. En efecto, esto es precisamente lo que nos dice la Proposicién 10.6.2
cuandon = p — 1. O
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10.6.4. Si m es un entero positivo y a4 es un entero coprimo con m tal que 1 <a < m
y ord,,(a) = ¢(m), entonces decimos que a es una raiz primitiva médulo m. Gauss
define esta nocién en el Parrafo 57 de sus Disquisitiones.

El Corolario 10.6.3 que acabamos de probar afirma que si p es un niimero primo
entonces existen raices primitivas médulo p, ya que ¢(p) = p — 1. Si a es una raiz
primitiva médulo p, sabemos de la Proposicién 10.5.4 que las p — 1 potencias

2

1, a, a%, ..., aP~2

son coprimas con p y no congruentes médulo p dos a dos, asi que sus restos médulo p
son precisamente los elementos de {1,...,p — 1}, listados en algtin orden.
Por ejemplo, 3 es una raiz primitiva médulo 7, ya que sus primeras potencias son

30=1 3'=3 3=2 3=6 3*=4 3=5 3=1 mod7.

El Corolario 10.6.3 nos dice que médulo 7 hay ¢(7 — 1) = 2 raices primitivas: la otra
es 5y la correspondiente lista de potencias es

=1, 5'=5 5=4 5=6 5'=2 5=3 5=1 mod7.
En la Tabla 10.1 en la pagina siguiente damos las listas de las raices primitivas para los

primeros primos.

10.6.5. Decidir si un entero a es una raiz primitiva médulo un namero primo p no es
tacil. Si podemos factorizar a p — 1, entonces la siguiente proposicién nos da un criterio
razonable:

Proposicién. Sea p un niimero primo, sean qy, ..., q, los divisores primos de p — 1 y sea a un
entero tal que 1 < a < p—1. Sia?=1)/% £1 mod p para cadai € {1,...,r}, entonces a es
una raiz primitiva médulo p.

Asi, por ejemplo, el nimero p = 503 es primo y 2 - 251 es la factorizaciéon en factores
primos de p — 1: como 2% = 4 y 22! = 2 médulo 503, vemos que 2 es una raiz primitiva
modulo 503.

Demostracién. Sea n el orden de 2 médulo p y supongamos que a no es una raiz
primitiva. Sabemos que n divide a p — 1. Como la hipétesis implica que n # p — 1, existe
un primo q que divide a n tal que v;(n) < vs(p — 1) y, en particular, n dividea (p — 1) /4.
Si k es el cociente de esa division, tenemos entonces que a(P~1/7 = (a")k =1 mod p.
Esto prueba la implicacién contrarreciproca a la del enunciado. O
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p

2 1

3 2

5 2,3

7 3,5

11 2,6,7,8

13 26,711

17 3,5,6,7,10,11, 12, 14

19  2,3,10,13,14,15

23 5,7,10,11, 14, 15, 17, 19, 20, 21

29 2,3,8,10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27

31 3,11,12,13, 17,21, 22, 24

37 2,5,13,15,17, 18,19, 20, 22, 24, 32, 35

41 6,7,11,12,13, 15,17, 19, 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35

43 3,5,12,18,19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34

47 5,10,11,13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45

53 2,3,5,8,12,14, 18, 19, 20, 21, 22, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 45, 48, 50, 51

59 2,6,8,10,11,13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50,
52, 54, 55, 56

61  2,6,7,10,17, 18,26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59

67  2,7,11,12, 13,18, 20, 28, 31, 32, 34, 41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63

71 7,11,13,21,22, 28,31, 33, 35, 42, 44, 47, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68, 69

73 5,11,13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31, 33, 34, 39, 40, 42, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60, 62, 68

79 3,6,7,28,29, 30,34, 35,37, 39, 43, 47, 48, 53, 54, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 74, 75, 77

83  2,5,6,8, 13,14, 15, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 34, 35, 39, 42, 43, 45, 46, 47, 50, 52, 53,
54, 55, 56, 57, 58, 60, 62, 66, 67, 71,72, 73, 74, 76, 79, 80

89  3,6,7,13,14, 15,19, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54,
56, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 70, 74, 75, 76, 82, 83, 86

97  5,7,10,13, 14, 15,17, 21, 23, 26, 29, 37, 38, 39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60, 68, 71, 74,

76, 80, 82, 83, 84, 87, 90, 92

Tabla 10.1. Raices primitivas para primos menores que 100.
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10.6.6. Un segundo problema que aparece cuando queremos encontrar una raiz pri-
mitiva médulo un primo p es el de decidir cémo elegir qué enteros a probar. Para
esto no se conoce ninguna estrategia efectiva y normalmente lo que hacemos es elegir
candidatos al azar entre 1 y p — 1. Esto tiene sentido, porque la proporcién de ntimeros
en ese rango que son raices primitivas es, de acuerdo a la Proposicién 10.2.3, es

v (-3) ()

con qi, ..., 4r los primos que dividen a p — 1, y este nimero no es muy cercano a 0.
Los factores que aparecen a la derecha son todos menores que 1 y estdn més cerca
de 1 mientras mayores son los divisores primos de p — 1: esto nos dice que si p es tal
que p — 1 tiene pocos divisores primos y estos son grandes, entonces la proporcién de
raices primitivas entre los elementos de {1,...,p — 1} es relativamente alta.

Por ejemplo, el ntimero p = 900'® + 1 es primo (probaremos esto en 10.6.14, més
adelante) y p — 1 = 232.3%.5% asf que la proporcion de raices primitivas médulo p
es en este caso

ep=1) _ (i I\ (1N [, 1)\ _ 4 _
p—l —<1 > 1 3 1 5 —15~0,266666...,

asi que cada cuatro ntiimeros elegidos al azar entre 1 y p — 1 es razonable esperar que
uno sea una raiz primitiva médulo p.

Una primera aplicacion: el Teorema de Wilson

10.6.7. Como primera aplicacion de la existencia de raices primitivas médulo un nimero
primo, podemos dar una nueva demostracion del Teorema de Wilson:

Proposicién. Un entero p > 1 es primo si y solamente si (p —1)! = —1 mod p.

Demostracién. Sea p un entero mayor que 1. Veamos primero que la condicién del
enunciado es necesaria para que p sea primo. Si p = 2, entonces es inmediato que esa
condicién se cumple, asi que bastard que consideremos el caso en que p es un ntimero
primo impar.

Sea a una raiz primitiva médulo p. Sabemos que los restos de dividir por p a los

enteros

1, a,a%, ..., aP72 (19)
son los ntimeros

1,23 ..., p—1 (20)
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listados en algtin orden. En particular, el producto de los p — 1 enteros de (19) es
congruente médulo p con el producto de los de (20), esto es,

(p—1)=a-a-a* - -aP2 = aP=r(P=2)/2 mod p. (21)

Sabemos que en {1,...,p — 1} hay a lo sumo dos enteros con cuadrado congruente
con 1 médulo p. Como 1! = (p — 1)? = 1, vemos que hay exactamente dos tales enteros
y que son 1y p — 1. Por otro lado, el Teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que

(aP~ /22 = gP1 =1 mod p,

es congruente con 1 médulo p, asi que alP=1/2 es congruente o con 1 o con —1. Como
el orden de a es p — 1, no puede ser que a(P~1)/2 = 1, asi que debe ser necesariamente

a(P=1/2 = 1. Finalmente, como p es impar, tenemos que
a(p_l)(p_2)/2 — (a(p—l)/Z)p—Z = (_1)]—7_2 = -1 mod p
Esto junto con (21) nos dice que (p —1)! = —1 mod p, como queremos.

Veamos ahora la suficiencia de la condicién. Si el entero p no es primo, entonces
tiene un divisor d distinto de 1: como 1 < d < p, es claro que d divide a (p — 1)!y, por
lo tanto, que no divide a (p —1)! + 1. Esto implica que esta suma tampoco es divisible
por p y, en consecuencia, que (p —1)! # —1 mod p. O

Una segunda aplicacién: el Criterio de Euler

10.6.8. Veamos ahora como usar la existencia de raices primitivas para obtener un
criterio de Euler para decidir si que un ndmero es congruente a un cuadrado médulo
un primo.

Proposicion. Sea p un niimero primo. Un entero a coprimo con p es congruente a un cuadrado
médulo p si y solamente si a?~1/2 =1 mod p.

Observemos que el Teorema de Fermat 10.1.4 nos dice que a(P~1)/2 tiene cuadrado
congruente con 1 médulo p, asi que es congruente o bien a 1 o bien a —1.

Demostracién. Si hay un entero b tal que 2 = b*> mod p, entonces el Teorema de Fer-
mat 10.1.4 nos dice que

aP~ 12 = p)P~D/2 = pr1 =1 mod p.

Esto muestra que la condicién de la proposicion es necesaria. Veamos que es también
suficiente.
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Sea r una raiz primitiva médulo p, de manera que, en particular, existe un entero
no negativo i tal que a = r* mod p. Si suponemos que la condicién del enunciado vale,
entonces tenemos que

1=aP=1/2 =4(P=1/2 mod p.

Como r tiene orden médulo p igual a p — 1, esto implica que p — 1 divide a i(p — 1) /2,
lo que es posible sélo si i es par, digamos i = 2j para algtin entero j. Pero entonces es
a=r"= (/)2 mod py a es congruente a un cuadrado médulo p. O

10.6.9. Usando el Criterio de Euler 10.6.8 podemos describir muy concretamente con
respecto a qué primos —1 es congruente a un cuadrado. Este resultado es conocido
habitualmente como el Primer Suplemento a la Ley de Reciprocidad Cuadrdtica.

Corolario. Sea p un mimero primo impar. Existe un entero x tal que x> = —1 mod p si y
solamente si p =1 mod 4.

Demostracién. De acuerdo al Criterio de Euler 10.6.8, el entero —1 es congruente a un
cuadrado médulo p si y solamente si (—1)(P~1/2 =1 mod p. Ahora bien, como p es
impar, es o bien de la forma 4k + 1 o bien de la forma 4k + 3, para algtin entero no
negativo k. En el primer caso se tiene que (—1)P~1/2 = (—1)%* = 1 y en el segundo
que (—=1)P~1/2 = (—1)%+1 = —1. Como pno es 2, —1 # 1 mod p. Esto prueba el
corolario. 0

10.6.10. El Criterio de Euler 10.6.8 nos permite probar también el llamado Segundo
Suplemento a la Ley de Reciprocidad Cuadrdtica:

Corolario. Sea p un niimero primo impar. Existe un entero x tal que x> = 2 mod p si y
solamente si 16 divide a p* — 1.

Como p es impar, es congruente a 1 0 a 3 médulo 4, y usando esto es facil ver que
(p*> — 1) /8 es un entero. La condicién del corolario es entonces que este entero sea par.

Demostracion. Seas = (p—1)/2. Es

st= [T k=TT (0% (-D%) = TT (V") TT (- (22)

1<k<s 1<k<s 1<k<s 1<k<s

Sabemos que

H (_1)k _ <_1)1+2+---+s — (_1>s(s+l)/2‘ (23)

1<k<s
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Por otro lado,

[T (D% =TT (D% IT (D% = (21) - (=21 +1)).

NI
Nl»

Como — (21 +1) = 2(s — 1) mod p para todo entero /, este ultimo producto es con-
gruente modulo p con

Cambiando el indice del segundo producto, podemos reescribir esto en la forma

@)- TT @

<I< SP<I<s

s
2

y si consideramos ahora con cuidado qué factores aparecen aqui vemos que este
producto es igual a 2°s!. Usando esto y (23) en la igualdad (22) vemos que

st = (—1)°6+1D/2251 mod p.
Como s! es coprimo con p, esto implica inmediatamente que
25 = (=1)56+0/2 = (_1)(P-D/8 mod p.

De acuerdo al Criterio de Euler 10.6.8, vemos que 2 es congruente con un cuadrado
moédulo p si y solamente si el entero (p? —1)/8 es par, es decir, si y solamente si 16
divide a p? — 1. O

Una tercera aplicacidn: raices primitivas para primos seguros

10.6.11. No hay muchos resultados que nos den raices primitivas. Uno muy conocido
es:

Proposicién. Sea p un niimero primo tal que 2p + 1 es también primo. Si ademds p = 1
mod 4, entonces 2 es una raiz primitiva modulo 2p + 1.

Asfi, 2 es una raiz primitiva médulo 83 = 2-41 + 1.

Demostracién. Sea p un numero primo tal que p =1 mod 4y g =2p + 1 es primo. El
orden de 2 médulo g, cualquiera que sea, es un divisor de g —1 = 2p, asi que es 0 1,
02,0p,02p. Como g > 4, es claro que ni 2! ni 22 son congruentes a 1 médulo g:
esto nos dice que ord,(2) no es ni 1 ni 2. Por otro lado, la Proposicién 10.6.8 nos dice
que 27 = 2(0-1)/2 es congruente médulo g a 1 si y solamente si 2 es congruente a un
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cuadrado médulo g, y segtin el Corolario 10.6.10 esto ocurre si y solamente si 16 divide
ag?—1. Como p =1 mod 4, existe k € N tal que p = 4k + 1: usando esto, vemos que

P —1=2p+1)2—1=14p> +4p = 4(4k + 1) + 4(4k + 1) = 64k> + 48k + 8.

Como este niimero no es divisible por 16, vemos que 27 # 1 mod g y, por lo tanto,
ord,(2) # p. La tnica posibilidad que queda, entonces, es que el orden de 2 médulo q
sea 2p = g — 1 y esto significa que 2 es una raiz primitiva médulo 4. O

10.6.12. Un niimero primo p tal que 2p + 1 también es primo, como en la proposicién
que acabamos de probar, se llama un primo de Sophie Germain, por, precisamente,
Sophie Germain (1776-1831, Francia), quien los consider6 en medio de su trabajo sobre
el Ultimo Teorema de Fermat. Si p es un primo de Sophie Germain, decimos que el
primo 2p + 1 es un primo seguro.

Los primeros primos de Sophie Germain son

2,3,5,11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239, 251,
281, 293, 359, 419, 431, 443, 491, 509, 593, 641, 653, 659, 683, 719, 743,
761, 809, 911, 953, 1013, 1019, 1031, 1049, 1103, 1223, 1229, 1289,
1409, 1439, 1451, 1481, 1499, 1511, 1559, ...

y se conjetura que hay infinitos. El mds grande de ellos que conocemos (en 2016) es
2618163402417 - 212000 1,

que tiene 388 342 digitos decimales.

Germain aprendié matematicas en su infancia, leyendo los libros que su padre tenia
en la biblioteca —hasta aprendi6é por si misma latin poder leer a Newton y a Euler—
aunque sus padres no veian esto con buenos ojos: la matemaética no era considerada
algo muy apropiado para las mujeres. Cuando en 1794 se fundd, como parte de la
Revolucion Francesa, la Escuela Politécnica en Paris, Germain no podia asistir a las
clases porque que la entrada estaba prohibida a las mujeres, pero pudo empezar sus
estudios de manera no presencial —adoptando el nombre de Monsieur Antoine-August
Le Blanc, para ocultar su identidad— con Joseph Louis Lagrange como tutor. Después
de un tiempo, Lagrange, que estaba impresionado con las habilidades de su ‘alumno’,
pidi6 conocerlo. Ella accedi6 y él no tuvo mayor problema con la novedad.

A lo largo de su vida interactu6 por carta y siempre con su seudénimo masculino
con varios de los més grandes matemdticos de su época —sobre todo con Adrien-Marie
Legendre y Carl Gauss. Gauss fue uno de los pocos a quienes revel6 su verdadera
identidad. Por carta, Gauss le respondio:

Pero cémo describirte mi admiracién y asombro al ver que mi estimado corres-
ponsal Sr. Le Blanc se metamorfosea en este personaje ilustre que me ofrece un
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ejemplo tan brillante de lo que seria dificil de creer. La afinidad por las ciencias
abstractas en general y sobre todo por los misterios de los niimeros es demasiado rara:
lo que no me asombra ya que los encantos de esta ciencia sublime solo se revelan a
aquellos que tienen el valor de profundizar en ella. Pero cuando una persona del
sexo que, segiin nuestras costumbres y prejuicios, debe encontrar muchisimas mds
dificultades que los hombres para familiarizarse con estos espinosos estudios, y sin
embargo tiene éxito al sortear los obstdculos y penetrar en las zonas mds oscuras
de ellos, entonces sin duda esa persona debe tener el valor mds noble, el talento
mds extraordinario y un genio superior. De verdad que nada podria probarme de
forma tan meridiana y tan poco equivoca que los atractivos de esta ciencia que ha
enriquecido mi vida con tantas alegrias no son quimeras que las predileccién con la
que tii has hecho honor a ella.

Un criterio de primalidad

10.6.13. Es interesante que el Corolario 10.6.3 que nos dice que para todo primo hay
una raiz primitiva tiene un reciproco parcial:

Proposicién. Sea m € N. Si existe un entero coprimo con m y de orden m — 1, entonces m es
primo.

Demostracién. En efecto, supongamos que a es un entero coprimo con m y cuyo orden
médulo m es m — 1. En ese caso, sabemos los los enteros 1, a, 42, ..., a™ 2 son
no congruentes moédulo m dos a dos. En particular, los restos médulo m de esos
m — 1 ntimeros son todos nimeros coprimos con m distintos y que pertenecen al
conjunto S = {1,...,p — 1}: esto significa que esos restos son todos los elementos
de Sy, por lo tanto, que todos los elementos de S son coprimos con m. Por supuesto,
esto implica inmediatamente que m no posee divisores propios, asi que es un nimero

primo. O

10.6.14. Consideremos el ndmero m = 216 4+ 1 = 65537. Calculando las potencias ele-
vando al cuadrado repetidas veces, vemos inmediatamente que 32" = 65536 mientras
que 32" = 1, todo médulo m. Esto nos dice que 3 tiene orden m — 1 médulo m y, por
lo tanto, que m es primo. Notemos que pudimos concluir esto hacer esto calculando
solamente 16 cuadrados y 16 restos médulo m.

Sea, por otro lado, m = 9006 +1, que es el nimero

185302 018 885 184 100 000 000 000 000 000 000 000 000 000 001

de 48 digitos. En este casom —1 = 232.332.532 Podemos calcular que 2m=1 =1 mod m
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haciendo 217 multiplicaciones. Otras 220 multiplicaciones nos permiten concluir que

2(m=1)/3 = 23872712020 769 780 231 829 076 893 206 244 805 098 674 046
#1 mod m.

Asi, 2 tiene orden m — 1 médulo m y, en consecuencia, m es primo. Pudimos probar esto
calculando unos 500 productos y unos 500 restos. Si hubiéramos intentando verificar
que es primo probando con la divisién por todos los enteros menores que \/m y a cada
una de esas divisiones la hubiéramos hecho en una milésima de segundo, el proceso
completo nos hubiera llevado unos trece millones de millones de afios —esto es unas
mil veces més que la edad del universo, segtin los cdlculos més recientes [Plank2016].

§10.7. El Teorema de Carmichael

10.7.1. En la seccién anterior probamos el Corolario 10.6.3, que afirma que médulo un
primo existen raices primitivas. Sin la condicién de que el médulo sea primo en general
esa conclusion no vale. Si tomamos, por ejemplo, a 8 como médulo, los elementos
de {1,...,8 — 1} que son coprimos con 8 son 1, 3, 5y 7, asi que ¢(8) = 4, y sus 6rdenes
modulo 8 son a1, 2, 2 y 2, respectivamente: se sigue de esto que ninguno de ellos es
una raiz primitiva médulo 8.

Uno de nuestros objetivos en esta seccién es describir exactamente para qué médulos
existen raices primitivas. Empezaremos considerando los médulos que son potencias
de primos o el doble de potencias de primos y luego, usando esto, el caso general.

Raices primitivas para médulos de la forma p" 0 2p" con p primo

10.7.2. Proposicién. Sea p un miimero primo impar. Si a es una raiz primitiva médulo p,
entonces alguno de a 0 a + p es una raiz primitiva médulo p?. En particular, existen raices
primitivas médulo p?.

Demostracién. Sea a una raiz primitiva médulo p y seanm = ord 2(a) y n = ord,2(a+p)
los 6rdenes de a y de a + p médulo p?. El Teorema de Euler 10.3.1 implica que m y n
dividen a ¢(p*) = p(p — 1). Por otro lado, como a™ = (a + p)" = 1 mod p? también
tenemos que 2" = (a+ p)" =1 mod py, por lo tanto, que p — 1 divideam y an, ya
que los 6rdenes de a y de a + p médulo p son ambos p — 1.
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Supongamos ahora que ni a ni a + p son raices primitivas médulo p%: en vista de lo
anterior, esto implica que necesariamente tenemos que m = n = p — 1. En particular,
tenemos entonces que médulo p2 es

Ay | .
aP—l = (a_|_p)p—1 —_ g (p l >ap—1—1pz
=aP 4+ (p—1)aP 2p+ p? pi (P - 1>up—1—ipi—2
i—2 \ !
=a" 14+ (p—1)a"?p mod p?,

asi que (p — 1)aP~2p es divisible por p?. Esto es absurdo, ya que tanto p — 1 como a
son coprimos con p. O

10.7.3. Proposicion. Sea p un niimero primo impar y sea n € N. Existe una raiz primitiva
médulo p".

Demostracién. Probemos esto haciendo induccién con respecto a n. Cuandones 1o 2,
sabemos que hay raices primitivas médulo p" por el Corolario 10.6.3 y la Proposi-
cion 10.7.2, respectivamente.

Supongamos entonces que k es un entero tal que k > 2 y que existe una raiz
primitiva 2 médulo p*. Sea m = ordpm (a). De acuerdo al Teorema de Euler 10.3.1,
tenemos que m divide a ¢(p**!) = p¥(p —1). Por otro lado, como a™ = 1 mod p*1, es
a™ =1 mod p* vy, por lo tanto, ¢(p*) = p*~1(p — 1) divide a m. Esto significa que m es
o bien p*~1(p — 1) o bien p*(p — 1), y para ver que a es una raiz primitiva médulo p**!
es suficiente con mostrar que a? ' (P~1) % 1 mod p**1.

Ahora bien, de acuerdo al Teorema de Euler tenemos que a? *(r=1) =1 mod pkil,
asi que hay un entero x tal que

a? D) = 1 4 pF1y (24)
y entonces

p Yp-1) _ (1+pk1 i() klx_1+px+z(l) kl) (25)

i=2

Si2 <i < p, entonces i(k —1) > k: como p divide a (¥), vemos asi que P divide
a (’l.’)pi(kfl). Por otro lado, como p >3y k > 2, es p(k—1) >k + 1, asi que p**! divide
a (ﬁ)pp(k_l). Esto nos dice que todos los términos de la suma que aparece en (25) son

divisibles por p**! y, por lo tanto, que
a? P =14 pkx  mod ptt!
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Si tuviéramos que a? PV = 1 mod p**!, tendriamos que p¥x = 0 mod p**!y, por
lo tanto, que p divide a x. Esto y la igualdad (24) implican inmediatamente que
a? (=) =1 mod p*: esto es absurdo, ya que 4 es una raiz primitiva médulo pF. [

10.7.4. Proposicion. Sea p un niimero primo impar y sea n € N. Existe una raiz primitiva
médulo 2p".

Demostracién. Sea a una raiz primitiva médulo p". Sin pérdida de generalidad, pode-
mos suponer que a4 es impar: si ése no es el caso, podemos reemplazarla por a + p”,
que también es una raiz primitiva médulo p" y es impar.

Como a es impar y coprimo con p”, es coprimo con 2p"y podemos considerar su
orden m = ordy,«(a) médulo 2p". De acuerdo al Teorema de Euler 10.3.1, tenemos que
m divide a ¢(2p™). Por otro lado, como a™ =1 mod 2p", es a” =1 mod p" y, por lo
tanto @(2p") = ¢(p") = ordy:(a) | m. Vemos asi que m = ¢(2p™) y, en definitiva, que
a es una raiz primitiva médulo 2p”". O

10.7.5. Juntando todo lo que hicimos obtenemos el siguiente resultado:

Corolario. Hay raices primitivas médulo 2, 4, p" y 2p" para cada primo impar p y cada n € N.

Demostracién. En efecto, esto sigue de las tres proposiciones que acabamos de probar
y de que —1 es una raiz primitiva médulo 1 y médulo 4, como uno puede verificar
inmediatamente. 0

10.7.6. En este corolario, las potencias de 2 faltan desde el cubo en adelante y esto es
por buena razén:

Proposicion. Sea n > 3. No hay raices primitivas médulo 2" y el orden de todo entero coprimo
con 2" divide a 2"~2. El orden de 5 mddulo 2" es 2"~2 y todo entero coprimo con 2" es
congruente a uno y sélo uno de la forma (—1)'5/ con 0 <i <2y 0 <j <272

Demostracién. Si k € Ny, entonces 5° + 1 es par y 5 + 1= 1¥+1 =2 mod 4, asi que
para todo k € N es v(55 +1) = 1. (26)
Afirmamos que, por otro lado, se tiene que

para todo m > 2 se tiene que 122(52"172 —1)=m. (27)

Podemos verlo por induccién: cuando m = 2 esta afirmacién es evidente y si k un
entero tal que k > 2y v5(52* — 1) = k, tenemos que

n(T 1) = vz((52“ — )52+ 1)) =055 = 1)+ 052+ 1) =k+1,
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lo que completa la induccién.

Supongamos ahora que n > 3, como en el enunciado. La afirmacién (27) nos dice
que 2" divide a 52" _ 1, asi que 52" = 1 mod 2" y, por lo tanto, ordy:(5) divide
a 2"2. Si dividiese ademas a 2" 3, tendriamos que 212 | 527 _ 1, y esto contradice
a (27). Vemos asf que ordy: (5) = 2" 2.

En particular, los 2"=2 enteros

1,5 %, ..., 5 1 (28)
son no congruentes dos a dos médulo 2". Se sigue inmediatamente de eso que los 2" 2
enteros

-1, -5, =5, ..., =5 1 (29)

también son no congruentes dos a dos médulo 2". Mds atin, ningtin entero de la
lista (28) es congruente con ninguno de la lista (29): supongamos que, por el contrario,
hay enteros i, j € {0,...,2""2 — 1} tales que 5 = —5/ mod 2". Si i > j, esto implica
que 2" | 5/(577 +1) y, como 2 y 5 son coprimos, que 2" | 57/ + 1, de manera que
02(51'—]' +1) > n > 3, contra lo que afirma (26). Si en cambio i < j podemos proceder
de manera similar para llegar a otra contradiccién.

Vemos asi que los restos médulo 2" de los 2"~ ntimeros de la forma (—1)’5/ con
0<i<2y0<j< 2"=2 gon distintos dos a dos. Como todos esos restos son impares,
vemos que se trata de todos los 2"~ elementos impares del conjunto {0, ...,2" —1}.
En otras palabras, todo entero impar a es congruente médulo 2" a un nimero de la
forma (—1)'5/ con 0 <i <2y 0 < j < 2" 2y, en particular, su potencia (2"~2)-ésima
es congruente a

.. on=2
(-1)'5)*
que es, a su vez, congruente a 1. Con esto quedan todas las afirmaciones del enunciado
probadas. O

La funcion de Carmichael

10.7.7. Si p es un nimero primo y a € N, escribimos
1 n . o .
29(p"), sip=2yn=>3;
Hpm)=142"" _
90(10 ),  en caso contrario.

y definimos una funcién A : N — N de la siguiente manera: sin € Ny n = p;'--- p;’
es la factorizacién de n como producto de potencias de ntimeros primos distintos dos a
dos, ponemos

A(n) = mem(t(p1,a1), ..., t(pr, ar)).
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
A(n) 2 2 4 2 6 2 6 4 10 2 12 6 4 4 16 6 18 4
¢(n) 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18 8
n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
An) 6 10 22 2 20 12 18 6 28 4 30 8 10 16 12 6 36 18 12 4
p(n) 12 10 22 8 20 12 18 12 28 8 30 16 20 16 24 12 36 18 24 16
n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
A(n) 40 6 42 10 12 22 46 4 42 20 16 12 52 18 20 6 18 28 58 4
p(n) 40 12 42 20 24 22 46 16 42 20 32 24 52 18 40 24 36 28 58 16
n 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
A(n) 60 30 6 16 12 10 66 16 22 12 70 6 72 36 20 18 30 12 78 4
p(n) 60 30 36 32 48 20 66 32 44 24 70 24 72 36 40 36 60 24 78 32
n 81 82 83 84 85 8 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
A(n) 54 40 82 6 16 42 28 10 88 12 12 22 30 46 36 8 96 42 30 20
p(n) 54 40 82 24 64 42 56 40 88 24 72 44 60 46 72 32 96 42 60 40

Tabla 10.2. Los primeros valores de la funcién A de Carmichael, junto con los de
la funcién ¢ de Euler. Marcamos en negrita los lugares donde las dos funciones
difieren.

Esta es la funcion de Carmichael, por Robert Carmichael (18791967, Estados Unidos).
En la Tabla 10.2 estdn tabulados los primeros 100 valores de esta funcién junto con los

de la funcién ¢ de Euler, con la que coincide muchas veces.

10.7.8. Proposicién. Sea m € N. Un entero positivo N tiene la propiedad de que para todo
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entero a coprimo con n se tiene que
aN=1 mod m

si y solamente si N es divisible por A(m).
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